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OBJETIVO GENERAL

Al finalizar el curso, el alumno sera capaz de inferir las caracteristicas de una poblacion
con base en la informacién contenida, asi como de contrastar diversas pruebas para

la toma de decisiones.

TEMARIO DETALLADO

(96 horas)

I
1. Introduccién al muestreo 4
2. Distribuciones muestrales 8
3. Estimacién de parametros 10
4. Pruebas de hipotesis 10
5. Pruebas de hipétesis con la distribucion ji cuadrada 8
6. Analisis de regresion lineal simple 10
7. Andlisis de series de tiempo 8
8. Pruebas estadisticas no paramétricas 6
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INTRODUCCION

El plan de estudios vigente de las carreras ofrecidas por la Facultad de Contaduria y
Administracion de la UNAM pretende que en su ejercicio profesional el egresado sea
capaz de analizar situaciones, evaluar acciones y decidir rumbos de accion. Esto es

imposible si no dispone de informacion.

A fin de proveer al estudiante de herramientas para analizar informacién, dentro del
mapa curricular de las carreras de la Facultad de Contaduria y Administracion estan
las asignaturas de Estadistica Descriptiva y Estadistica Inferencial, materias de
conocimientos fundamentales porque contribuyen a desarrollar capacidades de

analisis y sintesis que el alumno necesita para una toma de decisiones adecuada.

A diferencia de la estadistica descriptiva, donde la toma de decisiones descansa en la
descripcion de la informacién de una muestra, en la estadistica inferencial el
fundamento son las pruebas estadisticas que permiten inferir alguna caracteristica de

interés de una poblacién con base en la informacién de una muestra.
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El objetivo general de la materia Estadistica Inferencial, establecida en el plan 2012,
es que al término del curso el alumno sea capaz de inferir las caracteristicas de una
poblacién con base en la informacién contenida en una muestra, y pueda contrastar
diversas pruebas para la toma de decisiones. Para alcanzar este propésito, el

programa comprende las siguientes unidades:

1n 2. . .
1. Introduccidn e 3. Estimacion 4. Pruebas de
Distribuciones . DTN
al muestreo TES S de parametros hipotesis
. Pér ;Jees?sigf 6. Analisis de 7. Andlisis de 8. Pruebas
una distribucion CoEsionncy seriesde  —>  estadisticas no
ji cuadrada simple tiempo paramétricas

El estudio de las unidades 1-3 permitira alcanzar la primera parte del objetivo general.
La unidad 1 tiene la finalidad de que el estudiante conozca de forma global como se
obtiene una muestra. La unidad 2 presenta las distribuciones muestrales mas
empleadas en inferencia estadistica. Y la unidad 3 se enfoca a la realizacion de

estimaciones de los parametros de una poblacion a través de la informacién de una

muestra.

Una vez entendido como recolectar y obtener informacion de las muestras, lo siguiente
que plantea el objetivo general es contrastar hipdtesis con base en pruebas
estadisticas realizadas con la informacion de una muestra. De esto tratan, en conjunto

con la unidad 2, las unidades 4 y 5.

N 6 de 350
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En la unidad 6, se muestra como analizar la

- ; regresion lineal simple para explicar el

comportamiento de una variable a partir
de otra. En este tipo de analisis, el
contraste de hipotesis juega un papel
central en la determinacion de |la

N\ ' . . . .
\ 1\ existencia de esta relacion, al igual que el
tema de estimacion para entender por qué son

empleados los estimadores de minimos cuadrados.

En la unidad 7, se busca que el alumno explique el comportamiento de una variable a

lo largo del tiempo y realice un pronéstico de ella.

En la unidad 8, ultimo tema del programa, se ensefia al alumno a realizar analisis

inferencial con métodos no paramétricos.

Como valor agregado, se plantea como emplear Microsoft Excel (2013) para aplicar

algunas técnicas que se expondran a lo largo de esta obra.

Este material estd pensado para que el estudiante del SUAYED tenga un primer
acercamiento a la estadistica inferencial, cuyo aprendizaje autodidacta requiere de un
contenido que facilite su comprensién y fomente profundizar en los temas con la
consulta de la bibliografia sugerida. También puede aprovecharlo el estudiante del

sistema escolarizado.
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ESTRUCTURA CONCEPTUAL

Estadistica inferencial

__—— Tiene un enfoque —

Paramétrico <« > No Paramétrico

Se conoce la No se conoce
distribucién de la distribucién
la poblacidn \ Es necesario " delapoblacién
-
SeaMkan////////// Obtener una \\az\\\ipnhinhrmadén
— muestra T Realizar

—>

pruebas no
paramétricas

Distribuciones

muestrales

Para

Estimar o Contrastar

parametros hipotesis

Algunas técnicas de analisis que estiman o
contrastan parametros son:

Andlisis de Ana!ISIS de
S Series de
regresion lineal .
tiempo
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OBJETIVO PARTICULAR

Al terminar la unidad, el alumno reconocera los diferentes tipos de muestreo y sus
caracteristicas.

TEMARIO DETALLADO
(4 horas)

1. Introduccién al muestreo

1.1. Parametros estadisticos y estimadores

1.2. Estimacion de parametros y pruebas de hipotesis
1.3. Muestreo aleatorio y muestreo de juicio

1.4. Muestras unicas y muestras multiples

1.5. Muestras independientes y muestras relacionadas

1.6. Tipos de muestreo aleatorio

10 de 350
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INTRODUCCION

El éxito de cualquier toma de decisiones depende de la calidad de informaciéon que se
tenga. Hoy dia, uno de los retos de las organizaciones es disponer de informacion
accesible, detallada y actualizada que promueva una acertada toma de decisiones. En
el desempeno profesional es comun encontrar situaciones donde no se posee la
suficiente informacion para tomar una decision, por lo que se vuelve necesario realizar
un esfuerzo extraordinario para recabarla; el dilema, entonces, es determinar cuanta

informacion se requiere.

En esta unidad, se expone la importancia de la metodologia del muestreo para extraer

informacion que garantice resultados confiables.

En primer lugar, se da una introduccion de conceptos importantes en
estadistica inferencial (parametro, estimador y estadistico).

Luego, se abordan los alcances de la materia (estimacién y prueba de
hipotesis), asi como los tipos de muestreo y de muestras para trabajar
en un estudio.

Por ultimo, se plantean brevemente las metodologias de muestreo
mas comunes y ejemplos de calculos de tamafios de muestra para
estimar un promedio y una proporcion poblacional.

Como aportacioén adicional, se describe el uso de MS-Excel para extraer
una muestra.

N 11 de 350
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1.1. Parametros, estadisticos

y estimadores

En el curso de Estadistica Descriptiva, se brindaron las herramientas para describir el
comportamiento de un conjunto de datos con el empleo de tablas, graficas y medidas
descriptivas. Asi, después de llevar a cabo los procedimientos para generarlos, se
puede concluir acerca de la distribucion de los datos su valor medio y variabilidad, y
con base en ello tomar decisiones. Sin embargo, con frecuencia, la informacién
descrita es un subconjunto o muestra proveniente de un conjunto mayor del que se
desea conocer su comportamiento. Entonces, surge la pregunta si la informacién
descrita en la muestra se puede generalizar a la poblacion. Por ejemplo, si el promedio
del porcentaje de aciertos de un examen de conocimientos de matematicas aplicado
a un grupo de Contaduria de primer semestre del turno matutino de la Facultad de
Contaduria y Administracion de la UNAM es 56%, ¢ se podria decir que este resultado
es generalizable a toda la poblacion de la Facultad de Contaduria y Administracién de
la UNAM? EIl curso de Estadistica Inferencial proporcionara los fundamentos para

responder esta pregunta.

De acuerdo con lo estudiado en el curso de Estadistica Descriptiva, el
comportamiento de la distribucion de una variable se encuentra
relacionado con un valor denominado parametro. Como
ejemplo, supdngase que la proporcion de personas que leen

revistas sobre noticias de espectaculos es de 0.7 entre los

estudiantes de primer semestre de Administracion de la
Facultad de Contaduria y Administracion, y se desea estudiar el

numero de estudiantes que leen este tipo de publicaciones en una muestra de 20

N 12 de 350
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estudiantes. La distribucion de probabilidades de la variable asociada al ejercicio seria

como se muestra en la figura 1.

Figura 1. Distribucion de probabilidad del numero de alumnos que leen revistas de
espectaculos con una proporcion de 0.7 y 20 encuestas aplicadas
0.2500

0.2000

0.1500

Probabilidad

0.1000
0.0500

0.0000
012 3 456 7 8 91011121314151617 18 1920

Estudiantes que leen revistas de espectaculos

Fuente: elaboracién propia con empleo de Microsoft Excel (2013)

En la figura anterior, se muestra la distribucion de probabilidades de la variable
asociada al experimento: numero de estudiantes que leen revistas de espectaculos
en 20 entrevistas. La variable estudiada en este experimento tiene una distribucion
binomial con n =20 y p = 0.7. Las mayores probabilidades se observan entre 13y 15
estudiantes. Es decir, es mas probable que en el experimento resulte ese numero de

estudiantes quienes leen revistas sobre espectaculos.

Continuando con este ejemplo, ¢ como seria la distribucion de la variable asociada al
experimento si la proporcion de personas que leen publicaciones con contenidos de

espectaculos fuera de 0.35 en vez de 0.7? La respuesta se muestra en la figura 2.

13 de 350
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Figura 2. Distribucion de probabilidad del numero de alumnos que leen revistas de

espectaculos con una proporcion de 0.35 y 20 encuestas aplicadas
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Fuente: elaboraciéon propia con empleo de Microsoft Excel (2013).

La figura anterior muestra un patron distinto al de la figura 1. En este caso, se observa
una probabilidad mayor de que entre 6 y 8 de las 20 personas entrevistadas lean

revistas de espectaculos.

En este ejemplo, modificar la proporcién de alumnos que leen revistas de espectaculos
cambi?¢ la distribucién de probabilidades de la variable asociada al experimento. Y esta
proporcion es un parametro cuyo valor condiciona la distribucion de la variable de

interés.
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El ejemplo anterior muestra el efecto del valor de un parametro en la distribucién de
una variable de interés, pero normalmente se ignora el valor de este parametro y debe
fijarse su valor. Supéngase que en el ejemplo anterior el problema de interés hubiera
sido determinar la proporcién de estudiantes de primer semestre de Administracion de
la Facultad de Contaduria y Administracion de la UNAM que leen revistas de
espectaculos a partir de entrevistar a 20 estudiantes. Supdngase que, de los 20
entrevistados, 8 leen esta clase de revistas. Entonces, de acuerdo con los resultados

de esta muestra, la proporcion de estudiantes que leen revistas de espectaculos es

éxitos

8 s s . . .y
— = 0.4. La division realizada, , €s un estimador de la proporcion

20 tamaio de muestra
de estudiantes de la poblacién de interés que leen revistas de espectaculos, y el valor

obtenido es una estimacion.

Supdngase ademas que en vez de un valor se quisiera tener un rango de valores
donde fuera mas probable que se encuentre la proporcion real (con base en los
valores de la muestra, se analizara en la unidad 3 que la proporcién real se encuentra
entre 0.18 y 0.61).

Estimador

Es una regla o formula a aplicar con los
valores de una muestra para determinar el
valor de un parametro poblacional que se

interesa conocer.

En la unidad 3 de este curso, se mostraran los estimadores mas utilizados, asi como
la manera de realizar estimaciones, ya sea con valores puntuales o con un rango de

valores posibles.

N 15 de 350
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Regresando al ejemplo, ahora supdngase que, de acuerdo con la experiencia de
estudios anteriores, se sabe que la proporcion de alumnos que leen revistas de
espectaculos es de 0.37, y se sospecha que esta proporcion es mayor en esta
generacion. ¢ El resultado obtenido en la muestra (0.4) nos permite afirmar que la
proporcion es mayor? En la unidad 4, se podra contestar esta pregunta con el empleo
de estadisticos de prueba, valores basados en la distribucidén y valores muestrales que
permiten tomar una decision sobre si apoyar o no una hipoétesis. En este caso, el
estadistico es de 0.274, por lo que no existe evidencia estadistica para apoyar que la

proporcion de alumnos que leen revistas de espectaculo es mayor a 0.37.

Se puede afirmar que:

La estadistica inferencial

Pretende determinar el valor de parametros poblacionales utilizando
estimadores o estadisticos de prueba con los valores de una muestra.

N 16 de 350
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1.2. Estimacion de parametros y

pruebas de hipoétesis

En la seccidon anterior, se comenté que la estadistica inferencial busca determinar el
valor de parametros poblacionales a partir de una muestra con el empleo de
estimadores o estadisticos de prueba. Asi, la estadistica inferencial afronta dos

problematicas: estimacion de parametros y pruebas de hipotesis.

Estimacion de parametros

*Se pretende fijar el valor de un parametro poblacional que se interesa conocer a través
de una regla o férmula basada en los valores de la muestra.

En el apartado precedente, se planted el caso donde se deseaba determinar la
proporcion de estudiantes que leen revistas de espectaculos, que toma el papel de
parametro poblacional. Luego de entrevistar a 20 estudiantes, se obtuvo que 8 de ellos
(0.4) leen revistas de este tipo. Aqui, el estimador es la division de los 8 casos que
leen revistas entre el total de casos. En la unidad 3, se revisara cémo realizar

estimaciones puntuales o por intervalos.

Pruebas o contrastes de hipétesis

Consisten en apoyar o rechazar una hipétesis acerca del valor de un
parametro poblacional a través del uso de un estadistico de prueba.

En la unidad 4, esto se abordara con mayor profundidad. En el ejemplo del subtema
anterior, se contrastaron dos hipoétesis al final: la proporcion es 0.37; la proporcion se
ha incrementado. Después de aplicar un estadistico de prueba, se concluye que no

existe evidencia para rechazar que la proporcion es 0.37.

N 17 de 350
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1.3. Muestreo aleatorio y

muestreo de juicio

Como se ha mencionado, en estadistica inferencial se intenta determinar el valor de
un parametro poblacional a partir de los valores de una muestra: tanto el tamano como
la manera de extraer esta muestra determinara la validez de los resultados. Antes de
enfocarnos a los tipos de muestreo, es importante mencionar algunos conceptos

basicos relacionados con el muestreo.

Se llama asi al total de unidades que cumplen con
ciertas caracteristicas medibles a las cuales se les
aplicaran métodos estadisticos para su estudio. El
tamano de la poblacion es denotada con la letra N.

Poblacion

Como ejemplo, supongase que se desea estudiar los habitos de estudio de los
alumnos vigentes de la Facultad de Contaduria y Administracion de la UNAM de la
modalidad a distancia. Asi, la poblacién son los alumnos vigentes de la modalidad a

distancia de la Facultad de Contaduria y Administracion de la UNAM.

*Es la medicion realizada a todas de unidades

L Censo que conforman la poblacion.

Supdngase que se desea conocer el numero de empleados que tienen las 10 tiendas
de conveniencia ubicadas en cierta colonia. Si se verifica la informacién de las 10

tiendas, entonces se realiza un censo.

N 18 de 350
Segundo semestre



Muestreo

Muestra

Muestra

representativa

Unidad muestral

Marco muestral

Administracion

Es la metodologia con la que se determina el numero de elementos que
seran seleccionados de la poblacién para formar un subconjunto llamado
muestra.

Es un subconjunto de la poblacion cuyos elementos son elegidos mediante
alguna metodologia de muestreo; su estudio permitira realizar inferencias
respecto a la poblacion. El tamafio de muestra se denota con la letra n.

Se dice que una muestra es representativa cuando las unidades que la
conforman contienen las diferentes caracteristicas de la poblacion en una
proporcion semejante, de manera que es una imagen de ella.

Unidad mas pequefia de la que se recaban las mediciones.

Fuente de referencia de donde se selecciona la muestra. Como ejemplo,
supdngase que se desea obtener informacién de los empleados de una

empresa a través de una muestra, el marco muestral es la némina de la

ultima quincena.

Conveniencia de realizar un censo o levantar una muestra

Cuando se necesita levantar informacién, en ocasiones, surge el dilema de si es

conveniente recabar la informacién a través de un censo o de una muestra. El censo

es recomendable si el tamarfio de la poblacion no es demasiado grande o cuando los

resultados tienen trascendencia. Por ejemplo, si un profesor imparte su clase a un

grupo de 50 alumnos y desea conocer cuantos van a faltar un dia previo a una fecha

festiva, puede obtener la informacién preguntando a todo su grupo. Otro caso es el

proceso de admision a licenciatura en la UNAM, donde alrededor de 150,000

estudiantes aplican un examen de admisién. La asignacion es realizada una vez que

se han calificado todos los exdmenes, y no a través de una muestra.

Segundo semestre
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El muestreo conviene si no se cuenta con
suficientes recursos para llevar a cabo un censo, y
cuando los resultados permitan tener cierto margen
de error. Una de sus principales ventajas es que se
logra ahorrar costos y tiempos, y se tiene un mejor

control (véase figura 3).

Figura 3. Ventajas del muestreo

Menor costo Menor tiempo Mayor control

En la capacitacion del personal
En la recoleccion, el analisis y obtencién de resultados
En el control de personal

La figura anterior ilustra las ventajas del muestreo: menor costo, menor tiempo y mayor
control en capacitar al personal, recolectar y analizar la informacion, y el control de

campo. Todo esto conlleva una disminucién del riesgo de cometer errores.

Muestreo aleatorio y muestreo de juicio

Para obtener una muestra, puede emplearse un muestreo aleatorio (probabilistico) o
uno de juicio (no probabilistico). En el aleatorio, la seleccion de un elemento de la
poblacién depende del azar; mientras que en uno de juicio, la seleccion se basa en el

criterio del investigador.

En la figura 4, se contrastan las principales diferencias entre el muestreo aleatorio

(probabilistico) y el de juicio (no probabilistico).

N 20 de 350
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Figura 4. Caracteristicas del muestreo aleatorio (probabilistico)
y de juicio (no probabilistico)

Probabilistico No probabilistico

Considera la aleatoriedad para la No considera el azar para la seleccion.
seleccibn de cada unidad de la
poblacion.

Se emplean métodos estadisticos. Se realiza a juicio personal.

Los resultados se extrapolan a la Los resultados tienen validez solo para
poblacién estudiada los elementos de la muestra.

En este curso, cuando se hable de los resultados de una muestra, se estara haciendo
referencia a un muestreo aleatorio (probabilistico). De igual manera, cuando se

mencione muestreo probabilistico, se estara refiriendo a un muestreo aleatorio.
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1.4. Muestras unicas y

muestras multiples

En la seccion anterior, se hablé acerca de los tipos de muestreo que pueden
emplearse para seleccionar una muestra. Normalmente, se requiere una muestra

Unica para realizar inferencias de la poblacién.

Como ejemplo, supdngase que se desea conocer las horas de estudio que los
estudiantes de primer ingreso de la Facultad de Contaduria y Administracion de la
UNAM dedican a materias de matematicas después del horario de clase. Para conocer
este dato, es suficiente una muestra de alumnos a quienes se pregunte sobre qué
tiempo dedican a estudiar matematicas luego del horario de clase. En este ejemplo,
el estudio se centra en una poblacidon, pero
cuando interesa estudiar mas de una poblacioén,
se necesitara extraer muestras de cada una, por
lo que el estudio requiere muestras multiples.
Para ilustrar esta situacion, supongase que se
desea dar seguimiento a los egresados de
posgrado de la UNAM, tanto de maestria como de
doctorado. Dado que las poblaciones de maestria

y doctorado son diferentes, se procede a extraer

una muestra de los egresados de maestria y otra

de los egresados de doctorado.

N 22 de 350
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1.5. Muestras independientes y

muestras relacionadas

En estadistica inferencial, es frecuente querer realizar un comparativo entre grupos

para confirmar si existe una diferencia significativa entre ellos.

Muestras independientes.

Cuando los grupos son muestras de poblaciones independientes, el
estudio contempla.

Por ejemplo, se quiere conocer si los alumnos de Administracion tienen mejor
aprovechamiento en la asignatura Estadistica Descriptiva en comparacion con los de
Contaduria. Para tal fin, se compara un grupo de estudiantes de Administracion con

uno de Contaduria y se realizan las mediciones correspondientes.

Muestra relacionada.

Cuando se efectian mediciones de la misma muestra,
pero en condiciones diferentes.

Por ejemplo, para complementar su estudio de Matematicas Financieras, a un grupo
de alumnos de Contaduria se les imparte un taller: ingresan a un portal donde
resuelven problemas relacionados con la materia y se les aplica una evaluacion al
comienzo y final del semestre para medir la mejora de su aprovechamiento. Al mismo
tiempo, se da seguimiento a un grupo control, el cual recibe la imparticién tradicional
del curso para contrastar la mejora. En este caso, como se trata del mismo grupo en

diferentes momentos, el estudio trabaja con una muestra relacionada.
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1.6. Tipos de muestreo aleatorio

En el subtema 1.3, se menciond que el muestreo puede ser aleatorio (probabilistico) y
de juicio (no probabilistico). Ahora, en la figura 5 se desglosan los principales tipos de

muestreo de cada uno.

Figura 5. Principales tipos de muestreo aleatorio (probabilistico)
y de juicio (no probabilistico)

Muestreo

L v

No probabilistico Probabilistico-:
I
v v v
Por cuota Bola de Nieve Juicio 7
v \ 4 \ 4 \4
= Alsatorio: Sistematico Estratificado Conglomerados
- simple, ' : : : : :

Fuente: elaboracién propia.

En este apartado, se expondran los tipos de muestreo aleatorio: aleatorio simple,
sistematico, estratificado y de conglomerados. Y los de juicio (no probabilistico): por

cuota, juicio y bola de nieve.

N 24 de 350
Segundo semestre



© Administraciéon

A. Tipos de muestreo por juicio (no probabilisticos)

Muestreo por cuota

— -

En este tipo de esquema de muestreo, predomina el criterio del
investigador. Por lo general, se aplica cuando la persona
encargada del estudio conoce bien las caracteristicas de las
unidades en estudio, por lo que fija el numero de unidades que
seran consideradas.

Por ejemplo, en un estudio de mercado, el gerente
encargado en la venta de pafales quiere identificar la
aceptacion de un nuevo panal con olor a chocolate, por lo

que pide a la gente de campo que en cada supermercado

muestre y dé a oler el panal para conocer la reaccion de las
primeras 20 mamas que vayan a comprar algun pafnal de la

marca.

Muestreo por
juicio o
intencional

A criterio del investigador, son elegidos los elementos que pueden‘
aportar al estudio.

Ejemplo: se quiere saber el estilo de liderazgo del Lic. José Luis
Dominguez, gerente de ventas de la empresa ABDE, por lo que
el area de recursos humanos entrevista a cinco personas que

han trabajado con él.
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Muestreo de bola de |
nieve

Este método se aplica para eventos donde es dificil recabar informacion,
por tal razén, al encontrar una unidad que cumpla con las caracteristicas
que se buscan en el estudio, se espera que éste nos contacte con otro y
ése con otro, y asi sucesivamente hasta conseguir una muestra
suficiente.

Por ejemplo, se quiere realizar un estudio de resistencia a
alguna enfermedad en personas que su alimentacion sea a
base de insectos; o una psicoanalista desea probar que los

reclusos que han asesinado mas de cinco veces pueden ser

buenos padres.

B. Tipos de muestreo aleatorio (probabilisticos)

En el muestreo aleatorio, la seleccion de la muestra considera el azar, de manera que

cada elemento de la poblacion tiene una probabilidad de ser incluido en la muestra.

A continuacion, se exponen brevemente los tipos de muestreo aleatorio: aleatorio
simple, sistematico, estratificado y de conglomerados. Después, se aborda un tema de
mucha importancia: la determinacion del tamafio de muestra en un muestreo aleatorio

simple; y se termina con un ejemplo de cobmo se obtiene una muestra con MS-Excel.
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Muestreo aleatorio simple

En este método, las unidades de poblacion tienen la misma
probabilidad de ser elegidas. Cada elemento es seleccionado

aleatoriamente.

En la figura 6, se ilustra como funciona
esta metodologia, se esquematiza la
manera como funciona el muestreo
aleatorio simple. El 6valo de mayor
tamano representa la poblacion de
interés; y los puntos contenidos, las
unidades muestrales. En tanto, el 6valo
de menor tamano simboliza la muestra

extraida de la poblacion.

Las flechas indican que las unidades
muestrales contenidas en la muestra
provienen de la poblacién. La eleccion de
las unidades muestrales se realizé de

manera aleatoria.

Figura 6. Funcionamiento del
muestreo aleatorio simple

Fuente: elaboracién propia.

Por ejemplo, en la comida de fin de afio de una empresa se realiza una rifa con 20

premios. Se meten todos los nombres de los empleados en una tdbmbola y se van

extrayendo los ganadores uno a uno de forma aleatoria.

Segundo semestre
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Muestreo sistematico

/A diferencia del anterior, en este método los elementos de Ia\

poblacion son seleccionados cada K numeros, donde K es un
valor constante que se determina a través de dividir el tamafo
de la poblacién entre el tamafo de la muestra deseada:

N
K=—
n

Se presenta a continuacion la aplicacion de este tipo de muestreo.

e Una universidad cuenta con 36 alumnos de
excelencia y desea extraer de ellos una muestra de
9 para aplicarles una evaluacion psicométrica.

¢ Como se debe seleccionar la muestra con un

muestreo sistematico?

En este problema, el tamafio de la poblacién (N) es 36; y el de la muestra (n), 9. Por

tanto, la constante K es

Este resultado indica que, de cada 4 alumnos, se escogera uno para que sea parte de
la muestra. Este resultado también apunta que se pueden extraer 4 muestras
sistematicas de tamario 9. El método funcionaria de la siguiente manera: se numeran
del 1 al 36 a los alumnos de excelencia; posteriormente, se elige un numero aleatorio
entre 1y K (4), y a partir de ahi se selecciona cada K elemento. Supdngase que se
escoge como primer alumno de la muestra al que se encuentra numerado con 4,
entonces la muestra se conformaria con los alumnos numerados con 4, 8, 12, 16, 20,

24, 28, 32y 36. En la figura 7, se ilustra esta metodologia para el ejemplo.
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Figura 7. Seleccion de una muestra sistematica para una poblacién
de tamaino 36 y una muestra de tamaio 9 con la unidad 4 como primer
elemento de la muestra

Poblacion .
1=

Opcidn para ‘
comenzar el conteo‘ l l
v

0090 :090: 0990

@ OGO =® 0220®:@

.26 27 29 .31 32 ...36

Muestra

@ : ®O » OB 2 3

Fuente: elaboracioén propia.

Muestreo estratificado

En el muestreo estratificado, la poblacion es dividida en
categorias diferentes entre si, llamadas estratos, que poseen
gran homogeneidad respecto a alguna caracteristica (por
ejemplo, profesidon, sexo, estado civil, etcétera). Lo que se
pretende con este tipo de muestreo es asegurar que todos los
estratos de interés estaran representados adecuadamente en
\Ia muestra, ademas de ganar precision.

Cada estrato funciona independientemente, pudiendo aplicarse dentro de ellos un
muestreo aleatorio simple o sistematico para elegir los elementos que formaran parte
de la muestra. Para ejemplificar esta metodologia, supongase que se quiere conocer
la periodicidad con que 36 familias acuden al supermercado. A fin de estudiar mejor
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la poblacion, se decidié segmentarla en tres estratos de acuerdo con su nivel de

ingreso mensual: con ingresos menores a $10,000; con ingresos entre $10,000 y
$20,000; con ingresos mayores de $20,000. Dado lo anterior, se decidié tomar una
muestra de tamafo 10, donde estuvieran representados los tres estratos. En la figura

8, se ilustra este tipo de muestreo.

Figura 8. llustracién de un muestreo estratificado para una poblaciéon
de 36 familias dividida en tres estratos de ingreso, de la que se
extrae una muestra de tamano 10

Poblacion

00 :72000: 00D O
Familias 13 @ @) @6 @® =®0202@n

®Dx 2@ 2@ OGO

Determinamos el nimero de estratos y calcular
cuantos elementos tiene cada estrato.

10,000 <Ingresos < 20,000

Ingresos < 10,000 20,000 <Ingresos

o ® @ 3 4 s D ©
32 23 36
v ® 13 27 >
28 35 o 20 2 6 2
M
Y Y 200 0¢

Fuente: elaboracién propia.

La figura anterior ilustra como se agrupa a la poblacion original en tres estratos de
ingreso, y de cada uno se extraen elementos para conformar el tamaro total de
muestra que se necesita. Es practica comun que el numero de elementos de la
muestra de cada estrato sea proporcional al tamafo del estrato con respecto al total

poblacional.

Muestreo por conglomerados

En este tipo de muestreo, cada unidad de la muestra esta formada por un grupo de
elementos, al que se le llama conglomerado. Este grupo contiene representantes de

toda la poblacion (de acuerdo con la caracteristica que se mida).
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Muestreo por conglomerados

La figura 9 ejemplifica esta metodologia para una poblacion de 36 elementos

agrupados en tres conglomerados de 12 elementos cada uno.

Figura 9. llustracién de un muestreo por conglomerados donde se extrae
una muestra de tamano 10 de una poblacion de 36 elementos
agrupados en tres conglomerados de tamaio 12

Poblacion

0920 :-90: 90D O
000D 22220
s 9@ 2092000 =

n=10 Calcular el numero de conglomerados y
cuantos datos hay en cada un de ellos.

C ® 0O @
® * & 5.. 8 ® -
27 iy .‘20 2%

©0: @20 @@ =

Fuente: elaboracion propia.

En la figura anterior, el disefio de muestreo por conglomerados aplicado es el

siguiente: se consideran los tres conglomerados y de cada uno se extrae una muestra.
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En una segunda etapa, se extrae otra muestra de la anterior conformando los 10

elementos que se necesitaban.

Se pueden presentar variantes en el muestreo por conglomerados de acuerdo con el
contexto de la situacion, pero en esencia la metodologia consiste en seleccionar una
muestra de conglomerados y escoger de cada uno una muestra de las unidades que

lo conforman.

Errores de estimacion

Al aplicar un muestreo, existira un error en las estimaciones porque no se esta
recabando informacion de toda la poblacion, por ello el arte del muestreo consiste en
determinar la muestra que minimice ese error. Cuando se recaba informacion de una

muestra, se pueden presentar dos tipos de errores:

Atribuibles al muestreo No atribuibles al muestreo
. . r

@on por la diferencia
entre el valor del Se explican, entre otras
estimador muestral y el causas, por un mal
valor del parametro diseno del instrumento, la
poblacional considerando logistica implementada o
la informacion de la una elevada tasa de no
muestra con la que se respuesta.
trabajo.

\lrabay < y

Calculo del tamano de muestra en un muestreo aleatorio simple

Como se menciono en el apartado anterior, en todo ejercicio de muestreo va a existir

un error de estimacion, por lo que de antemano debe fijarse el limite de error permitido,
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asi como garantizar que ese error no sea mayor a lo permitido en un cierto numero de
repeticiones. Para lograr lo anterior, el tamafio de muestra juega un papel central, ya
que, a medida que se tenga mayor informacion de un parametro, se incrementa la

probabilidad de realizar una estimacién certera.

En la siguiente tabla, se exponen las férmulas para calcular el tamafio de una muestra
para estimar una media y una proporcién (parametros) cuando se tiene conocimiento

del tamario de la poblacion Ny cuando no es asi’.

Tabla 1. Férmulas para calcular el tamaino de muestra para estimar una media
y proporcion poblacional cuando se conoce o no el tamaino de la poblacion

Donde:

' Para efectos de este curso, se asumira que la fraccion % no es importante.0.
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* tamano de la muestra

«tamanio de la poblacion

N
S ~desviacion estandar
b e proporcidon muestral
01 — p
q
eerror permitido
e
*Nivel de confianza, expresado como valor del cuantil z de una distribucién normal
7 estandar que separa la curva en dos areas de tamano 1 — a/2 y a/2 (0<a<1). )

En la tabla 2, se muestran los valores de z para niveles de confianza de 90%, 95% y
99%.

Tabla 2. Valores de z para niveles de confianza de 90%, 95% y 99%

Nivel de confianza z
90% 1.64
95% 1.96
99% 2.58

Como se menciono, estos valores z son los cuantiles de una distribucién normal
estandar que separa la curva en dos areas de tamano 1 — a/2 y a/2 (0<a<1). Por
ejemplo, para un nivel de confianza de 95%,a=1-0.95=0.05y a/2 =0.05/2 = 0.025.
El cuantil z = 1.96 separa la curva normal estandar en dos regiones de tamafio 1 —
0.025=0.975y 0.025.

Ejemplos de calculo de tamaio de muestra

A continuacién, se muestran ejemplos de como calcular el tamano de muestra para

estimar una media o proporcion poblacional.
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1. Calcular el tamano de muestra que se requiere para estimar el ingreso medio de un
despacho de consultoria de 90 empleados en ndbmina, donde se conoce que existe
una desviacion de $15,000. El tamafio de muestra debe garantizar un error de

estimacion maximo de $5,000, con un nivel de significancia del 95%.
¢ Qué variables se conocen?

N =90
S =15,000
e = 5,000

Z =1.96 (véase tabla 2)

¢, Se conoce o no el valor de N? Si, N = 90.

¢ Es un calculo para un promedio o una proporcion? Promedio, ya que se pide estimar

el gasto administrativo medio.

1.962-15,000% - 90

™= 90-5 0002+ 1.962 - 15,0002

_ 3.8416- 225,000,000 -90
n= 90 - 25,000,000 + 3.8416 - 225,000,000

77,789,541,119

Z%2S%N n=
n= 7St 2,250,000,000 + 864,328,234.7

_77,789,541,119
"= 37114 328,235

n= 24.9779
n= 25

Es decir, se tomara una muestra de 25 empleados.
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2. Se desea conocer cual es el grado de satisfaccion de los 3582 alumnos de primer
ingreso de la Facultad de Contaduria y Administracion de la UNAM con respecto al
servicio de las ventanillas. En las ultimas tres generaciones, esta aceptacion fue del
40%. Es necesario determinar a cuantos alumnos hay que entrevistar para garantizar

un error maximo de 10 puntos porcentuales con un nivel de significancia del 90%.

¢ Qué variables se conocen?
N = 3582 alumnos

P=40% =04

e = 10%, es decir, 0.10

Z = 1.64 (véase tabla 2)

Dado que el parametro que se busca estimar es una proporcion, el tamano de muestra

se determina con la siguiente férmula:

Para este caso, falta calcular q, se sabe que q = 1-p,
entonces:
g=1-04=0.6.

Asi:

(1.642)(0.4)(0.6)(3,582)

= (3,582)(0.1)% + (1.642)(0.4)(0.6)
" 2,312.195328
35.82 + 0.645504

_2,312.195328
"= 736.465504

n=63.41 =64

Con 64 entrevistas, se garantiza una estimacion de P

_ Z’pqN
"= NeZ + z2%pq

con un error de 10% y un nivel de confianza de 90%.
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3. Una empresa que comercializa aparatos electronicos desea estimar el numero
promedio de aparatos que adquieren anualmente sus principales clientes. Se conoce
que la desviacion estandar es de 90 aparatos. Es necesario calcular el tamafo de
muestra que garantice un nivel de confianza de 99% con un error permitido de 10
piezas.

¢ Qué variables se conocen?

S=90

e=10

Z = 2.58 (véase tabla 2)

Dado que no se conoce el tamafo poblacional y que el parametro que se busca

estimar es un promedio, el tamano de muestra se determina con la siguiente férmula:

Asi:
_ (2.58%)(90%)
B 102
53,916.84
n=——- ——
7252 100
n=-—2 n =539.17 = 540
Con 540 entrevistas, se garantiza una
estimacion del promedio con un error de 10
piezas y un nivel de confianza de 99%.
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4. Histoéricamente, la proporcidon de vuelos demorados de una aerolinea es de 10%.
Los responsables de la aerolinea desean revisar los itinerarios de una muestra de
vuelos del ultimo afio para comprobar si se sigue observando la misma proporcién de
demora. Se pide calcular el tamafo de muestra que permita estimar la proporcion de
vuelos demorados en un afo con un nivel de confianza de 95% y un error de 3 puntos

porcentuales.

¢, Qué variables se conocen?
P=10% =0.1

e = 3%, es decir, 0.03

Z = 1.96 (véase tabla 2)

Como se desconoce el tamafo de la poblacion y el parametro que se busca estimar

es una proporcion, el tamafo de muestra se determina con la siguiente formula:

Dondeq=1-p=1-0.1=0.9.

Asi:

~ 1.96%(0.1)(0.9)

0.032
3.8416)(0.09
Z2pq =( )( )
n=-—; 0.0009
e
_0.345744
" 0.0009

n =384.16 = 385
Con 385 entrevistas, se garantiza una
estimacion de P con un error de 3% y un nivel

de confianza de 95%.
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Selecciéon de una muestra con MS-Excel

MS-Excel en su médulo de analisis de datos que permite extraer una muestra de un

conjunto de datos. Para valorar su utilidad, se trabajara con el siguiente ejemplo.

Supdngase que cierta marca de ropa cuenta
con 20 establecimientos y se quiere elegir al
azar cinco de ellos para realizarles una visita y
auditar que las ventas reportadas coinciden

con las que se realizan realmente.

Antes de emplear la herramienta de Excel, se sugiere numerar las 20 tiendas. A

continuacién, ir al menu Datos y elegir la opcidon Analisis de datos. Se desplegara una

caja de dialogo con las opciones de analisis que se pueden ejecutar en el mddulo,

elegir la opcidn Muestra.

@ BCE
T Insertar DiseAia de pagina Férmuias Datas Ravisar Vists Frogramadar FOF Architert ¥ - 7 X
&) canesongs - F' = e SElvangacdn de datos < | 9 Agrupar = = || |Hhg Andiisis oe aatos
8 [T3) = B : : |
7 Propiedad 214l i o B Consolidar  Desagrupar * = || U Sohe
Obtenet datas ficlusiis % Ordenar | Filra Tedosen  Quitar . R
externos * G wanzadas columras duplicados 2 Andlisis ¥ i * 1] suatatal
Conesones Orgenar y Tiltrs Hemamientas de datos Esquema o Analiss
L dlZSa8 -5 5
E3 - fe %
A B C 1} E G | K L =
No. de articulos Andlisis de datos 5
2 Tienda vendides fure T
. e oo _A:eﬂa
= X bk Estadistica descriptiva ~
4 2 313 Sugdzadin erporencid Cancelar
5 3 263 Pruaba F para varangas da oos moestras
— 2 Andilksis de Foudar .
(] 4 41 Histograma
- = 17 e vl
3 z GEnaratkin de names Jkacins
E B 240 Jerarquia y percantl
= o Rageaskin
. 2 e _ >
iy B 220
ul 9 433
12 10 150
13 11 294
1a 2 252
15 13 130
16 14 255
17 13 210
13 16 311
13 17 117
20 13 303
il 13 357
2 20 453
mn
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Fuente: Microsoft Excel (2013).
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Se desplegara otro cuadro de dialogo que se divide en tres partes: Entrada, Método

de muestreo y Opciones de salida. A continuacion, se explica cada una.

Entrada. . ,
En esta seccidn, se introduce
la region donde se encuentra
la numeracién asignada a las
tiendas (region de entrada).
Método del . : - :
En esta seccion, se elige el Periédico. Se refiere al
muestreo. - , e
tipo de muestreo a muestreo sistematico. En
implementar. Excel considera caso de elegir esta opcion, se
dos: activa la casilla donde se

indica el periodo de seleccién
(K).

Aleatorio. Se refiere al
muestreo aleatorio simple. Si
se opta por este tipo de
muestreo, el paquete solicita
el tamano de la muestra.

Para este ejemplo, se elige la opcién de Aleatorio, y en la casilla de Numero de

muestras se captura el numero de unidades que tendra la muestra (5).

Opciones de  En esta seccion, se indica dénde se va a escribir la muestra:
salida. en un rango de salida, una nueva hoja o un nuevo libro.

En este ejemplo, se elige Rango de salida y se ingresa la coordenada de la celda en

la cual se desea que comience a escribir la muestra, en este caso, la celda es E3.

Si se elige como alternativa en una nueva hoja, la muestra se escribe en una hoja
nueva del mismo archivo. En caso de optar por Libro nuevo, la muestra se escribira
en un archivo nuevo.

Una vez completadas las secciones, oprimir Aceptar.
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E JJ Conexiones A l | Z i Borrar f o ;"J' Validacion de datos = Agrupar “E ,l'ﬁ Analisis de datos
= =] R T A FAPY 7 etrer i = A e I
2 Propiedades i Volver a aplicar ko Consolidar ~@ Desagrupar = || g Solver
Obtener datos | Actualizar i fll Ordenar | Filtro 7s Textoen  Quitar y - -
externos « toda =2 Editar vinculos L7 Avanzadas columnas duplicados =P Analisis ¥ si :u Subtotal
Conexiones Ordenar y filtrar Herramientas de datos Esquema Analisis
Dt N S l
R k|
A B c D E K L i
a Muestra 7 X]
Entrada
No. de articulos Rango de entrada: $B434E422
2 Tienda vendidos [ Rétulos
3 1 362 E
a 2 200 4 Método de muestren
5 3 404 ) periddica
6 a 473 Perindo: l:l
7 5 354 (®) aleatoria
8 6 108 Mimero de muestras:
9 7 218
10 3 454 Opciones de salida ) L
2 S S T I
12 10 396 () En una hoja nueva: l:l
13 11 237 () Enun libro nuevo
14 12 392
15 13 360
16 14 111
17 15 474
18 16 220
19 17 293
20 18 192

Fuente: Microsoft Excel (2013).

Excel mostrara los elementos de la muestra en donde se le indicé. En este ejemplo,

Excel selecciond las tiendas 14, 9, 2, 17 y 10.2

Se recomienda revisar que no existan numeros repetidos; de ser asi, se puede volver

a escoger una nueva muestra del tamano de los elementos que se desean reemplazar.

2 Como se eligié un muestreo aleatorio, los resultados no necesariamente deben coincidir.

Segundo semestre
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e 42 FeE 7 wranzadas columnas duslicados ¥ Andlisis ¥ 5i - 2] subtatal
Canemones Ordensry filtrar Hasramientas Esquems a Andlisis
Ly [ S~ F R
B - £l 14 F|
A B C D E F (<] H [ 4 K L !
1

MNa. de articulos

Tienda vendidos Iuestra

3 L 194 14
]

4 2 4ns

5 3 184 F]

& a 424 17

) 3 ir hiE

] & 407

) 7 424

10 8 =

11 g 320

12 10 280

13 11 36T

14 12 359

15 13 233

16 14 231

17 15 170

13 16 287

13 7 116

20 i3 187

21 19 455

22 0 126

Fuente: Microsoft Excel (2013).

Supdngase que a los elementos de la muestra se quiere agregar el numero de
articulos vendidos. Para hacerlo, se puede emplear la funcién Buscarv, que tiene la
siguiente estructura:

Buscarv (valor_buscado, matriz_buscar_en, indicador_columnas, [ordenado])

Valor_buscado

Es el numero de la tienda
que se desea buscar.

En este ejemplo, son los valores arrojados de la muestra 14, 9, 2, 17 y 10.
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No. de articulos Mo. de articulos
Tienda vendidos Muestra vendidos
132 =BUSCARVIE:
253 5 | BUSCARY walor_buscado, matriz_buscsr_en, indicador_columnas, [ordenade]) |
438 z
132 17
478 10

plelzplelslslslelslelclrslelels]ow]s @
BEECEFEEREEemua e wN
§

Fuente: Microsoft Excel (2013).

‘ Este parametro se refiere al rango donde se
‘buscaré la informacion.
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En este caso, las dos columnas completas de Tienda y No. de articulos vendidos.?

i Dy Unidad Lxisk - Microsoft Excel - 7 x
- il Insertar Dusefia de paging Farmulas Datos | Raevisar Wista Frogramador FDF Architedt ﬂ' = A X
B | cans 8 3 3 | & Eamar #= || [l Andusis oe catos

. Z[n B “Z || T Sobver
Obtener datas %) Oredenar | ik Quitar
externos - tuley > o duplitades - e
Conexsones Orgenar y Tiftrar Hesramientas de datos Esquama ¥ Analiss
b SRl [ Rl A R 5
fosFicEn.. » (3 X o f | “BUSCARV(ESBIICL [z
A B £ o E F G H 1 4 K -
1
No. de articulos Mo. de articulos

J | Ii.tﬂ"j'.m,.ffﬁ'gﬂ‘,’i,,n Muestra vendidos

3 1 152 [ -E,scnw";,m:r::

a | . 53 i 5 | EUSCARY walbr_bus a5, maliiz_buscai_en, indi@do1_tolumnaL, [ardenade |

5| ! 3 458 ; 2

6 P4 1w 17 1
7 i 5 478 ! 10

& : & 00 H

a | | 7 264 E

10 : ] 153 H

11 ] ] 311 ;

12 P10 36

13 ] 1 414 i

14 Vo 238 H

15 | 13 a07 E

16 Po1a 276 :

17 18 437

18 1 16 386

13 T v 220

0 Vs 355

1 : 19 388

= SR Er R -, <)

73 =

Fuente: Microsoft Excel (2013).

Escogidas las columnas, fijar el rango oprimiendo una vez la tecla F4. Apareceran

signos de $ que indican que ya esta fija la matriz.

) Unidad Ldsx - Microsoft Excel - 7 X
= nigio Insertar DiseAio de pagina Férmulas Datos | Raevisar Vista Frogramador FOF Architect ’ﬁ‘ - "X
= 8l (772 52 || By andasis oe catos
e | “Z || By Sohver
Obiterier dstos & 4| Qrdenar |
externos - cules
Conexiones Orgenar y filtrar Analisis
o s [ O
kOEFICE‘l.. g E | +BUSCARV(ES, SBS3:50522, m
A B C o E F G H i 1 K L8
1
Na. de articulos MNo. de articulos
| Tienda vendides Mustra vendidos
3 1 152 1 14] +BUSCARV(E3,58
a| z 253 9 | BUSCARYIvaln:_busca
5| 3 438 2
] 4 132 17 3
7 5 473 10
8 | 1 300
3 7 264
10 B 193
1 5 3
1 10 256
13 1 414
14 12 233
15 1 a7
16 14 276
17 15 457
13 16 386
19 17 220
0 13 155
21 13 388
n L0 230 d
7

Fuente: Microsoft Excel (2013).

3 En este rango de busqueda, la primera columna debe tener los valores buscados; de lo contrario, no trabajara
correctamente la funcion.
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[ ]
Indicador de columnas Ordenados
* En este parametro, se presenta el » Es un valor légico. Si se escribe 0
numero de columna del rango de (cero), se esta indicando que se
busqueda donde se encuentra la requieren valores de busqueda
informacion que se desea agregar. coincidentes. Si se pone 1, significa
En este ejemplo, la informacion que que los valores de busqueda
se quiere agregar es el numero de pueden ser parecidos.

unidades vendidas que se halla en
la columna 2 del rango de
busqueda.

Completados los parametros de la funcion, oprimir la tecla Intro, y automaticamente
apareceran las ventas de cada una de las tiendas. Por ejemplo, la tienda 14 tiene 362

articulos vendidos.

Iigio  Insefar  Disefio depdging  Farmulas Dates | Revisar

I| Conasiones ) ¥ & Eona
o || 2oL

_;1_ -"-l Ordenar | Fitro ‘_,/_ A
Conexsones fittrar Esg
-GPSR -F
B £ | No, de articulos vendidos =]
B C D E F G H 4 f
Na. de articulos
2 ienda il Muest
s a 201
5 118
& 163
10 g Ell
11 158
12 1 239
13 11 105
14 12 124
15 13 196
1 169
16 243
1 17 1
13 233 L4
19 305
20 413
x
Fuente: Microsoft Excel (2013).
L]
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Uso de numeros aleatorios en MS-Excel

También se puede extraer una muestra generando numeros aleatorios. Un numero
aleatorio es una cifra producida al azar a través de un algoritmo interno y que tiene la
misma probabilidad de ser elegido respecto a otro numero. Excel permite seleccionar

numeros aleatorios enteros entre un rango de valores con la siguiente funcion:

ALEATORIO.ENTRE Inferior Es el valor minimo
(inferior,superior) aleatorio permitido
Superior Es el valor maximo

aleatorio permitido

Supdngase que se desea obtener un numero aleatorio entre 1 y 10. Aplicando la
funcion ALEATORIO.ENTRE(inferior,superior), se tiene:
ALEATORIO.ENTRE(1,10)
En este ejemplo, al presionar la tecla Intro, se generé el nimero 7.4
Regresando al ejemplo de las 20 tiendas, supongase que se desea determinar las

tiendas que seran auditadas utilizando numeros aleatorios. Se procedera de la

siguiente manera.

4 Si se volviera a presionar la tecla Intro, se generaria otro nimero aleatorio.
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1. Seleccionar toda el area en la
cual se generaran los numeros

aleatorios.
Fuente: Microsoft Excel (2013).
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Fuente: Microsoft Excel (2013).
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2. Escribir la funcién
Aleatorio.Entre, utilizando un
rango de 1 a 20.
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Programasas

3. Oprimir al mismo tiempo las
teclas Ctrl e Intro. Se generaran
los numeros aleatorios.

*Los datos conservan la formula. Por ello se
recomienda copiar y pegar los datos como
valores (pegar — pegado especial —
valores) para que no cambien cada vez
que se realice una accion.

Fuente: Microsoft Excel (2013).

Para efectos de este ejemplo, las tiendas 6, 12, 13, 14 y 16 son las elegidas para
auditarlas (el resultado no necesariamente debe ser el mismo si se replica el ejercicio,
debido a que se eligen numeros aleatorios). De esta manera, se obtiene una muestra

empleando numeros aleatorios.

Si se quisiera generar un numero aleatorio entre 0 y 1, hay que hacerlo con la funcién
ALEATORIO(). Esta funcion no cuenta con parametros después de escribir su nombre;

solamente se abre y cierra paréntesis, y al dar Intro se genera un numero entre O y 1.
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RESUMEN

Las metodologias empleadas en estadistica inferencial tienen como insumo la
informacion recabada de una muestra, por ello su obtencién cobra relevancia, pues la

manera de hacerlo garantizara la validez de los resultados.

Esta unidad ha presentado una introduccion al muestreo. En primer lugar, se
abordaron tres conceptos que se utilizaran a lo largo del curso: parametros,

estadisticos y estimadores.

La estadistica inferencial busca determinar el valor o comportamiento de parametros
poblacionales con el empleo de estimadores y estadisticos aplicados con
informacién de una muestra.

Si se requiere estimar el valor de un parametro, se emplean estimadores; y cuando se
busca contrastar hipdtesis sobre el comportamiento de algun parametro poblacional,
se recurre a pruebas de hipotesis.

Se estudidé también el tipo de muestras que puede utilizarse en un estudio, ya sea por:

El método numero de 0 su independencia
empleado (aleatorio muestras (Unicas o (independientes o
0 juicio), multiples) relacionadas).

Ademas se expuso de manera breve las caracteristicas de tipos de muestreo aleatorio
(aleatorio simple, sistematico, estratificado y de conglomerados) y se explico la manera

de calcular tamanos de muestra para un muestreo aleatorio simple asumiendo una

fraccién de muestreo (%) sin importancia.
Al final, se planted un ejemplo de coémo utilizar Microsoft Excel (2013) para obtener

muestras tanto con el médulo de analisis de datos como con numeros aleatorios.
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OBJETIVO PARTICULAR

Al terminar la unidad, el alumno identificara e interpretara los diferentes tipos de

distribuciones muestrales.

TEMARIO DETALLADO

(8 horas)

2. Distribuciones muestrales
2.1. La distribucion muestral de la media
2.2. El teorema central del limite
2.3. La distribucion muestral de la proporcién

2.4. La distribucién muestral de la varianza
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INTRODUCCION

El insumo de la estadistica tanto descriptiva como inferencial es la informacion, por lo
que la obtencién de la muestra juega un papel central en la validez de los resultados.
En estadistica inferencial, con los valores recabados en una muestra se puede deducir
el valor de un parametro de interés, lo que permitira determinar el comportamiento de

una poblacion.

Al trabajar con muestras, los parametros presentan comportamientos que se
aproximan a distribuciones teodricas de probabilidad. Esto permite evaluar la

congruencia de los resultados y la calidad de las inferencias a realizar.

En esta unidad, se expondran algunas distribuciones
muestrales que seran utilizadas en el resto del curso.
Primero, la distribucién normal y t de Student, asociadas
a medias o proporciones; y al final de la unidad, la x? (ji
— cuadrada) y F, asociadas con varianzas.

En la parte intermedia de la unidad, se destina una
seccion para exponer uno de los resultados mas

importantes de la teoria de la probabilidad: el teorema

del limite central, el cual garantiza que un promedio
muestral tiene una distribucion que se aproxima a una

normal conforme aumenta el tamafno de la muestra.
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2.1. La distribucion

muestral de la media

Durante el curso de Estadistica Descriptiva, en la seccion dedicada a probabilidad, se

abordaron las variables aleatorias.

Variable aleatoria

Una variable aleatoria es una funcion que mapea los
elementos del espacio muestral al conjunto de los numeros
reales; es decir, una variable aleatoria representa de forma
numeérica todos los resultados posibles de un experimento.

Asimismo, cada valor de la variable aleatoria tiene asociada una probabilidad de

ocurrencia, que en conjunto conforman la distribucién de probabilidades o simplemente

la distribucién de la variable aleatoria.

Para ejemplificar lo anterior, supéngase que se tiene el siguiente
experimento: numero de aguilas que se observan en tres
lanzamientos de una moneda de diez pesos. El espacio
muestral de este experimento lo conforman 23 = 8 eventos que
son AAA, AAS, ASA, SAA, ASS, SAS, SSAy SSS: Arepresenta

un resultado de aguila; y S, de sol.

El numero de aguilas que pueden aparecer en tres lanzamientos
son 0, 1, 2 o 3, por lo que la variable aleatoria X asociada al
experimento toma estos valores. La probabilidad de ocurrencia
de cada valor de la variable aleatoria es 1/8 para X=0y X = 3;
3/8 para X =1y X = 2. La distribuciéon de X se muestra en la

siguiente figura.

Segundo semestre
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Figura 1. Distribuciéon de probabilidades de la variable aleatoria asociada al
numero de aguilas observadas en tres lanzamientos de una moneda de diez

pesos

B P(x); 1;0,38 ™ P(x); 2;0,38

grobabilidad

P(x); 0; 0,13 P(x); 3; 0,13

ero de ag

Fuente: elaboracion propia.

Es habitual que de una muestra aleatoria de tamafio n se calcule el promedio con los
valores extraidos, donde el resultado dependera de la muestra:

el promedio muestral es una variable aleatoria que ’
cuenta con una distribucion de probabilidades. |

Supdngase que al area de planeacion de cierta organizacién la conforman cinco

empleados, los cuales cuentan con la siguiente antigliedad en el trabajo.

Tabla 1. Antigiiedad de los empleados del area de planeacién

en la organizacion

g~ WON =
N OV W
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Si se extrae una muestra de tres empleados (sin reemplazo) y se calcula su promedio

5

3) = 10 posibles resultados, los cuales se detallan en la tabla 2.

de antigliedad, hay (

Tabla 2. Valores posibles del promedio de antigliedad de una muestra de dos

empleados del area de planeacion

7
1 1,2,3 +3+4=4j
3
2 1,24 7+3+5
7 ——=5.0
3
7+3+2
3 1,2,5 + 3+ — 4.0
3
4 1,3,4 7+4+5
Y ———=5.3
3
7+4+2
5 1,3,5 +4 + —43
3
7 2
6 1,4,5 +5+ 47
3
7 2,34 3+4+5
7 — =40
3
3+4+2
8 2,3,5 + 4+ 30
3
9 2,45 3+5+2
——=3.3
3
1 4 2
0 3,4,5 +5+ _37
3
En cuanto a la distribucién de frecuencias, se muestra en la figura 2.
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Figura 2. Distribucion de frecuencias de los promedios de antigliedad de una
muestra de tres empleados del area de planeacion

f]

u
(]

Promedio

Fuente: elaboracién propia.

En la figura anterior, se muestra la distribucion de frecuencias de los posibles
promedios. Obsérvese que es mas factible tener un resultado entre 3.5y 4.0 o entre
45y5.0.

La distribucion de todos los promedios posibles de una muestra de tamafio n
se conoce como distribucion muestral de la media.

En el ejemplo anterior, la distribucion muestral de la media es bimodal, lo que se debe
a la poca informacion y dispersion de datos. ¢Si la poblacion hubiera sido de mayor
tamafio o la muestra hubiera permitido repeticiones, la distribucion se habria

conservado? La respuesta es no.
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En la siguiente seccion, se analizara un resultado que garantiza que la distribucion
muestral de la media se aproxima a una distribucién normal conforme se incrementa

el tamano de la muestra. Por lo pronto, solamente se hara mencion de este resultado.
Distribucién muestral de la media

Supdngase que se tiene una poblacion de tamarfio N con media y y varianza ¢ de la
que se extrae una muestra de tamafio n. La distribucion de la media muestral (x) se
aproxima a una normal con media y y varianza o2/n (figura3) en la medida que se

incrementa el tamafio de la muestra (n).>

Figura 3. Distribucion muestral de la media

B

Fuente: elaboracién propia.

Conociendo lo anterior, puede estandarizarse esta distribucion y utilizar el calculo de
una probabilidad para medir la calidad de la muestra, lo cual se ejemplifica a

continuacion.

.y T . N—-
5Cuando la fraccion %> 0.05 se multiplica por el factor de ajuste /N_—Tll
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Supdéngase que una organizacion realiz6 8620

movimientos bancarios durante el ultimo ejercicio
fiscal, con un importe promedio de $67,213.49 y

una desviacion de $5,315.22. Se contratd un

despacho de auditores para validar estas
operaciones. Ante la premura con la que se requieren
los resultados, se determiné auditar una muestra de 150 movimientos. Se considera
que los resultados son satisfactorios si el promedio muestral difiere del real en $900.

Entonces, ¢ cual es la probabilidad de que el promedio muestral difiera del real $9007?

Conforme a lo expuesto, la distribucion muestral del promedio se aproxima a una

$5,315.22
V150

probabilidad de que el promedio muestral se encuentre entre $67,213.49 + $900. En

distribucion normal con media de $67,213.49 y una desviacion de . Se busca la

la figura 4 se muestra la regién de interés.

Figura 4. Distribucion del promedio muestral de

los movimientos bancarios

<
o
@
® _|
3 3
=B )
= © _|
Q
©
S
a 3
)
< |
<
o
@
N
o
o
+
o) ‘J p
o |
T T T T T T
65000 66000 67000 68000 69000 70000
Importe promedio
Fuente: elaboracién propia.
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La figura anterior presenta la distribucion de todos los promedios obtenidos con
muestras de 150 movimientos bancarios. La linea al centro de la distribucién es el
promedio real y las otras dos lineas verticales alrededor del promedio real limitan la

region de los resultados considerados satisfactorios ($66,313.49 y $68,113.49).

Para calcular la probabilidad, se procede a estandarizar los valores para trabajar con

una distribuciéon normal con media cero y desviacion estandar uno (2).
De esta manera:
P(66,313.49 < X < 68,113.49)

66,313.49-67,213.49 X-67,213.49 68,113.49-67,213.49
5,315.22 < 5,315.22 < 5,315.22 )
V150 V150 V150

P(-2.073 < Z < 2.073)

Para calcular esta probabilidad, se utilizara la probabilidad acumulada hasta 2.073 y
se restara la acumulada a —2.073. Se aplicara la siguiente funciéon de Excel:
DISTR.NORM.ESTAND(z), donde z es el cuantil de la distribucion normal estandar en

donde se desea calcular la probabilidad acumulada.

Entonces, la probabilidad buscada se calcula asi:

DISTR.NORM.ESTAND(2.073) — DISTR.NORM.ESTAND(-2.073)
=0.9809 -0.0191 = 0.9618

Este resultado indica que la probabilidad de que la muestra proporcione un resultado
satisfactorio es de 0.9618: los resultados de la muestra son confiables.
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Observacion

Al trabajar una distribucion normal estandarizada en Excel, se pueden utilizar las

siguientes funciones:

P

» Devuelve la probabilidad acumulada al

h istri . I
DISTR.NORM.ESTAND(2) ggggdzaﬁn una distribucidon norma

\
« Y _
* Devuelve el cuantil zdonde se

DISTR.NORM.ESTAND.INV acumula la probabilidad indicada.
(probabilidad)

A 4

Distribucién muestral de la media cuando se desconoce o2

Aunque resulta sencillo determinar la distribucion muestral de la media cuando se tiene
la varianza o la desviacion estandar poblacional, no siempre es posible conocerla. Al
presentarse esta situacion, se utilizan los valores de la muestra para estimarla de la

siguiente manera:

n—1

L §2 — i=1(x; —X)°

[ ]
Donde:
s% = varianza muestral

x; = valor del i-ésimo elemento de la muestra
X = promedio muestral
N = tamafio de la muestra

Y la distribucidn muestral de la media no es una normal, sino una t de Student con

n — 1 grados de libertad.
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Los grados de libertad se refieren al numero de valores independientes en el calculo
de la varianza muestral. Como se sabe que la suma de las desviaciones alrededor de

la media es cero, se necesita conocer n — 1 valores para determinar el restante.
Con tamanos de muestra grandes (n>30), la distribucién t de Student se comporta
similar a una normal estandarizada, debido a lo cual se sugiere su uso en muestras de

tamano menor a 30.

Funcién de densidad de la distribucion t de Student:

Donde:
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Cuando se trabaja con una distribucion t en Excel, se utilizan las siguientes funciones:

LDistr.t (x, grados de libertad, colas).

Calcula la probabilidad ﬁ’t;ztrrt';ér)’_mbab"'dad’ glaeesas

acumulada a partir del cuantil
X considerando una o dos
colas en una distribucién t con
los grados de libertad.

Calcula el cuantil a partir del
cual se acumula la
probabilidad de interés de una
distribucion t de dos colas, con
los grados de libertad
establecidos.

Para ilustrar el uso de la distribucion t de Student, supongase que en el ejemplo
anterior se desconoce el valor de la varianza poblacional, ademas el auditor decidi6
utilizar una muestra de cinco movimientos con los siguientes valores: $65,128,
$69,310, $68,501, $66,920 y $67,821.

El primer paso es calcular el promedio muestral:

_ 65,128+ 69,310 + 68,501 + 66,920 + 67,821
X = = = 67,536

A continuacion, se calcula la varianza muestral:

SZ

(65,128 — 67,536)> + (69,310 — 67,536)* + (68,501 —67,536) + (66,920 — 67,536)> + (67,821 — 67,536)>
- 5-1

=2,584,361.5

Por tanto, la desviacion muestral es:

v2,584,361.5 = 1,607.59
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A continuacion, se estandarizan los datos:

P(66,313.49 < X < 68,113.49)

66,313.49-67,213.49 X-67,213.49 68,113.49-67,213.49
1,607.59 < 1,607.59 < 1,607.59 )
V5 V5 V5

P(-1.252 < t, < 1.252)

Para calcular esta probabilidad, se utilizara la probabilidad contenida entre —1.252 y
1.252, con la funcion de Excel Distr.t(x,grados de libertad, colas), explicada

anteriormente.
Entonces, la probabilidad buscada se calcula asi:
(1-Distr.t(1.252,4, 2)) = 0.7212
Este resultado indica que la probabilidad de que la muestra proporcione un resultado
satisfactorio es de 0.7212, por lo que es recomendable incrementar el tamafio de la

muestra.

Observacion:
La funcioén Distr.t(1.252,4, 2)
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Figura 5. Segmentacion de la distribucién t con cuatro

grados de libertad considerada en el problema

-1.252 0 1.252

Fuente: elaboracién propia.

Calcula la probabilidad acumulada en las colas, es decir, la suma del area acumulada
de menos infinito a —1.252, y desde 1.252 a infinito. Como la regién de interés se

encuentra entre —1.252 y 1.252, se utiliza el complemento.
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2.2. El teorema central del limite

En la seccion anterior, se menciond que la distribucion muestral de una media es una
normal, pero ¢cual es el sustento tedrico de esta afirmacion? En la teoria de
probabilidad existen dos resultados muy importantes: la ley de los grandes numeros y
el teorema del limite central, este ultimo garantiza que el promedio de una muestra

siga una distribucién normal. A continuacién, se expone este teorema.

Teorema del limite
central

El teorema del limite central establece que, si se
cuenta con un conjunto de variables aleatorias
X1, Xy,...,X,, 1as cuales son independientes e
idénticamente distribuidas con valor esperado

E(X1) =E(X2)=...=E(Xn)=p
y varianza
V(X1) = V(X2) = ...= V(Xn) = 02

entonces, a medida que se incrementa el numero de variables (n),

_ o?
Xn"'N(ﬂl 7)

Donde:

X, = F;romedio de n variables
N(u,%) = Distribucién normal con media p y varianza 0%/ n
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El resultado indica que la distribucidn del promedio del conjunto de variables se
aproxima a una normal con media y y varianza o%conforme el tamafio de la muestra

se incrementa.

Este resultado es aplicable al muestreo, donde los elementos de la muestra pueden
considerarse como variables aleatorias independientes con la misma distribucion de la
poblacion de la que proceden con media p y varianza o2. Asi, el promedio muestral
conforme el tamano de la muestra se incrementa se aproxima a una distribucién

normal con media p y varianza o?/n.

Para entender mejor este resultado, supongase que de una
poblacion con media y y varianza o se extraen N muestras
aleatorias de tamafo ny con cada una se calcula el promedio. Si
se construye un histograma con los N promedios, tendria una

forma acampanada alrededor del punto py y su varianza se

aproxima a g2/ n.

Para ejemplificar lo anterior, supongase que se desea conocer el comportamiento del
promedio del lanzamiento de un dado. Asumiendo que el dado no se encuentra
cargado en ningun numero, cualquier valor tiene la misma probabilidad de ser elegido

(1/6), por lo que el valor esperado (u) es el siguiente:
=EX)=1 1+2 1+3 1+4 1+5 1+6 1—35
r= T e e e e M6 %6

Y la varianza (0?):
0% = E(X?) — E*(X)
Donde:

1 1 1 1 1 1
2y —12.2492. 422,24 42. -4 B2, 4 62,
EX») =1 ct2h o3t o4a 6+5 cT6% 2 15.2
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o’ =E(X?) —E*(X)=15.2-3.52=2.9

Supdngase que se lanza el dado dos veces (n = 2) y se calcula el promedio de los dos
resultados y se repite este experimento 100 ocasiones (N = 100). Se obtienen los

resultados que se muestran en la tabla siguiente.
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Tabla 3. Resultados de dos lanzamientos de un dado en 100 ocasiones

Lanzamiento

Lanzamiento

Lanzamiento

Lanzamiento

Muestra 1 2 Promedio Muestra 1 2 Promedio Muestra 1 2 Promedio Muestra 1 2 Promedio
1 2 4 3 26 5 6 5.5 51 4 3 35 76 5 4 4.5
2 6 3 4.5 27 6 3 4.5 52 6 5 5.5 77 2 6 4
3 6 6 6 28 6 5 5.5 53 3 1 2 78 4 2 3
4 6 3 4.5 29 5 1 3 54 3 6 4.5 79 3 5 4
5 5 2 3.5 30 5 6 5.5 55 5 4 4.5 80 1 6 3.5
6 2 4 3 31 2 1 1.5 56 2 4 3 81 6 2 4
7 5 2 3.5 32 2 2 2 57 4 6 5 82 4 3 3.5
8 4 2 3 33 1 1 1 58 5 2 35 83 5 6 5.5
9 3 6 4.5 34 5 5 5 59 2 3 2.5 84 3 3 3
10 2 4 3 35 4 3 35 60 4 1 2.5 85 1 6 3.5
11 1 3 2 36 4 4 4 61 6 4 5 86 4 2 3
12 2 6 4 37 5 1 3 62 2 2 2 87 4 5 4.5
13 3 5 4 38 5 1 3 63 3 3 3 88 6 5 5.5
14 1 4 2.5 39 3 4 35 64 2 4 3 89 5 1 3
15 1 6 3.5 40 2 5 35 65 5 3 4 90 6 4 5
16 1 5 3 41 6 1 35 66 1 3 2 91 3 1 2
17 6 2 4 42 4 5 4.5 67 2 6 4 92 4 5 4.5
18 3 6 4.5 43 4 4 4 68 4 2 3 93 2 3 2.5
19 4 3 3.5 44 2 5 35 69 3 5 4 94 6 6 6
20 3 2 2.5 45 3 6 4.5 70 1 2 1.5 95 6 3 45
21 5 6 5.5 46 1 1 1 71 5 2 35 96 5 1 3
22 3 4 3.5 47 4 3 35 72 4 3 35 97 5 2 3.5
23 4 4 4 48 6 6 6 73 4 5 4.5 98 5 3 4
24 4 5 4.5 49 4 3 35 74 4 1 2.5 99 1 3 2
25 3 1 2 50 1 3 2 75 2 6 4 100 5 5 5

Promedio: 3.6
Varianza: 1.3
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La tabla anterior muestra los resultados de las 100 muestras de dos lanzamientos y
sus respectivos promedios. Obsérvese que el promedio de los promedios es 3.6
(cercano a 3.5, el valor esperado) y la varianza de los promedios (1.3), que se acerca
a 2.9/2 =1.45. La siguiente figura muestra el histograma de la distribucion del promedio

de dos lanzamientos junto con la distribucion tedrica a la que deberia aproximarse.

Figura 6. Distribucion del promedio de dos lanzamientos de un dado

04

0.2

Frecuencia relativa

0.1

|

Promedio de los dos lanzamientos

Fuente: elaboracion propia con empleo del paquete estadistico R.®

Se debe tomar en cuenta que el paquete estadistico donde se graficé la figura anterior
muestra la frecuencia relativa modificada por un factor calculado por 10 entre el
numero de intervalos.

Ahora, supéngase que en vez de realizar dos lanzamientos se hicieran cinco, se
calculara el promedio y se repitiera este experimento 100 ocasiones. En la siguiente

tabla, se muestran los resultados.

6 R Core Team (2015). R: A language and environment for statistical computing. R Foundation for
Statistical Computing, Vienna, Austria. URL http://www.r-project.org/
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Tabla 4. Resultados de cinco lanzamientos de un dado en 100 ocasiones

Lanzamiento

Lanzamiento

Promedio

2.8
2.8

3.2

3.4
4.2

3.2

4.4

24

4.6

2.4
2.4
3.6
3.6
3.8
3.8

3.2

4.8

2.6
4.8

3
3.2

4.6

3.6
3.2

3.6
2.4

4.6

4.2

2.2

2.8
2.6

3.2

24
4.6

2.2

4.4

3.6
3.6

4.6

4.4

3.4
3.6
3.5
0.6

1/2(3]4]|5

114(6[2]1
5(5]1]1]2
413|5|1]2

5/4]4]1]|6

6/1)14]1]4
5(3|5]2]2

2(6(5]2]|6
3/1]6]3]3
414]13]|5]|6

2|11]14]2]3
116(4]1]|3

3|/6|/6(4]4
5(1(1]2]3
113(2]1]|5
6/1|6]|1]4
5(6[1]5]1
2|/4]13|5]5

3/4|12|6|4
3/1]16(3]3
4/4|6|6|4
2(4(4]12]1

6(5/6|3|4
2/6|5]|6]6
5/3]2]2]3
115|5[2]|3
6/2]|6(4]5
5/1]6[3]3
5(5(1]4]1
5(5(2]|1]|5
3(3]1]2]3
2|5]|2]|5]|6
2|/4]6|5]|6

116(3[1/|4
6/2]|6]2]5

1/1(2]6]|1
2(5|5]|1]1

3/2]5]2]1
2|13]2]3]|6
3|1]1]6]1
416(4|3]6

111(2]2]|5
3/6(6]1]6
5(1|1]|5]|6
411]1]6]6
1]11|3|5]|5
6|/5|4]|1|4

6/3]|5]4]5

3/3|6|6|4
5(3(2]6]|1
1/4(4]6|3

Muestra

51

52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

62

63

64
65

66
67

68
69
70
71

72
73
74
75
76
77
78
79
80
81

82

83

84

85

86

87

88
89

90
91

92

93

94
95

96
97

98
99

100

Promedio

3.2

3.6
3
4.2

2.6
4.6

3.4
4.8

3.2

3
34

2.8

2.6
4.4

3.8
2.6

3.8
4.2

3
4.6

3.2

4.4
4.6

4.6

3.8
4.2

3.2

3.2

2.6

3.6
2.6
3.8

3.2

2.2

3.2

4.4

3.6
5

3
4.4

4.8

1/2(3(4]|5
313]5]2]|3
414|13|2|5

1]11|5]2]|6
1]15|6|6]|3
312(3]2]3
5(4]|4|5|5
3|/6|5]|1|2

5|6[3]4]|6
313]2]2]|5

3(3(3]3]4
3/4(5]2]1

115(4(4]|3
312|2|5](3

2(5|6|1]1
1/6[1|1]5
213]3]2]5
2|1]3|1]6
6[5(2]|6]3

1]5|5|3]|5
3(3(1]4]2
416|4|5|1
5(1|4]4]|1
6[3]|5]|4]|1

5/1|5]4]6
2|14]5|3]1

1]/5|6|5]|6
113(4|3]|5
6(5|3]|6|2
416|4|5|4

5|6[2]4]|6
6(6[2]|3]2
416|5(4]|2

2131416
4(3]2|5]|2

2(2|5|1]|3
2(6(5|1]1
4141244
6[1[1]3]2
414]16(2]|3
5(1]1]4]|5

113(2(4]|1
6(1]|2|5|2

6(3|3]|4]|6
6(5]|1]4]|2
414]|6|6]|5

3/5[1]2]4
5[3|6]2]6
6[(4(4]14]2
412|662

3|/5|/6|6|4

Muestra

1
2
3

6
7
8
9
10
11
12
13

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

32

33
34
35
36
37
38
39
40

41

42

43

44
45

46

47

48

49

50

Promedio:

Varianza:
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En el caso de 100 muestras de tamano cinco, el promedio de los promedios es 3.5, el
valor esperado del lanzamiento de un dado; y la varianza de los promedios es 0.6, la
cual es casi 2.9/5 = 0.58. La siguiente figura es la grafica de la distribucion de los

promedios de las 100 muestras con la distribucién tedrica a la que debe aproximarse.

Figura 7. Distribucion del promedio de cinco lanzamientos de un dado

© _
o

- /=

04

Frecuencia relativa

0.2

0.1

00

Promedio de los cinco lanzamientos

Fuente: elaboracién propia con empleo del paquete estadistico R.

Obsérvese que la dispersion va disminuyendo: ahora el promedio se situa entre 2 y 5,

y ya no incluye los valores extremos.

Conforme se incrementa el numero de lanzamientos, la distribucion de frecuencias se
concentra cada vez mas alrededor de 3.5 y se asemeja mas a una distribucion normal
con media 3.5 y varianza 2.9/n. En la siguiente figura, se expone la distribucién de

frecuencias de 100 muestras de tamaro de 10, 30, 50 y 100 lanzamientos.
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Figura 8. Distribucion del promedio de cien muestras de

Frecuencia relativa

Frecuencia relativa

10, 30, 50 y 100 lanzamientos de un dado

n=

1T

10

|

1 2 3

4

5

1
h

Promedio de n lanzamientos

Frecuencia relativa

Frecuencia relativa

o
o

(]
L]

n=30

Promedio de n lanzamientos

n=100

1 2

(%]
.
[Sa}
[5x]

Promedio de n lanzamientos

Fuente: elaboracion propia con empleo del paquete estadistico R.

De esta manera, se ha expuesto el teorema del limite central.
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2.3. La distribucion muestral
de la proporcion
Con frecuencia, la proporcién poblacional P es uno de los parametros que interesa

conocer al extraer una muestra. Para hacerlo, se emplea la proporcién muestral p,

cuyo calculo se realiza de la siguiente manera:

/ n
_ Zi=1Xi
n
.
* Donde:

x; = valor del i-ésimo elemento de la muestra

n =tamafo de la muestra
A

La proporcion es un caso del promedio donde los valores que toman los elementos de
la muestra son 1 si cumple con el criterio de interés, y 0 en caso contrario. De esta
manera, cada elemento tiene una distribucion Bernoulli con parametro P y varianza

P-(1 — P) debido a que los elementos de la muestra son independientes:

E(Zn:xi) = Zn:E(x,-) = zn:P =nP
i=1 i=1 i=1

n n n
V(Z x0) = z V(x) = Z P(1—P) = n'P-(1— P)
i=1 i=1 i=1
Que es el valor esperado y la varianza de una distribucién binomial.
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Con lo anterior:

_g(ZEx) _ 1 _1 1N et
E(p)—E<T>—E E(in)—z ZE(xi)—E ZP—E nP =P

i=1 i=1 i=1

Y

n - 1 v 1 P-(1-P
V(p) =V (Z”x> V<Z )= — -Zv<xi>=F-ZP-(1—P)=F-nvp-<1—P)=¥
i=1 i=1

Segun la estadistica descriptiva, si una variable X tiene una distribucién binomial con
parametros ny p, entonces puede aproximarse a una normal con media n-p y varianza

np(1-p)sinp=>5yn(1-p)=5.

Otro resultado importante, propiedad de la distribucién normal, es que, si una variable
X se distribuye como una normal con media p y varianza o y si se define la variable Y
como Y =a-X + b donde ay b son constantes, entonces Y tiene una distribucion normal

con media a-y + b y varianza a%.c?.

Aplicando los resultados anteriores, para n considerablemente grande la distribucion

de Y:I-, x; se aproxima a una normal con media n-P y varianza n-P-(1 — P).

Si se define la siguiente variable Y = a-};i-; x; + b, donde a = % y b=0, entonces:

n
X
Y=%+O=p

. . . ., .1
Tiene una distribucion normal con media — nP =P

. 1 P-(1-P)
y varianza — - nP-(1—-P)=———-
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Observaciones

1. Cuando la proporcion poblacional P es conocida y la poblacion es finita con% <

0.05, la desviacion de la proporcion muestral sera asi:

P(1-P)

O-:
p n

Pero si% > (.05, la desviacion de la proporcidn muestral sera ajustada de la siguiente

_[PA-P) |N-n
% = n N—1

Donde N es el tamafio de la poblacién y n el tamafio de muestra.

manera:

2. Cuando se desconoce la proporcion poblacional P, se utiliza la proporcion

muestral. Si la poblacién es finita con %s 0.05, la desviacién de la proporcién

muestral sera asi:

p(1—p)

O-:
P n—1

Pero si% > 0.05, la desviacion de la proporcién muestral sera ajustada de la siguiente

. = pd—-p) [N-n
Pl n-1 N-1

Donde N es el tamafio de la poblacién y n el tamafio de muestra.

manera:

Para mostrar la utilidad de la distribucion muestral de la proporcion, se expone el

siguiente ejemplo.
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De acuerdo con una encuesta realizada a una poblacion de 2919 egresados de
licenciatura de la Facultad de Contaduria y Administracion, el 80.4% considera
excelentes o buenas las técnicas de ensefianza que utilizaron sus profesores durante
la carrera’. Con la intencion de conocer a mayor profundidad la metodologia de
ensefianza de sus docentes, la Direccion de la Facultad decide contactar a una
muestra aleatoria de 100 egresados que contestaron la encuesta. ¢Cual es la
probabilidad de que el porcentaje de egresados en la muestra que juzgue excelentes
0 buenas las técnicas de ensefianza de sus profesores de licenciatura sea mayor a
90%7?

Previo a establecer la distribucion muestral de la
proporcion, se identifica que en este problema se esta
dando la proporcién poblacional (80.4%) y el tamafio de
la poblacion (2,919) y de la muestra (100). Con esta

. . . n
informacion se puede calcular la fraccion de muestreo (ﬁ),

100 . .
la cual es 7915 = 0.03. En este caso, como es menor a 0.05, no es necesario realizar

algun ajuste al calculo de la desviacion estandar de la proporcién muestral.

De esta manera:

E(p) = P = 0.804

P(1-P)  |0.804(1 - 0.804)

- = 0.04
Tp n 100

Ahora, como n-P = (100)-(0.804) = 80.4 y n(1 — P) = (100)-(1 — 0.804) = 19.6 son
mayores a 5, entonces la distribucion muestral de la proporcion se aproxima a una

normal con media 0.804 y desviacion 0.04. (Véase figura 9).

"UNAM. Direcciéon General de Planeacion. Perfiles de alumnos egresados del nivel licenciatura de la
UNAM 2012-2013, p. 71.

http://www.planeacion.unam.mx/Publicaciones/pdf/perfiles/egresados/p _eg2012-2013.pdf. Consultado
el 13 de julio de 2015.
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Figura 9. Distribucion muestral de una proporcién calculada
con muestras de cien elementos

[m]
—

Probabilidad*10

T T T T
06 07 08 09 10

p

Fuente: elaboracion propia con empleo del paquete estadistico R.

La figura anterior ensefia la distribucion muestral de la proporcidén para tamanos de
muestra de 100 elementos. La region que se pide calcular se encuentra a la derecha
de la linea punteada.

0.9-0.804

P(X>09)=1-PX<09)=1-P|Z<
&> ) X< ) ( - 0.04

>=1—P(ZS2.4)

Utilizando la funcion de Excel DISTR.NORM.ESTAND(z), se obtiene:
1-P(Z<2.4)=1-0.9918 = 0.0082

Este resultado indica que es practicamente imposible tener en la muestra un
porcentaje mayor a 90% de egresados que consideren excelentes o buenas las

técnicas de ensenanza de sus profesores de licenciatura.
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2.4. La distribucion muestral

de la varianza

En las secciones anteriores, se estudiaron las distribuciones muestrales de la media y
de la proporcion, dos parametros que frecuentemente se desea conocer al extraer una
muestra. Otro parametro que también se busca identificar a través de un muestreo es

la varianza, a partir de la cual se llega a la desviacion estandar.

En el ejemplo del subtema 2.2, se plantearon lanzamientos de un dado para mostrar
el comportamiento del promedio muestral, ;como seria la distribucion de la varianza
de 100 muestras de dos y cinco lanzamientos? (Tablas 3 y 4). En este orden, la figura
10 presenta la distribucion de frecuencias de las varianzas de las 100 muestras de dos

y cinco lanzamientos.

Figura 10. Distribucion de frecuencias de las varianzas de dos

y cinco lanzamientos de un dado
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Fuente: elaboracion propia con empleo del paquete estadistico R.
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En la figura anterior, se expresan las distribuciones de las varianzas de dos y cinco
lanzamientos, ambas sesgadas a la derecha. Obsérvese que con muestras de dos
elementos la distribucién de frecuencias de la varianza se asemeja a una exponencial,
y al aumentar la muestra a cinco lanzamientos la distribucion presenta una curvatura
y menor variacion. Si se aumentara la muestra a 10, 30, 50 y 100 lanzamientos, la

varianza tendria el comportamiento que ilustra la figura 11.

Figura 11. Distribucion de la varianza para muestras
de 10, 30, 50 y 100 elementos
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Fuente: elaboracién propia con empleo del paquete estadistico R.

Noétese que, a medida que el tamano de muestra se incrementa, la distribucién de la

varianza pierde su sesgo y tiene un comportamiento acampanado.

80 de 350
Segundo semestre



% @

© Licenciatura: Administracion

La distribucién empleada para modelar la varianza muestral es y?(ji-cuadrada), cuya

funcién de densidad es

1 n —x
fx) = 5——x2lez
21

Para x >0

Donde n son los grados de libertad, que se definen de la misma forma como se hizo

con la distribucion t de Student.

Las caracteristicas de esta distribucion son las siguientes:

—[ Esta definida para valores positivos. }

Figura 12. Ejemplo del comportamiento de una distribucién y?> con 2,4y 8

grados de libertad

0.5

n=2

Densidad
0.3 04
|

0.2

0.1

0.0

25 30

Fuente: elaboracién propia.
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En la figura anterior, se distingue que, conforme aumentan los grados de libertad, la

distribucion tiende a aplanarse y el sesgo disminuye.

Resultados importantes

Al trabajar con esta distribucion, se deben considerar los siguientes resultados
importantes:

Funciones en Excel para trabajar la distribucién x?

Excel dispone de las siguientes funciones para trabajar con la distribucion:
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Distr.chi(x,grados_de_libertad). Calcula la probabilidad que se acumula en

una distribucién x? con los grados de
libertad establecidos a partir del punto x.

Prueba.chi.inv(probabilidad, grados  Calcula el cuantil a partir del cual se

de libertad). acumula la probabilidad buscada en una
distribucion x? con los grados de libertad
establecidos a partir del punto x.

Para ejemplificar el uso de la distribucién,
supongase que las transacciones bancarias
de una organizacién en el ultimo ejercicio
fiscal se distribuyen como una distribucion
normal con una desviacion estandar de
$8,500. Si se elige al azar una muestra de 15

transacciones a fin de auditar al

departamento responsable, ¢;cual es la
probabilidad de que la desviacion muestral

exceda a la poblacional?

Para resolver el problema, se requiere calcular

s? s?
P(s > a)=P(sz>02)=P(?>1)=P((n—1)-?>n—1)

Como la variable tiene una distribucion y? con n — 1 grados de libertad,

2
entonces, la regiébn que se esta solicitando se encuentra a la derecha del valor
esperado, es decir, se requiere calcular P(X > 14). Utilizando la funcion de Excel
Distr.chi (14,14) = 0.4497, se calcula la probabilidad solicitada. Este resultado indica

que es mas probable que la variabilidad muestral sea menor a la poblacional.
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En caso de no conocerse la varianza poblacional, el problema se resuelve de la misma

manera.
Distribucién para comparar dos varianzas

En este curso de estadistica inferencial, a veces sera necesario comparar la
variabilidad de dos muestras, por lo que se empleara la distribucion conocida como F,

la cual tiene la siguiente funcién de densidad:

r9 A
o) = — e ()i —
r;) re)

' n+d
A+20%
Parax >0

Donde ny d son los grados de libertad de cada una de las muestras a comparar.

Caracteristicas de la distribucién F:

Es una distribucion continua.

C Esta definida para valores positivos.

C> Tiene un sesgo positivo.

C Es asintotica.

Funciones en Excel para trabajar la distribuciéon F

Excel tiene las siguientes funciones para trabajar con la distribucion:
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\
* Calcula la probabilidad que se
Distr.f(x,grados de libertad, acumula en una distribucién F con
grados de libertad?2) los grados de libertad de cada
muestra a partir del punto x.
A 4
C D

* Calcula el cuantil a partir del cual
. : - se acumula la probabilidad
D'Str'f"nv(c?éolﬁ)ae?_;g%?d’ grados buscada en una distribucion F con
los grados de libertad de cada
muestra a partir del punto x.

. 4

En la unidad 4, se mostrara con mayor detenimiento el empleo de la distribucion F.
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RESUMEN

Se analizé la importancia del muestreo para inferir sobre un parametro de la poblacion
de interés. Al obtener una muestra aleatoria, se busca conocer los valores de los
parametros poblacionales por medio de los valores que arroja la muestra. Los
parametros muestrales son variables aleatorias porque dependen de los valores de los
elementos en la muestra, por lo que resulta necesario identificar sus distribuciones

para medir la calidad de los resultados.

También se expusieron las distribuciones muestrales

principales para inferir sobre el promedio, una
proporcion y la varianza poblacional. Los dos
primeros siguen una distribucion normal y la
varianza muestral puede modelarse con una
distribucion ji cuadrada. Ademas se
mencionaron de forma general las caracteristicas
de la distribucion F, la cual se empleara para

comparar dos varianzas.

De igual manera, se explicé el teorema del limite central utilizando como ejemplo el
lanzamiento de un dado, lo que garantiza que la distribucién muestral del promedio se

acerca a una normal conforme la muestra se incrementa.

Como valor agregado, se presentaron las funciones de Excel para trabajar con las
distribuciones muestrales del promedio, de una proporcion y de la varianza, que se

aplicaran en las siguientes unidades.
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OBJETIVO PARTICULAR

Al terminar la unidad, el alumno aprendera los métodos de estimacion de parametros
y su interpretacion.

TEMARIO DETALLADO

(10 horas)

3. Estimacién de parametros
3.1. Estimaciones por punto y estimaciones por intervalo
3.2. Error de muestreo y errores que no son de muestreo
3.3. Propiedades de los estimadores
3.4. Estimacién de una media con muestras grandes
3.4.1. Determinacion del tamafo de muestra necesario para estimar una
media
3.5. Estimacion de una media con muestras pequefias
3.6. Estimacién de una proporcién
3.6.1. Determinacion del tamafio de muestra para estimar una proporcion
3.7. Oftros intervalos de confianza
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INTRODUCCION

Con frecuencia, las organizaciones requieren tener indicios del comportamiento de
cierta variable de interés. Por ejemplo, el area de mercadotecnia de un banco pudiera
estar interesada en conocer qué proporcion de tarjetahabientes del producto premium
responden a una promocioén relacionada con un viaje a pagar en plazos sin intereses.
O una organizacion no gubernamental dedicada a implementar programas para
mejorar la nutricion de los nifios entre seis y 12 afios de comunidades rurales querria

conocer el promedio de ingesta calérica de esta poblacién.

Como se ha explicado en la primera unidad de este
material, el comportamiento de la poblacién esta
determinado por el valor de un parametro. Este

parametro, normalmente desconocido, se calculara

con la informacion de una muestra.

En esta unidad, se estudiara uno de los temas basicos de la materia: la estimacion de

parametros, en particular, la media, el promedio y la varianza poblacional.

En primer lugar, se mostraran los tipos de estimacion empleados: puntual y de
intervalo. El siguiente tema corresponde a los tipos de errores de estimacion, los
cuales son atribuibles al muestreo u otra causa, continuando con las propiedades de
los estimadores. Una vez explicados los aspectos mas importantes que se deben
tomar en cuenta en la estimacion, el siguiente paso es mostrar cdmo realizar
estimaciones del promedio poblacional (tanto con muestras grandes como con
pequefias), estimaciones de una proporcion, y finalmente como construir un intervalo

de confianza para la varianza y desviacién poblacional.
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3.1. Estimaciones por punto y

estimaciones por intervalo

Como se menciond en la unidad de introduccién al muestreo, la finalidad de la
estadistica inferencial es realizar estimaciones de parametros poblacionales con los
valores de una muestra. Supongase que en una organizacion se realizara un evento
deportivo donde se ofreceran bebidas energéticas a 800 participantes: los
organizadores se preguntan qué cantidad del liquido adquirir. Para resolver este
problema, encuestan a una muestra de 50 posibles asistentes acerca de la cantidad
de bebida que consumen en un evento similar. La encuesta arrojé que en promedio
consumen cuatro litros por persona; asi, los organizadores estiman que deberan
adquirirse 800 x 4 = 3200 litros. Los organizadores creen que no necesariamente se
tendria que consumir esa cantidad, por lo que prefieren manejar un intervalo., y
después de un analisis de la informacion estiman que el consumo sera entre 3000 y
3400 litros. ¢Qué diferencia hubo entre ambas estimaciones? En este subtema, se

respondera esta pregunta.
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Notacién y conceptos

Un parametro es un valor de la poblacién que determina su comportamiento; por
ejemplo, el comportamiento de una poblaciéon con un promedio de cinco unidades es
diferente a otra con promedio de ocho unidades. Para hacer referencia a un parametro

poblacional, se utilizara la letra 6.

El estimador es la regla que indica como realizar el calculo de una estimacion a través
de una férmula que involucre los valores de una muestra; se denota como 8. El simbolo
“N significa que la férmula es un estimador del parametro 6. Por ejemplo, si el

parametro poblacional a estimar (8) es el promedio poblacional X, el estimador del

parametro se denotara como X.

Como observacion adicional, para referirse a parametros poblacionales se utilizan

letras mayusculas o letras del alfabeto griego.

Se define como estimacion al valor resultante de aplicar el estimador con los datos
de la muestra.

En la figura 1 se ilustra el objetivo de un estimador.

Figura 1. Objetivo de un estimador

D
U
(a)
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La figura anterior presenta dos conjuntos de diferente tamafo. El menor ejemplifica
una muestra de tamafo n tomada del conjunto mayor, que es la poblacion con N
elementos. Dentro de la muestra, se obtiene el estimador 8, el cual busca estimar el
valor del parametro poblacional 8, que normalmente se desconoce. Se espera que la

estimacion se aproxime al valor real, lo cual se representa con el simbolo ~.

Tipos de estimacion

En el ejemplo narrado al comienzo de esta seccién, los organizadores del evento
estimaron la cantidad de bebida energética de dos maneras: a través de un valor
puntual y mediante un rango. Lo anterior ejemplifica que la estimacion de un parametro
puede hacerse de forma puntual o por intervalo. La figura 2 explica ambos tipos de
estimacion.

Figura 2. Tipos de estimacion

Tipos de estimacion

Intervalos
La estimacion es un rango de valores
donde se espera se encuentre el

Puntual
La estimacion es un solo valor que se
considera es el quetoma el parametro.

parametro.
3,000 3,200 3,400
LI Estimacion puntual LS
3,200
Estimacién p;or intervalos
IC = (3,000, 3,400)
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La figura anterior define los tipos de estimacion (puntual y de intervalo). La parte inferior
de la figura representa esos tipos de estimacion: la linea central de color azul sefiala
la estimacién puntual del parametro (3200 litros de bebida energética); y las lineas en
color verde, el rango de valores donde se espera que se encuentre el valor del
parametro (3000, 3400).

Estimacion puntual (por punto)

(Consiste en utilizar una regla o férmula para estimar el
parametro poblacional con los valores de una muestra.
El resultado de esta estimacion es solamente un valor.

Los parametros poblacionales que habitualmente interesa estimar son el promedio y
la proporcion poblacional. La tabla siguiente presenta los estimadores para estos

parametros.

Tabla 1. Parametros y estimadores mas usados

Promedio

i=x

Proporcion
P=p

En la tabla anterior, la primera columna muestra el nombre y la notacion del parametro.
Las siguientes dos columnas hacen referencia al estimador del parametro: una indica

cémo denotarlo; la otra, la férmula que lo define.
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Cuando se desconoce la varianza poblacional, se recurre a estimarla con la muestral:

2 Y(x; — X)?

n—1

Estimacion por intervalos

Estimacion por  Consiste en calcular un rango de valores en los que se espera,

intervalos con cierto nivel de confianza, que se encuentre contenido el
parametro. El resultado de esta estimacion es un intervalo. Es
comun llamar a este rango de valores intervalo de confianza.

Foérmula general para construir el intervalo de confianza:

L IC= 0 * 80y

Donde:

IC = Intervalo de confianza

0 = Estimador puntual del pariametro

6 =nivelde confianza. Probabilidad de que el intervalo de confianza
contenga al parametro de la poblacién

oy = desviacion estandar del estimador

Como un estimador emplea los valores de una muestra aleatoria, el resultado es
también aleatorio, por lo que un estimador es una variable aleatoria con un valor
esperado E[@] y una varianza Var [8]. El nivel de confianza de la formula mas que
entenderse como una probabilidad debe considerarse una proporcion de éxito en un

numero muy grande de repeticiones.
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Para construir un intervalo de confianza, es necesario conocer la estimaciéon puntual

del parametro y la desviacién del estimador, y determinar el nivel de confianza.

La siguiente tabla muestra, para los parametros promedio y proporcién, su estimador,
la formula para realizar la construccion del intervalo de confianza para muestras
grandes y pequefias, la formula para realizar una estimacién puntual y la desviacién

estandar del estimador.

Tabla 2. Elementos para construir un intervalo de confianza para

el promedio y proporcion poblacional
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3.2. Error de muestreo y errores

que no son de muestreo

En todo ejercicio de estimacion se asume la ocurrencia de un error, por lo que desde
el disefo se debe buscar disminuirlo. Los errores que se pueden presentar son

atribuibles al muestreo o a otras causas, como se explica a continuacion.
Error de muestreo
Toda estimacion tiene un error debido a que se conoce una parte de la informacion.

Al comienzo de cualquier ejercicio de estimacion se debe fijar el limite de error

permitido, como un porcentaje 0 como una desviacion de unidades.

El error de muestreo se refiere a un error de la estimacion
atribuible a la muestra.

Por ejemplo, supdngase que se determindé manejar un error de
cinco puntos porcentuales en la estimacion de la proporcion de
alumnos que reprueban un curso de matematicas financieras;
supdngase ademas que la proporcion real es de 36% y la

muestra obtenida arroja una estimacion de 15%. El error en la

estimacion mas que a la metodologia se debe a los alumnos que

fueron seleccionados: el error es atribuible a la muestra.

En la figura 3 se ilustra este error de muestreo.
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Figura 3. Error de muestreo

f(0)

N
6 6

Como se sabe, el valor del parametro determina la distribucién de la poblacién, por
eso en el eje horizontal se relaciona con el valor del parametro, por tanto, la

distribucidon se encuentra asociada a este valor.

En la figura, la muestra consiste en elementos con valores ubicados principalmente

en la parte izquierda de la distribucion:

acuerdo con la distribucién es menos probable que ocurra (esto no

La estimacion resulto estar alejada del parametro real, aunque de
significa que no pueda ocurrir).

La distancia entre el valor real del parametro y su estimacion es el error. Para manejar

este error, se buscara un tamano de muestra que garantice

P[|6-8|<B|=>1-«a

Es decir, la probabilidad de que ocurra un error maximo B debe ser al menos 1 — q,
donde alfa (a) es un valor entre 0 y 1. Entonces, esta probabilidad es el nivel de

significancia.®

8 La formula anterior es resultado de la ley de los grandes nuimeros, uno de los principales resultados
de probabilidad: entre mayor informacién se tenga de un parametro, la probabilidad de que la estimacién
se acerque al valor real se incrementa.
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Error no atribuible al muestreo

El error no atribuible al muestreo se debe, entre otras causas, a un mal diseho del
instrumento, la logistica implementada o una elevada tasa de no respuesta.

Un buen disefio que considere estas eventualidades ayudara a reducir y controlar el

riesgo de error.

Un ejemplo de error no atribuible al muestreo
es el siguiente. Una empresa desea conocer
el numero de tazas de café que toma cierto
segmento de interés, y en vez de utilizar una
variable cuantitativa en la respuesta de su

pregunta emplea una cualitativa.

3.3. Propiedades de los estimadores

Para estimar un parametro, puede existir en ocasiones mas de un estimador, por lo
que es necesario utilizar aquellos que tengan las propiedades que se explican a

continuacion.

Propiedades deseables de los estimadores

Insesgado

» La primera propiedad de un estimador es que estime lo que se
quiere estimar; por ejemplo, si se realizara una estimacioén con
muchas muestras aleatorias, el valor esperado del estimador
es el parametro poblacional de interés. Cuando esto ocurre, el
estimador es insesgado.
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Un estimador es insesgado si satisface la siguiente condicion:
E[0]= 0

Si esto se cumple, entonces:
ECM[8] = Var [0]
En la figura 4 se ilustra esta propiedad.

Figura 4. Distribucién de un estimador insesgado

~

f(o

EB) =16
La figura anterior ilustra la distribucion de un estimador insesgado cuyo valor esperado

es el parametro. Es importante mencionar que la distribucién acampanada de la figura

solamente es con fines ilustrativos, ya que un estimador no necesariamente tiene esta

distribucion de probabilidades.

Con menos variabilidad

 La siguiente caracteristica que se busca en un estimador es que sus
estimaciones varien o menos posible del parametro poblacional. Un
estimador asi es mas eficiente o con menos variabilidad.
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Sean 8, y 0, dos estimadores del parametro ©:
SiVar [8,]<Var [6,]
Entonces, 8, es mas eficiente que 9,

La figura 5 ilustra esta caracteristica.

Figura 5. Eficiencia de dos estimadores insesgados

0 0
Menor variabilidad Mayor variabilidad
0, 0,

La figura 5 ilustra la distribucién de dos estimadores 8, y 8, del parametro poblacional
8. Aunque ambos estimadores son insesgados, el primero da mejores estimaciones,

en tanto es mas probable que arroje un valor mas cercano al parametro real respecto

del segundo. Por tanto, 8, es mas eficiente que 9,.

Consistente

+ La ultima propiedad esperada en un estimador es que, a medida que
utilice mayor informacién de la poblacion, su estimacién sea cada vez
mas cercana al parametro poblacional. Cuando esto ocurre, el estimador

es consistente.
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La figura 6 ilustra el comportamiento de un estimador consistente.

Figura 6. Comportamiento de un estimador consistente

D

0
La figura anterior ilustra el comportamiento de un estimador consistente. Conforme

aumenta el tamafo de muestra, la variabilidad del estimador disminuye: las

estimaciones son cada vez mas cercanas al valor real del parametro.
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3.4. Estimacion de una media

con muestras grandes

El teorema del limite central garantiza que, conforme aumenta el tamafo de la
muestra, la distribucion del promedio muestral se acerca a una distribucion normal
cuya media es el promedio poblacional, y la varianza es la varianza poblacional entre

el tamafo de la muestra. Como regla general:

se considera que con un tamano de muestra al menos de 30
elementos la distribucion del promedio muestral sigue una
distribucion normal.

Teniendo presente esta regla, en muestras grandes (al menos de 30 elementos) se
empleara una distribucién normal para realizar una estimacion por intervalo de la

media.
La tabla siguiente muestra el parametro medio, su estimador, el tamafio de la muestra,

la formula para el intervalo de confianza de la media, la férmula para calcular el

estimador de la media y la férmula del estimador de la media muestral.

Tabla 3. Elementos para realizar la estimacion puntual y por intervalo de la

media (promedio) con muestras grandes
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En la tabla anterior, columna 5, se muestra el estimador puntual de la media
poblacional, que es el promedio muestral. En la columna 4, se presenta como calcular
el intervalo de confianza. En este caso, cuando se conoce la varianza poblacional, se
utiliza en los calculos; de no ser asi, se estima este valor empleando la varianza
muestral. El valor Z representa el nivel de confianza buscado; en este planteamiento,

z es el cuantil de una distribucidn normal estandar (Z) que parte la curva en dos areas,

una con valor 1-% y otra de % siendo a un valorentre 0 y 1.

En la columna 6, se muestra la desviacidon del estimador, acorde con el teorema del

limite central.

Para calcular el valor de z, se puede recurrir a tablas o algun paquete. A continuacion,

se plantea como calcularlo en MS-Excel.

En Excel se emplea la funcion

DISTR.NORM.ESTAND.INV(probabilidad)

Para calcular el cuantil z donde se acumula una probabilidad de 1-% (0<a<1)

En la figura 7, se ilustra el valor que calcula la formula.
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Figura 7.Valor calculado con la férmula de Excel
DISTR.NORM.ESTAND.INV(probabilidad)

En la figura anterior, en el valor encerrado en el circulo rojo se encuentra el punto que
estima la férmula. La informacion que se introduce en la formula es el area acumulada

del lado izquierdo de z.

Supdngase que se desea realizar una estimacion con un nivel de confianza del 95%,

entonces:
= a .
a=1-0.95 Por tanto:
a=0.05

Entonces, el valor z es el siguiente:

(DISTR.NORM.ESTAND.INVU -0.025) = 1.96

En la tabla 4 se muestran los valores de z para los niveles de confianza mas usados.
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Tabla 4. Valores de z obtenidos para los niveles de confianza mas

usados empleando Excel

90% 10% DISTR.NORM.ESTAND.INV(1-0.10/2) | 1.64
95% 5% DISTR.NORM.ESTAND.INV(1-0.05/2) | 1.96
99% 9% DISTR.NORM.ESTAND.INV(1-0.01/2) | 2.58

Ejemplos de estimacion de una media con muestras grandes

Primer ejemplo

El director financiero de una agencia de publicidad
desea conocer el gasto promedio de la organizacion,
pues esta preocupado por el nivel de gasto registrado

recientemente. Por tal motivo realiza una auditoria a

30 facturas elegidas al azar.

La informacion de las erogaciones seleccionadas se muestra a continuacion.
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Monto de las facturas auditadas

Monto de facturas combinadas

Gasto en Gasto en
Factura . Factura .
miles miles
1 99 16 96
2 15 17 79
3 59 18 71
4 14 19 56
5 72 20 51
6 59 21 72
7 68 22 25
8 22 23 71
9 40 24 52
10 79 25 99
11 97 26 70
12 82 27 82
13 93 28 47
14 76 29 35
15 48 30 93

Con la informacion de esta muestra, procede lo siguiente:

Estimar el gasto promedio de la organizacion con una estimacion
puntual.
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Para solucionar este problema, se sugiere realizar lo siguiente.

1. Determinar el parametro a estimar

Promedio p

2. Determinar el estimador del

Parametro x

3. Calcular el estimador puntual a través

de la formula correspondiente:
XX

n
99 + 15+ -+ 35+ 93
30

x =

4. Determinar la formula para realizar el calculo de la

estimacion por intervalo del estimador:

S
IC=%+Z—
vn

5. Establecer el nivel de confianza para
calcular z, a través del nivel de confianza
(1-a)
Nivel de confianza 99%, es decir, 0.99
Determinar el valor de a, donde

a = 1 — nivel de confianza

a=1-0.99
a =0.01

Calcular el valor de z, utilizando la funcidn

6. Determinar la formula para calcular la desviacion

estandar del estimador
S

Vn

Calcular la desviacién estandar s y definir el valor de

Sj=

n
n =30

2 —%)?
$= n—1

en Excel o j(99 — 64.06)% + (15 — 64.06)2 + -~ (35 — 64.06)2 + (93 — 64.06)?
- 30 -1
DISTR. NORM. ESTAND. INV (1- a /2)
DISTR.NORM. ESTAND. INV (1-0.01/2) . /18' 339.86
Z=25758 =2.58
s =1632.409
s =2514
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7. Calcular la desviacion del estimador a

través de la férmula correspondiente:

S

Sx — ﬁ
_ 25.14
Sz = ﬁ
25.14
%= 5477
sz = 4.59

8. Sustituir los valores en la férmula general y
calcular el limite inferior (LI) y limite superior (LS) del
intervalo de confianza (IC):

IC=x%+7

Bl

IC =64.06+2.58-4.59
IC = 64.06 +11.845
LI = 64.06 — 11.845

LI = 52.22
LS = 64.06 + 11.845
LS =75.91

9. Construir el intervalo de confianza:

IC = (LI, LS)

IC = (52.22,75.91)

Conforme a la estimacién puntual, el promedio de gasto de la organizacion es de $64.06 (miles).

De acuerdo con la estimacién por intervalo, el gasto promedio de la organizacion a un nivel de
confianza del 99% se sitda entre $52.22 y $75.91 (miles).

52
LI

LS

Segundo ejemplo

Una farmacéutica cuenta con 500 representantes médicos.
Con laintencion de disefiar un plan de incentivos, se quiere
conocer el promedio de visitas que realizan los
representantes, para lo cual se analizé una muestra de 35

representantes médicos elegidos al azar.

En la siguiente tabla, se muestran las visitas realizada en

un dia por 35 representantes seleccionados.
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a. Estimar el promedio de visitas que realizan los representantes médicos, con
una estimacion puntual.
b. Estimar un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 95%.

c. Interpretar los resultados.

Numero de Numero de

Representante visitas Representante visitas
realizadas realizadas
1 8 19 5
2 4 20 5
3 7 21 8
4 8 22 7
5 6 23 7
6 6 24 7
7 5 25 5
8 8 26 6
9 6 27 8
10 6 28 7
11 7 29 5
12 7 30 5
13 6 31 7
14 4 32 4
15 5 33 7
16 7 34 7
17 8 35 6
18 6

Respuestas

1. Determinar el parametro a estimar: | 2. Determinar el estimador del

Promedio u parametro x

3. Calcular el estimador puntual a | 4. Determinar la férmula para realizar el

través de la formula correspondiente: | calculo de la estimacién puntual del

—_ X estimador:
n s
IC=x+t7—
8+4+-+7+6 +
X = Vn
35
%= 22~ 6.28
X = 35 = 0.
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5. Establecer el nivel de confianza
para calcular z:
95%, es decir, 0.95
Determinar el valor de a:
a=1-0.95
a=0.05
Calcular z con la funcién de Excel:
DISTR. NORM. ESTAND. INV (1- a
12)
DISTR. NORM. ESTAND. INV (1-
0.05/2)
Z=1.959 =1.96

6. Determinar la férmula para calcular la

desviacion estandar del estimador:
S

Vn

Calcular la desviacion estandar s y

Sy =

definir el valor de n:

n=35
_ Y(x; — x)?
5= n—1

S

_ J(s —6.28)2 + (4 — 6.28)2 + - (7 — 6.28)2 + (6 — 6.28)

35—-1

_ [s1.14
= 734
s =v1.504
s=1.226

7. Calcular la desviacion del estimador

a través de la férmula
correspondiente:
_ S
Sx = \/_ﬁ
_ 1.226
Sy = ﬁ
1.226
%= 5916
sz = 0.2073

8. Sustituir los valores en la férmula general
y calcular el limite inferior (LI) y limite
superior (LS) del intervalo de confianza (IC):

S
IC=%+Z—
Vn

IC=6.28+1.96-0.207
IC =6.28 +0.4063
LI =6.28 —0.4063

LI =5.87
LS =6.28 + 0.4063
LS = 6.69
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9. Construir el intervalo de confianza:
IC = (LI LS)
IC = (5.87,6.69)
Con base en la estimacion puntual, el promedio de visitas diarias efectuadas por un
representante médico es de 6.
Conforme a la estimacion por intervalo, el promedio de visitas que realiza un

representante médico al dia con un nivel de confianza del 95% se situa entre 6y 7.

5.9 6.2 6.7
LI LS

3.4.1. Determinacion del tamano de muestra

necesario para estimar una media

En la unidad dos se mostré que conforme el tamafio de la muestra se incrementa, el
promedio muestral se aproxima a una distribucion normal cuyo valor esperado es la
media poblacional, y su desviacion es la desviacién poblacional dividida entre la raiz
cuadrada del tamafio de la muestra. Dado lo anterior, conforme el tamafo de la
muestra se incrementa, disminuye el error de estimacién. Ahora bien, ;de qué tamafnio

debe ser la muestra para garantizar una estimacion confiable?

Para responder a lo anterior, se debe tener claridad sobre dos aspectos: el error
maximo permitido y el nivel de confianza deseado. Cualquier resultado de un muestreo
va a presentar un error de estimacion, pero se busca que el riesgo a de que la distancia
entre la estimacion y el valor real supere un limite de error B predefinido sea pequenio,
es decir:

P(lx—X|>B)<a

N 112 de 350
Segundo semestre



Administracion

Lo cual es equivalente a:

P(|x—X|<B)>1-a 0<ac<1 (1)

Donde:

X: Promedio poblacional
X: Promedio muestral
B: Error permitido

Entonces, como el promedio muestral sigue una distribuciéon normal, si se expresa el

error B en multiplos de la desviacion estandar del estimador, digamos zo; = z\% (1),

queda de la siguiente forma:
P(x—X|<B)>1-a«a

o

- P(If—)_(ISz—> 1-a

v

3

- P(Z|<z)=21-a

Lo cual es una regidn de una distribucion normal estandarizada limitada por los

cuantiles *z.

A manera de ejemplo, si a=0.05, la region que se encuentra entre ¥1.96 en una

distribucién normal estandarizada tiene 95% de probabilidad, como lo ilustra la figura.
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Figura 8. Region con probabilidad de 95% con un alfa de 0.05

02 03 04

7 95%

0.0 041

Fuente: elaboracion propia con uso de R. R Core Team (2014). R: A language and environment for statistical
computing. R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria. URL http://www.R-project.org/.

Obsérvese que la confiabilidad de la estimacion, 1-a, se encuentra directamente
asociada al valor de z. Por otro lado, si:

B = zoy
Y ademas se esta trabajando con una poblacion finita de tamafio N entonces:

B = ~z2 ’1 n
—zay—z\/H N

Al despejar n se obtiene:

g2 — z%a? (1 n)

T n N

. z%0* z%0*
T n N

z%a? B2 z26?> NB? + z%6*
N N
n = Nz2g? (2)
"~ NB2+4z2g2
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En caso de estar trabajando con una poblacién infinita o con una donde el tamafo N

es desconocido, el error B es:
B =2zo; =

o
Z—
Vn

Al despejar n de esta ecuacién se obtiene:

Las férmulas (2) y (3) son las mismas que se presentaron en la seccion 1.6.

Como observacién adicional, en caso de desconocerse el valor de ¢? se utiliza el

estimador insesgado s?.

Regresando al punto inicial, para calcular el tamafo de muestra se debe establecer el
nivel de error permitido, B, asi como el riesgo a de obtener una estimacién que difiera
del valor real en una cantidad mayor a B, la cual se encuentra asociada a z. A
continuacién, se muestran ejemplos de calculo de tamafo de muestra para estimar

una media.

Ejemplo 1. En un estudio acerca del gasto en los hogares, se desea conocer el monto
mensual promedio destinado a transportacion en una colonia de 600 familias. Se ha
determinado entrevistar una muestra aleatoria de familias que garantice un error
maximo de estimacion de $20, con un riesgo a de sobrepasar dicho error de 5%. Se
conoce por estudios en poblaciones semejantes que la desviacion estandar del ingreso

destinado a transportacién es de $100, s de qué tamafio debe ser la muestra?
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Respuest

El problema indica que el parametro de interés es un promedio (monto mensual

promedio destinado a transporte) ademas brinda la siguiente informacion:

N=600
B=20

a=0.05
0=100

Derivado de a=0.05, z es 1.96. El valor z se obtiene aplicando la férmula de Excel:

DISTR.NORM.ESTAND.INV(1-0.05/2)

Donde el 0.05 en el interior de la férmula se refiere al valor de a.

Sustituyendo estos valores en (2) se tiene:

Nz2g?
" NB2 + 7242

n

B (600)(1.96)%(100)2
" = 600)(20)2 + (1.96)2(100)?

n=282.8

Es decir, se requiere una muestra de 83 hogares para garantizar una estimacion que
difiera en $20 del valor real con una confiabilidad de 1-a =1 - 0.05 = 0.95 = 95%.
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Ejemplo 2. ; De qué tamaio seria la muestra en el ejemplo anterior si se desconociera
el tamarfo de la poblacion (N) y el resto de los parametros se mantuviera igual?

Respuesta

Del ejemplo anterior se tiene la siguiente informacion:

B=20

0=0.05
0=100
z=1.96

Al sustituir estos valores en la formula (3) se obtiene:

_ (1.96)%(100)?
B 202

n = 96.04

Es decir, se requiere una muestra de 96 hogares para garantizar una estimacion que
difiera en $20 del valor real con una confiabilidad de 1-a =1 - 0.05 = 0.95 = 95%.
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Estimacion del tamaino de muestra considerando el error como una proporcion

del parametro real

Es frecuente encarar situaciones donde se desea fijar el error de estimacion como un
porcentaje de la media, por ejemplo 5% o 10%, en este caso el error B es expresado
como rX donde r es un nimero entre 0 y 1, al proceder de esta manera:

B = zoy

X = zo;

Si se esta trabajando con una poblacion finita de tamafio N:

X =7 — (1- E)
=z 4= N
Al despejar n se obtiene:
2X2 — 2 02 1 n
ST
_ o? Zz%c?
r2X2 = 22— _
z n N
2 2 .2
o -, Z°0
2 2y2
—=rX"+
z n T N

N12X? + 7202
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NzZcp?
n=——— (4)

Nr2+z2CV?2

Donde CV es el coeficiente de variacion definido como la razén de la desviacion

estandar con la media.

En caso de no tener conocimiento del tamano N de la poblacion:

n == CV? (5)

Las formulas (4) y (5) tienen como ventaja adicional que no es necesario conocer el
valor de los parametros poblacionales y es suficiente con definir la relacién entre la

desviacioén respecto a la media.
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Ejemplo 3. Un auditor desea determinar el pago promedio que una organizacion
realizé a sus proveedores en el ultimo ejercicio fiscal. El numero total de comprobantes
por este concepto es de $4,000 y se desea tener una estimacion que no difiera en mas
de 10% del valor real con una confiabilidad de 95%. Por su experiencia, el auditor
considera razonable asumir que la desviacion estandar de los pagos es 1.2 veces

mayor al promedio.

Respuesta
El problema indica que el parametro de interés es un promedio (pago promedio a

proveedores), ademas brinda la siguiente informacion:
N=4,000

r=10%

1-0=0.95 es decir a= 1- 0.95 = 0.05

Cv=1.2

Derivado que a=0.05, z es 1.96.

Al sustituir estos valores en la formula (4) se obtiene:

. NZECv?
= N2+ 22012

_ (4,000)(1.96)%(1.2)?
"= 14,000)(0.1)% + (1.96)%(1.2)°

n = 485.98

Es decir, se requiere una muestra de 486 comprobantes para garantizar una

estimacion que difiera en 10% del promedio real con una confiabilidad de 95%.
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Ejemplo 5. ; De qué tamaio seria la muestra en el ejemplo anterior si se desconociera

el tamarfo de la poblacion (N) y el resto de los parametros se mantuviera igual?

Respuesta
Del ejemplo anterior se conoce que r =10%, z = 1.96 y CV = 1.2. Sustituyendo estos

valores en la férmula (5) se obtiene:

n = 553.19

Es decir, se requiere una muestra de 553 comprobantes para garantizar una

estimacion que difiera en 10% del promedio real con una confiabilidad de 95%.
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3.5. Estimacion de una media

con muestras pequeias

En la seccidn anterior, se mostré como realizar estimaciones de la media con muestras
grandes; sin embargo, en la practica es comun enfrentar situaciones donde el tamafo
de la muestra es menor a 30 elementos. ; Como realizar estimaciones para este caso?
Sabemos que la distribucién de la media muestral tiende a ser una normal conforme
aumenta el tamafno de muestra; para muestras pequefas, donde ademas se
desconoce la varianza poblacional, la distribucion del estimador muestral se asemeja:
puede modelarse con una distribucién t de Student, con n — 1 grados de libertad. La
distribucion t se aproxima a una normal estandar en la medida que aumenta el tamafo

de la muestra.

La tabla 5 presenta los elementos para realizar una estimaciéon de la media poblacional

con muestras pequeiias.

Tabla 5. Elementos para realizar una estimacion de la media (promedio)
poblacional con muestras pequenas
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La tabla 5 tiene la misma descripcion que la tabla 4, con la diferencia que el nivel de

confianza esta expresado en el cuantil t de una distribucion t de Student con n — 1

grados de libertad que parte la curva en dos areas, una con valor 1-% y la otra de %

siendo a un valorentre Oy 1.

Para calcular el valor de t, se puede recurrir a tablas o algun paquete. A continuacion,

se muestra como calcularlo en MS-Excel.

Excel presenta esta funcion:

DISTR.T.INV(probabilidad, grados_de_libertad

.7 , o . a .
* En esta funcidn, el parametro probabilidad se refiere a =y el resultado es el cuantil
. / a .
t, que separa la curva en dos regiones, una con area l-Ey la otra de > siendo a un
valor entre 0y 1.)

En la figura 9, se ilustra el valor obtenido con la formula DISTR.T.INV(a/2, n-1)

Figura 9. Valor calculado con la féormula de Excel DISTR.T.INV(a/2, n-1)

tn—l

En la figura anterior, el valor que se encuentra encerrado en el circulo rojo es el

resultado de la formula.
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Supdngase que se desea realizar una estimacion con un nivel de confianza de 90%

con una muestra de 10 elementos.

or eul El resultado se divide | sed calgulﬁg |°ts -
rimero se calcula a: Ja_01_ grados de liberta
a=1-09=0.1 entre 2: 7 === >l (gl):gl=n—1=10
0.05 e
| |
v
>€ Su]f;'rt;ﬁ:. L De esta forma, se
DISTRTINV(0.05,9) |  obtieneelvalor
76 buscado.

Ejemplos de estimacion de la media poblacional con muestras pequeias

A continuacion, se muestran algunos ejemplos de esta estimacion:

Primer ejemplo

1. Se desea estimar el numero de horas
promedio de capacitacién de 350 empleados de
una empresa fabricante de refrescos. Ante la
dificultad de recabar informacién, se eligié una

muestra de 10 empleados del area operativa y se

registraron las horas de capacitacion recibidas
durante el mes de julio.
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La siguiente tabla muestra la informacién.

Horas de capacitacion de 10 empleados durante el mes de julio

Horas de

Empleado capacitacion
Julio

21

40

19

30

40

36

28

28

33

28

© 0o ~NO b WN -~

—_
o

a. Realizar una estimacion puntual del promedio de horas de capacitacion de los
empleados recibidas en el mes de julio.

b. Realizar una estimacion por intervalo para el promedio de capacitacién de los
empleados recibida en el mes de julio con un nivel de confianza del 95%.

c. Interpretar los resultados.
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1. Determinar el estimador del

parametro x

2. Calcular el estimador puntual a través de la

férmula correspondiente:

_ XX
x:
n
21440 +--+33+28
= 10
__303__ .
X = 10— .

3. Determinar la férmula para
realizar el calculo de la estimacion

por intervalo:

IC=Xx*t

Bl

4. Establecer el nivel de confianza para calcular el
valor del punto de corte a través de a:

Nivel de confianza = 95%, es decir, 0.95
Determinar el valor de a:

a = 1 — nivel de confianza
a=1-0.95
a=0.05
Calcular el valor del punto de corte t con la funcién

Excel:

DISTR.T.INV(a /2, n-1)
DISTR.T.INV(0.05/2, 10-1)
DISTR.T.INV(0.025, 9)
t=2.685=2.69

5. Sustituir

férmula general para calcular el

los valores en la

limite inferior (LI) y limite superior
(LS) del intervalo:
= S
IC=x+ Z\/_ﬁ
IC=30.3+2.69-2.25
IC =30.3 +6.041
LI =30.3-6.041

LI = 24.25
LS =30.3 +6.041
LS =36.34

6. Sustituir los valores en la férmula general para
calcular el limite inferior (LI) y limite superior (LS) del

intervalo:

S
IC=x+7Z—
Vn

IC=30.3+2.69-2.25
IC =30.3 +6.041
LI =30.3 -6.041

LI = 24.25
LS =30.3 +6.041
LS =36.34
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7. Construir el intervalo de confianza:
IC = (LI, LS)

IC = (24.25,36.34)
Con base en la estimacion puntual, el promedio de horas de capacitacion fue de 30.3
horas en el mes de julio.
De acuerdo con la estimacion por intervalo, el promedio de horas de capacitacion
recibidas en el mes de julio por los empleados del area operativa de la empresa de
refrescos esta entre 24.25 y 36.34 horas, con un 95% de confianza.

24.2 30.3 36.4
LI LS

Segundo ejemplo

Con la intencion de producir propaganda destinada a jévenes de 18 afios, en cierto
estado del pais con 500 poblados, se extrajo una muestra de 16 localidades, donde se
realizd un censo de jovenes residentes de 18 afios. La siguiente tabla muestra la

poblacion de 18 afios en 16 localidades.

Poblacion de
18 afos
255,226
245,317
251,149
259,036
269,143
279,054
286,484
292,889
299,688
305,969
314,557
316,589
324,413
330,382
337,431
342,457

Localidad

PN DD OIS ©ONO O NWN =
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a. Realizar una estimacién puntual del promedio de jévenes de 18 afnos.

b. Realizar una estimacion por intervalo para el promedio de jévenes de 18 afios

con un nivel de confianza del 99%.

c. Interpretar los resultados.

Respuestas

1. Determinar el parametro a estimar:

Promedio p

2. Determinar el estimador del parametro:

X

3. Calcular el estimador puntual a
través de la formula correspondiente:
XX

n

x =
x
255,226 + 245,317 + - + 337,431 + 342,457
- 16

4,709,784 _ 294,361.5
16 B U

x =

4. Determinar la férmula para realizar el

calculo de la estimacion por intervalo:

S
IC=%+Z—
Vn

5. Establecer el nivel de confianza para
calcular el valor del punto de corte a
través de a:

Nivel de confianza = 99%, es decir,
0.99

Determinar el valor de a:
a=1-0.99
a=0.01

Calcular el valor del punto de corte t
utilizando la funcién Excel:

DISTR. T. INV (a /2, n-1)
DISTR.T. INV (0.01/2, 16-1)
DISTR. T. INV (0.005,15)

6. Determinar la formula para calcular la

desviacion estandar del estimador:
S

Vn

Calcular la desviacion estandar sy definir el
valor de n:

SX=

n=16
Y (x; — x)?
n—1

|
|f255, 226 — 294,361, 5)2 4+ (245,317 — 294, 361.5)2 4
5=
16—-1

(337,431 — 294,361, 5)% + (342, 457 — 294, 361.5)2

\/15, 420,430,666
s =

15
t=23.286 =2.29 s =,/102,8028,711.06
s = 32,062.88
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7. Calcular la desviacion del estimador

a través de la férmula correspondiente:
S

Sx —

Vn
32,062.88
Sx= ———F—
V16
_ 32,062.88
Sy = )
sz = 8,015.72

8. Sustituir los valores en la férmula para
calcular el limite inferior (LI) y limite superior
(LS) del intervalo (IC):

S
IC=%+Z—
Vn

IC =294,361.5 + 3.29-8,015.72
IC =294,361.5 + 26,339.96
LI =294,361.5 - 26,339.96

LI = 268,021.535
LS = 294,361.5 + 26,339.96
LS = 320,701.465

9. Construir el intervalo de confianza:

IC = (LI, LS)
IC = (268,022,320,701)

Con base en la estimacion puntual, el promedio de jévenes de 18 anos por localidad

es de 294 362.

De acuerdo con la estimacion por intervalo, el promedio de jovenes de 18 afios por

localidad se encuentra entre 268 022 y 320 701, con un 99% de confianza.

268,022
LI

294,362

320,701
LS
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3.6. Estimacion de
una proporcion

Como se ha comentado, la media muestral se acerca a una distribucién normal que
tiene como valor esperado el promedio poblacional, y su varianza es la varianza
poblacional entre el tamafo de la muestra. Una proporcion muestral es, en cierta
manera, un promedio donde los valores son ceros y unos, por lo que su distribucion se
acerca a una normal cuya media es la proporcion poblacional, y la varianza es la

proporcion por su complemento entre el tamafo de muestra.

La estimacion de una proporcion poblacional es parecida a la realizada
para una media. Se debe aclara que, si el producto de la proporcién
muestral por el tamafo de muestra es al menos cinco, entonces el uso
de una distribucién normal es adecuado; en caso contrario, se deberan
utilizar otras técnicas de estimacion diferentes a las de este curso.

La tabla 6 presenta los elementos requeridos para efectuar la estimacion de una

proporcion.

Tabla 6. Elementos requeridos para realizar una estimacién de la proporcion
poblacional
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A continuacion, se presenta un ejemplo de estimacién de una proporcién poblacional

con la informacidén de una muestra.

Se retoma el primer ejemplo de la seccidon de estimacion de medias para muestras

grandes.

El director financiero de una agencia de
publicidad desea conocer el gasto promedio de
la organizacién debido a que esta preocupado
por el nivel de gasto registrado recientemente.
Entonces, realiza una auditoria a 30 facturas

elegidas al azar. La informacion de las

erogaciones seleccionadas se muestra a

continuacion.

Gasto en Gasto en
Factura . Factura .
miles miles
1 99 16 96
2 15 17 79
3 59 18 71
4 14 19 56
5 72 20 51
6 59 21 72
7 68 22 25
8 22 23 71
9 40 24 52
10 79 25 99
11 97 26 70
12 82 27 82
13 93 28 47
14 76 29 35
15 48 30 93

a. Realizar una estimacién puntual de la proporciéon de gastos mayores a $80 mil.
b. Realizar una estimacion por intervalo para la proporcion de gastos mayores a
$80 mil con un nivel de confianza del 95%.

c. Interpretar los resultados.
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1. Determinar el parametro a estimar:

Proporciéon P

2. Determinar el estimador del parametro:

3. Calcular el estimador puntual a través

de la formula correspondiente:
XX
p n
Se definen ny ¥ x;:
n=30
Y. x;: valores mayores a 80
Xi = 8
Factura Gas_to en Factura Gas_t oen
miles miles
1 99 16 96
2 15 17 79
3 59 18 71
4 14 19 56
5 72 20 51
6 59 21 72
7 68 22 25
8 22 23 71
9 40 24 52
10 79 25 99
11 97 26 70
12 82 27 82
13 93 28 47
14 76 29 35
15 48 30 93
K
P=30
p =0.266

P
4. Determinar la formula para realizar el
calculo de la estimacion puntual del
estimador:

qu
I = =+ —
C=p=tZ

Establecer el nivel de confianza para
calcular el valor del punto de corte a través
del valor de a:

Nivel de confianza = 95%, es decir, 0.95
Determinar a:

a = 1 — nivel de confianza
a=1-0.95
a=0.05
Calcular el valor del punto de corte z con la
funcion Excel:
DISTR. NORM. ESTAND. INV (1-0/2)
DISTR.NORM. ESTAND. INV (1-0.05/2)

Z=1.959 =1.96
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6. Determinar la formula para calcular la
desviacion estandar del estimador:

Pq
PoNn

Donde p = 0.266

q=1-p

q=1-0.266
q=0.733
n =30

7. Calcular la desviacidon del estimador a

través de la formula correspondiente:

_ |0.266-0.733
Sp = 30

_ |o.1955
2= [T 30
s, = V0.0065

s, = 0.807

8. Sustituir los valores en la formula para calcular el limite inferior (LI) y limite superior

,Pq
=pn+ =g
IC=pt+Z

IC=0.2661+1.96-0.0807
IC =0.266 + 0.0157
LI =0.266 —0.01571

(LS) del intervalo de confianza (IC):

LI =0.2508
LS =0.266 + 0.0157
LS = 0.2824

9. Construir el intervalo de confianza:

IC = (LI, LS)
IC = (0.25,0.28)

Con base en la estimacién puntual, la proporciéon de gastos mayores a $80 mil en la

organizacion es de 26%.

De acuerdo con la estimacion por intervalo, la proporcién de gastos mayores a $80 mil

en la organizacion se encuentra entre el 25% y 28%, con un 95% de confianza.

0.25
LI

0.26

0.28
LS
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3.6.1. Determinacién del tamano de muestra para

estimar una proporcién

Como se menciond en la unidad dos, la proporcién es un caso de un promedio donde
los valores son ceros y unos. En la seccion 2.3 se mostroé que la proporcion muestral

para un tamafo de muestra n considerablemente grande se aproxima a una

(

. . .y . . P-(1-P . ~
distribucion normal con media P y varianza T) . Si se busca calcular un tamano de

muestra que garantice una estimacion de P con un error maximo B con confiabilidad
1-a, se parte de la siguiente igualdad:
B = zo,
B? = z%0;,

Para poblaciones finitas, se aproxima a:

z’p-(1-p) n
225 v (1 -_—
B? = . (1 N)
Al despejar n se obtiene:
szpq
n= NB2+2z2pq (6)

Donde g=1-p

Obsérvese que las formulas (2) y (6) de la seccidén 3.4.1 son semejantes, solo cambia

02 por pq.

Sustituyendo pq en vez de o2, la formula (3) de la seccion 3.4.1 queda asi:
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Que es la manera de calcular el tamano de muestra cuando se desconoce el tamano

de la poblacién o la proporcion % < 0.05.

Como sugerencia, cuando se desconoce la proporcion poblacional y no se cuenta

con informacion muestral, considerar que P = 0.5.

Ejemplo 1. De un listado de 8,500 establecimientos comerciales se desea extraer una
muestra para conocer la proporcion de negocios que aplica el proceso administrativo.
Se desea que la estimacion no difiera del valor real en mas de diez puntos porcentuales

con una confiabilidad de 95%. ¢ De qué tamafo debe ser la muestra?

Respuesta
Se desea estimar una proporcidn (proporcion de negocios que aplica el proceso

administrativo), la informacién que proporciona el problema es:

N = 8,500
B=10%=0.1
1-a = 0.95, es decir, a=0.05

En consecuencia, z = 1.96. Como no se cuenta con informacion de P se asumira que
es 0.5.

Aplicando la formula (6) se llega al resultado.

B (8,500)(1.96)2(0.5)(0.5)
n= (8,500)(0.1)2 + (1.96)2(0.5)(0.5)

n =94.97
Es decir, se requiere una muestra de 95 establecimientos para garantizar una

estimacion que difiera en 10% de la proporcién real con una confiabilidad de 95%.
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Ejemplo 2. ; De qué tamaio seria la muestra en el ejemplo anterior si se desconociera
el tamarfo de la poblacion (N) y el resto de los parametros se mantuviera igual?

Respuesta
Del ejemplo anterior se conoce que B=10%, z= 1.96 y P = 0.5. Sustituyendo estos

valores en la formula (7) se obtiene:

_ (1.96)2(0.5)(0.5)
n= 0.12

n = 96.04

Es decir, se requiere una muestra de 96 establecimientos para garantizar una
estimacion que difiera en 10% de la proporcién real con una confiabilidad de 95%.
Obsérvese que los resultados de los ejemplos 1 y 2 son semejantes, esto debido a

.o n 95
que la proporcién N 8500 = 0.01 < 0.05.
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3.7. Otros intervalos de confianza

En los subtemas anteriores, se realizaron estimaciones de la media y proporcion
poblacionales, ahora, se mostrara como hacer estimaciones de la varianza poblacional

a partir de una muestra.
Intervalo de confianza para la varianza de la poblacion

Para estimar el valor de la varianza poblacional a partir de
una muestra, se utilizara el siguiente resultado:

M ~ X2 }
0.2 n-1

(n—1)s2
0.2

Este resultado indica que el cociente tiene una distribucion ji cuadrada con n —

1 grados de libertad. De esta manera, para construir un intervalo de confianza para la
varianza poblacional, se empleara una distribucion ji cuadrada con n — 1 grados de
libertad.

Para construir un intervalo de confianza que contenga a la varianza poblacional, se
deberan encontrar dos cuantiles de una distribucion ji cuadrada tal que el area
contenida entre ambos puntos sea 1- a, donde a es un valor entre 0 y 1, tal como lo

muestra la figura 10.
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Figura 10. Ubicacién de los cuantiles de una distribucion ji cuadrada que
permitan construir un intervalo que contenga a ¢*
con un nivel de confianza 1-a

N[ R

a
2

x2 X2
i S

La figura anterior ilustra la ubicacion de los cuantiles que encierran una regién cuya
area es 1 — a. El valor superior (*%; ) separa la curva en dos regiones, donde la derecha

tiene un area de g). El valor inferior (¥%;), por su parte, separa la curva en dos regiones,

a

donde la izquierda tiene un area de >

Para obtener estos valores, se puede recurrir a tablas o utilizar un software. A

continuacioén se explica como calcular estos cuantiles en MS-Excel.

En Excel se emplea la formula:

PRUEBA.CHL.INV (probabilidad, grados_de_libertad)

» El parametro de probabilidad se refiere a la regidn que se acumula a la derecha
del cuantil, y grados_de_libertad es el tamafno de la muestra menos uno.

Supdngase que se desea encontrar los puntos criticos que garantizan un nivel de

confianza del 90% con una muestra de 30 elementos.
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Se establece el nivel de confianza:
Nivel de confianza = 90%, es decir, 0.90

Se determina a:
a = 1 - nivel de confianza
a=1-0.90
a=0.1

Se divide alfa entre 2:

0.1 0.05
2 - .

6\ Administracion

Se calcula el punto que corta la curva en dos regiones: una de érea% (regidn derecha)

y otra de 1 —% (regién izquierda), con la formula:

\ PRUEBA.CHLINV (5, n-1) J

'PRUEBA.CHLINV (%, 30-1) J

\ PRUEBA.CHLINV (0.05,29) J

4% = 42.556 J

La figura 11 representa el punto que se esta obteniendo.

Figura 11. llustracién del punto que se obtiene con la féormula
PRUEBA.CHLINV (a/2, n - 1)
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En la figura 11 se representa el resultado obtenido al aplicar la formula. Notese que el

cuantil divide la curva en dos regiones: la de la derecha tiene un area de %; y la de la

izquierda, de 1 - 2.

A continuacién se calcula el punto que corta la curva en dos regiones: una de area 1 —

= (regioén derecha) y otra de = (regién izquierda), con la férmula:

{PRUEBA.CHI.INV (1-%. n-1) J

‘ PRUEBA.CHL.INV (0.975, 30-1) J

‘ PRUEBA.CHL.INV (0.975,29) J

‘xiz =16.047

La figura 12 ilustra el punto que se obtiene.

Figura 12. llustracién del punto que se obtiene con la féormula
PRUEBA.CHLINV (1-a/2, n-1)
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La figura anterior ilustra el resultado al aplicar la férmula. Notese que el cuantil divide

la curva en dos regiones: la de la derecha tiene un area de 1 — %; y la de la izquierda,

a
de EX

Obtenidos los cuantiles, se procede a plantear la siguiente desigualdad:

(n-1)s?
X< ———< X7

Despejando el parametro poblacional a2, el intervalo queda de la siguiente manera:
—1)§2 _1\¢2
(n-1)$ e (n-1)$
2 =0 = 2
Xs X
La tabla 7 presenta los elementos requeridos para realizar una estimacién de intervalo

de una varianza poblacional.

Tabla 7. Elementos requeridos para realizar una estimacién de intervalo de una
varianza poblacional

A diferencia de los estimadores de intervalo empleados en secciones anteriores, para
el intervalo de una varianza poblacional se calculan directamente los limites del

intervalo sin necesidad de utilizar el estimador puntual.

A continuacion, se ejemplifica como estimar un intervalo para la varianza poblacional.
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Un parque de diversiones es visitado
en promedio por 50 000 personas al
mes. Con la finalidad de disefar una
promocidon que incentive el consumo
de productos ofrecidos por el parque,
el gerente quiere conocer la
variabilidad del gasto de las familias
que lo visitan en un dia. Para tal

efecto, se entrevistd a 30 familias

elegidas al azar y se registré su consumo durante su estadia.

Administracion

En la siguiente tabla se muestra la informacién recabada.

Factura Gas?o al
dia
1 645
2 1,177
3 524
4 1,192
5 746
6 803
7 1,612
8 382
9 571
10 697
11 792
12 442
13 959
14 881
15 1,506

Factura

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

Gasto al
dia
470
1,264
436
645
409
709
1,009
1,180
1,410
377
1,283
1,321
1,534
675
1,625

a. Realizar una estimacion por intervalo para la desviacion poblacional con un nivel

de confianza del 90%.

b. Interpretar los resultados.
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Determinar la férmula para realizar
la estimacion por intervalo de la
varianza poblacional:
(n—1)s?
X 2

(n—1)s?

<g?2 <
X;?

Después se calcula el valor de la varianza
muestral s2 y los valores de X%y X,Zpara poder
obtener los limites inferior y superior.

Varianza muestral 52:

G x)?

SZ
n—1

Para realizar el calculo, se requiere
calcular previamente el promedio
de los datos de la muestra:

_ XX
x:
n
645+ 1,177 +---+ 675 + 1625
X =
30
__27,276
*= 730
x = 909

De esta manera:

(645 —909)* + (1,177 — 909)* + - + (675 — 909)% + (1,625 — 909)*
- 30-1

_ 4,717,528.8

29
§? = 403.32

Establecer el nivel de confianza para calcular
los puntos de corte:
Nivel de confianza = 90%, es decir, 0.90

s2

2

Determinar el valor de a:
a = 1 — nivel de confianza
a=1-0.90
a=0.1
Calcular el valor del punto de
corteX,2 con la funcion de MS-
Excel:
PRUEBA.CHI.INV (%, n-1)

PRUEBA.CHLINV (%, 30-1)

PRUEBA.CHI.INV (0.05,29)
X2 = 42.556

Calcular el valor del punto de corteXx;? con la
funcion de MS-Excel:
PRUEBA.CHL.INV (1 — % n-1)

PRUEBA.CHL.INV (0.975, 30-1)
PRUEBA.CHI.INV (0.975,29)
X;%2 =16.047
Calcular el limite inferior (LI) y superior (LS) del
intervalo (IC):
n =30

S2 =403.32

X2 = 16.04

X2 =42.55
_ (n-1)8?

o;% -
X;

i

Limite inferior:
_ (30— 1)(403.32)

42.55
Lj - 29)(162,673.407)

42.55
~4,717,528.8

42.55

Limite superior:

_ (30— 1)(403.32)

Ls 42.55
LS = (29)(162,673.407)
- 16.04
_ 4,717,528.8
T 16.04
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LI =110,852.08 LS = 293,980.664
Calcular la raiz cuadrada para Calcular la raiz cuadrada para obtener el valor
obtener el valor inferior de la @ superior de la desviacion poblacional:
desviacion poblacional: o5 = 542.19
o1 = 332.94

Construir el intervalo de confianza para la desviacion poblacional:
IC = (LI, LS)
IC = (333,542)

333 542
LI LS

Asi, la desviacion poblacional se ubica en un rango de entre $333 y $542 con un 90%
de confianza. La promocién que establezca el parque de diversiones debera estar en
este rango respecto al gasto promedio familiar.
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RESUMEN

Se expusieron las bases para llevar a cabo la estimacién de parametros, uno de los
principales temas de la estadistica inferencial. Se mostraron los tipos de estimaciones
que pueden realizarse de un parametro (puntual y por intervalo) y se analizaron las
posibles fuentes de error de estimacion, que pueden ser atribuibles a la muestra
recabada o a otras causas. Es factible que el riesgo de error de estimacién por causas
no atribuibles al muestreo disminuya a través de un buen disefio del instrumento, de

la logistica y considerando la posible no respuesta.

Por otro lado, se expusieron las propiedades que se buscan en los estimadores: que

sean insesgados, eficientes y consistentes.

Se mostré también cémo realizar

estimaciones puntuales y por

intervalo de una media poblacional )
utiizando muestras grandes vy
pequefias. De igual manera, la forma [

El valor agregado de este material fue presentar el uso de formulas de MS-Excel para

de efectuar estimaciones de una
proporcion poblacional. Finalmente,

se dieron los elementos para

construir intervalos de confianza para

la varianza y desviacion poblacional.

calcular los cuantiles de las distribuciones normal estandar, t de Student y x2, que

expresan los niveles de confianza deseados para realizar estimaciones por intervalo.
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OBJETIVO PARTICULAR

Al terminar la unidad, el alumno conocera las pruebas de hipotesis y su aplicacion.

TEMARIO DETALLADO
(10 horas)

4. Pruebas de hipoétesis
4.1. Planteamiento de las hipétesis
4.2. Errores tipo | y tipo Il
4.3. Pruebas de uno y de dos extremos, y regiones de aceptacion y de rechazo
4.4. Pruebas de hipotesis para una media poblacional
4.5. Tres métodos para realizar pruebas de hipotesis
4.5.1. El método del intervalo
4.5.2. El método estadistico de prueba
4.5.3. El método del valor de la P
4.6. Prueba de hipétesis sobre una proporcion poblacional
4.7. Pruebas de hipotesis sobre la diferencia entre dos medias
4.8. Pruebas de hipdtesis sobre la diferencia entre dos proporciones

4.9. Prueba para la diferencia entre dos varianzas
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INTRODUCCION

Hay dos temas que tienen mayor importancia en estadistica inferencial: estimacién de
parametros y pruebas de hipotesis. En la unidad anterior, se expuso el tema de
estimacion; ahora, se abordara el de pruebas de hipdtesis.

En la practica profesional es habitual enfrentar situaciones

donde se requiere apoyar 0 no un supuesto sobre
el comportamiento de una distribucion. Por

ejemplo, al area de mercadotecnia de una

empresa de cosméticos le gustaria

comprobar si el 75% de las mujeres entre 30
y 40 afios que laboran utilizan un labial de color
café. O un auditor desearia comprobar que el 60%
de las licitaciones de cierta organizacion no cumplieron
con las bases de la convocatoria. O al coordinador del departamento de Matematicas
le interesaria conocer si existe diferencia en el aprovechamiento de la materia de

Estadistica entre los alumnos de Administracion y Contaduria.

En esta unidad se expone cémo plantear hipétesis, los tipos de errores que se pueden
cometer y las clases de pruebas. Ademas, se muestra como realizar contrastes de

hipétesis para una y dos medias, una y dos proporciones, y dos varianzas.
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4.1. Planteamiento de
las hipétesis

En todas las areas del conocimiento donde se aplica el método cientifico, el
planteamiento de hipotesis desempena un papel central. Después de observar una
situacion, toda investigacion parte de una hipétesis, la cual buscara apoyarse o no con
la evidencia recabada en una muestra. Por ejemplo, un investigador de las ciencias
administrativas podria estar interesado en demostrar que la proporciéon de PYMES que
fracasan los primeros cinco afos de vida es mayor en el sector comercial que en el de
servicios. El gerente de marca de un producto desearia demostrar que las ventas de
su producto aumentan 10% si el tiempo de promocion en radio es mayor a 25 minutos
al dia. O el coordinador de Matematicas pretenderia demostrar que no hay diferencia

en el desempeno de los alumnos del turno vespertino respecto al matutino.

En este apartado, se mostrara qué es una hipodtesis estadistica, sus partes y como
plantearla.

Hipétesis estadistica

4 N

Una hipétesis estadistica es un enunciado sobre el
comportamiento de un parametro poblacional o de
la distribucion de una variable aleatoria, la cual se
confirmara a través de una prueba de hipotesis que
utiliza la informacion de una muestra.

(. /
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Elementos de una prueba de hipétesis:

Hipotesis nula (H,)

/Enunciado referente
al comportamiento
del valor de un
parametro
poblacional que
sera probado a
través de la
informacion de una

Hipdtesis alternativa

(H;oH,)

/

Enunciado que
contrasta el
comportamiento del
valor de un
parametro
poblacional definido
en la hipotesis nula.

\muestra.

Estadistico de
prueba (EP)

( \

Regla

expresada con ‘
unaformula
que involucra |
los valores de |
la muestra. ‘

SE——

4

Valor critico o
punto critico (PC)

|

Valor del
estadistico de
prueba a partir
del cual se
rechaza la
hipétesis nula.

-~

Planteamiento de hipodtesis

Administracion

Nivel de significancia (a)

P

<

Probabilidad de no
aceptar la hipoétesis
nula cuando es
verdadera.

Regién de rechazo

( b

Valores de la
prueba donde
se rechaza la
hipétesis nula.

- @@

Valor p (p-value)

|

Probabilidad
de que el valor
arrojado por el
estadistico de
prueba sea
observado si
la hipotesis
nula es

verdadera.

|

El planteamiento de hipétesis consiste en definir tanto la hipotesis nula como la

alternativa de forma que involucre el parametro a inferir. Es deseable plantear en la

hipbtesis nula que el parametro de interés es igual a cierto valor (6 = 0y); y en la

alternativa, que es menor, mayor o diferente.

La notacion que se emplea para plantear hipotesis es identificar la hipotesis nula o

alternativa (Ho 0 Ha) y separar con “” el enunciado.
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Como ejemplo, supongase que el gerente de producto de cierta

organizacion desea comprobar a los directivos que el

principal competidor ocupa en promedio mas de 30

minutos al dia en sus promocionales insertados en radio.
En este caso, el parametro @ de interés es el promedio
poblacional (u), y la hipdtesis que el gerente pretende probar
es que u > 30, lo que la convierte en una hipotesis alternativa, y en consecuencia la
hipétesis nula es que p < 30 (como esta region contiene la igualdad, es suficiente
utilizar un solo punto de esta regién). De esta manera, el planteamiento de hipotesis

queda asi:

Ho:u =30
Ha:u>30

Para plantear una hipétesis, se sugiere dar estos pasos:

‘ 1. Identificar el parametro poblacional que se desea inferir. J

\ 2. Identificar la hipétesis alternativa. J

[3. Identificar la hipétesis nula. {

Una vez que se ha planteado la hipotesis, el siguiente paso es definir la precision de

la prueba, lo cual se explicara en la siguiente seccion.
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4.2. Errores tipo | y tipo |l

Para realizar una prueba de hipdtesis, se requiere recabar una muestra. Esto implica

asumir que la inferencia tendra una desviacion respecto al comportamiento real.

Se corre el riesgo de dos situaciones que provoquen inferencias equivocadas al

realizar un contraste de hipotesis.

Primera situacién consiste en rechazar la hipotesis
nula cuando es verdadera, a este caso se le
conoce como el error tipo |y se le denota como a
(probabilidad de que se presente esta situacion).

Segundo caso se refiere a rechazar la hipotesis
alternativa cuando es cierta, a este error se le
denomina error tipo Il y se denota como f8
(probabilidad de caer en esta situacion).

En la tabla 1, se ilustran los escenarios posibles al contrastar hipétesis.

Tabla 1. Escenarios posibles al contrastar hipoétesis

Resultado de la prueba

Se acepta
Ho

Se rechaza
Ho

Decisioén correcta

Verdadera Se acepta H,

Situacion real y es verdadera
de Ho Error tipo Il 8
Falsa Se acepta H,

y es falsa

Error tipo |l a

Se rechaza H,

y es verdadera
Decision correcta

Se rechaza H,

y es falsa

Fuente: elaboracién propia.
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La tabla anterior muestra los escenarios posibles al realizar una prueba de hipoétesis.
El primero ocurre cuando se toma una decision correcta, ya sea aceptando o
rechazando la hipotesis cuando lo amerite. Los otros escenarios son los errores

mencionados previamente.

Al trabajar con pruebas de hipotesis en la practica, se fija el error tipo |, que se permite,
lo cual se conoce como “nivel de significancia de la prueba”. Los valores mas comunes
son de 0.05 y 0.01. Cuando los resultados de la prueba no tienen consecuencias
importantes, puede incrementarse el nivel de significancia. Es factible controlar este
error desde el disefio del muestreo.

Este material se centra en controlar el error |. Para el manejo del error tipo Il, se

recomienda consultar a Anderson (2012, pp. 382-387).
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4.3. Pruebas de uno y de dos extremos

y regiones de aceptacion y de rechazo

Existen dos pruebas:

’ Prueba de un estremo ‘ ' Prueba de dos extremos
» Se contrasta que el valor del » Se contrasta que el valor sea
parametro sea notablemente mayor diferente al establecido en la
o menor al fijado en la hipotesis hipotesis nula, es decir, puede ser
nula. notablemente mayor o menor.

El tipo de prueba se define con la hipdtesis alternativa.

Cuando la prueba es de una cola, la region de rechazo se localizara en un
extremo de la distribucion del estadistico de prueba; y si es de dos extremos, en

En la tabla 2 se resume esta informacion.

Tabla 2. Caracteristicas de los tipos de pruebas de hipoétesis

Bilateral Dos Extremos positivo y

negativo
Extremo positivo

Unilateral Una .
Extremo negativo

Fuente: elaboracién propia.
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En la figura 1, se ilustran los tipos de pruebas de hipotesis y sus zonas de rechazo.

Figura 1. Tipos de pruebas de hipétesis y zonas de rechazo

Prueba de Hipdtesis
Bilateral

Zona de No Rechazo
Zona Rechazo Zona Rechazo

Prueba de Hipodtesis
Unilateral
Negativa Positiva

' \
Zona de No Rechazo
Zona de No Rechazo

ona Rechazo Zona Rechazo

T T
Fuente: elaboracién propia.

La figura anterior muestra que las regiones de rechazo se encuentran a partir de un

valor que se denominara critico.

El valor critico

(Se calcula a partir de la significancia que se defina en la prueba. h
Supdngase que la distribucion del estadistico de prueba es una normal
estandarizada. Para calcular el valor critico, se emplea la siguiente
funcion de Excel:

* DISTR.NORM.ESTAND.INV(probabilidad)
o J
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partes: 1 —ay a.

Como ejemplo, supdngase que se establecié un nivel de significancia (a) de 1%. Se
pide determinar el valor critico para una prueba de una o dos colas cuando la

distribucion del estadistico de prueba es una distribucion normal estandarizada.

a. Para una prueba de una cola

(derecha) a=0.01

Probabilidad =1 — 0.01
Probabilidad = 0.99
DISTR.NORM.ESTAND.INV(0.99) = 2.32

b. Para una prueba de una cola

(izquierda) Por la propiedad de simetria de una

distribucion normal, el punto critico es —2.32

c. Para una prueba de dos colas, se o= 0.01
buscaran dos puntos criticos y la IRt ]
region de rechazo se dividira en dos a se divide entre 2:

. a 0.01
partes iguales. —= ——=0.005

Partiendo de: 2 2
Probabilidad = 1 — 0.005
Probabilidad = 0.995
DISTR.NORM.ESTAND.INV(0.995) = 2.575

Por la propiedad de simetria de la distribucién normal, los puntos
criticos son + 2.575

Para realizar la prueba de hipotesis, ademas de una muestra, se requiere un
estadistico de prueba, regla que arroja un valor aleatorio para determinar el resultado

de la prueba.
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Férmula general de un estadistico de prueba:

_6- 6,
- —

EP

Donde:

El estadistico de prueba es una variable aleatoria debido a que su valor dependera de
los elementos que conforman la muestra. En el resto de la unidad, se expondran las

distribuciones muestrales asociadas a esos elementos.

Se cuenta con un estadistico de prueba para realizar una prueba con algun parametro.
La tabla 3 contiene un resumen de los estadisticos de prueba a emplear en esta

unidad.
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Tabla 3. Resumen de los elementos que conforman los estadisticos de prueba

para los casos a estudiar en esta unidad

Ox = — =
= EP =~

Si no se conoce o, se

Si no se conoce o, se

sustituye por s sustituye por s

By
p PQ gp="P

%= | Pe

n

O _5. = D — D — 2
X1— X2 n1 nz

Si no se conocen G1, 02, se Si no se conocen o1, 02, se

sustituyen por s1 y sz sustituyen por s1y s2
= Oy — _ P1— D2
P1~P2 P17P2 b= p1(1-p1) + p2(1-p2)
_ p1(1 —p1) + p2(1 —p2) ny ny
n; n;

2 2
51 EP=F=31
21 52

Fuente: elaboracién propia.

En las siguientes secciones se expondra cada caso.

Para terminar este apartado, en la figura 2 se ilustran los elementos que conforman
una prueba de hipétesis de dos colas con un estadistico de prueba con distribucion

normal estandar.
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Figura 2. Elementos de una prueba de hipétesis

No se rechaza H, Se rechaza H,

p-value
Planteamiento

HD=9: 90
H1=9¢ 90

Zona dé
No Rechgzo

Zona de
No Rechazo

p-value

Zona

Rechazo
Punto T Punto Punto Punto T
critico critico critico critico
Estadistico Estadistico
de prueba de prueba

Fuente: elaboracién propia.

La figura anterior muestra dos situaciones: la aceptacién de la hipétesis nula (figura

izquierda) y su rechazo (figura derecha).

4.4. Pruebas de hipotesis

para una media poblacional

La primera prueba que se abordara en esta unidad se relaciona con el promedio
poblacional (u). Para estimar este parametro, se emplea el promedio muestral (x). En
la segunda unidad, se mencion6 que la distribucion muestral de la media se acerca a
una normal cuando la varianza poblacional es conocida o si la muestra es de tamano
de 30 o mas elementos. Si se desconoce la varianza, la distribucion muestral es una t
con n— 1 grados de libertad, la cual se aproxima a una normal estandarizada conforme

se incrementa la muestra.
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Estadistico de prueba a utilizar:

Donde:

Cuando se conoce la varianza poblacional, en caso contrario, se sustituye por s.

A continuacion, se muestran ejemplos sobre la realizacién de pruebas con la media.

Ejemplo 1

El gerente del area médica de una empresa farmacéutica
sabe por experiencia que el promedio de visitas
diarias a los médicos efectuadas por los

representantes es de 6 con una desviacion estandar

de 1.22. Entonces, el gerente del area llama la
atencion a los representantes médicos, pues considera
que el promedio de visitas ha disminuido en los ultimos tres meses. A fin
de comprobarlo, toma una muestra de 30 representantes, donde encuentra que el
promedio es de 6.06 con una desviacion de 1.41. Considerando una significancia de

0.05, ¢4tiene razon el gerente?

Solucion:

Para resolver la prueba, se daran los siguientes pasos.
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No se rechaza H,

Zona dé
No Recheizo

Rechazo

PC=-1.65 [ T

EP =0.233
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El promedio de un examen de conocimientos aplicado por una universidad cada ano
ha sido de 7.25. El director sospecha que el promedio de calificaciones disminuyo el
ultimo ano, por lo que solicito realizar un estudio tomando una muestra de 40 alumnos

con una significancia del 10%.

Los resultados de calificaciones obtenidas por los 40 alumnos seleccionados se

muestran a continuacion.

Alumno | Calificacién Alumno | Calificacién
1 2 21 7
2 7 22 0
3 6 23 1
4 2 24 0
5 1 25 6
6 0 26 5
7 10 27 10
8 9 28 8
9 9 29 10

10 5 30 3

11 7 31 8
12 5 32 8
13 3 33 1

14 5 34 2
15 5 35 8
16 10 36 3
17 4 37 8
18 8 38 8
19 7 39 10
20 3 40 9

Con una significancia de 10%, ¢,se apoya la hipotesis del director?
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Solucioén:

Para resolver la prueba, se daran los siguientes pasos.

1. Identificar los datos

El parametro a probar es p:

u=7.25
n =40
a=10% (0.10)
2. Calcular el promedio y desviacion muestral. Se pueden emplear las formulas
promedio() y desvest()de Excel, o calcularlos con sus respectivas férmulas.
Promedio muestral:
n
x; 223

T 40
5.57

x|
Il =y
Il
N = |M

X

20 —%)?
5= n—1

—®?2  [407.775  |407.775
S:\/Z("l *) :J :J = V10.455

Desviacion estandar muestral:

n—1 40-1 39
s=3.23

3. Definir las hipotesis

En este ejemplo, la hipdtesis nula se establece con el valor histérico (u = 7.25). La
hipétesis alternativa se encuentra en este segmento del enunciado del problema: “El
director sospecha que el promedio de calificaciones disminuyé el ultimo aio”.
La prueba se plantea asi:

Ho:u=7.25

Hi:u<7.25

La prueba es de un extremo (izquierdo).
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4. Como el estadistico de prueba sigue una distribucion normal estandarizada, se
determinara el valor critico y la zona de rechazo con las formulas que correspondan

en Excel.

Primero, se calcula el parametro probabilidad.
Probabilidad =1-a=0.9
De esta manera, se calcula el punto critico:
PC = DISTR.NORM.ESTAND.INV(0.90)
PC=1.281=1.28

Como la prueba es de un extremo a la izquierda por la propiedad de simetria de la
distribucion normal, el valor critico es —1.28.

5. Se realizan los calculos del estadistico de prueba con la férmula siguiente:
7 —
EP = — K
Vn
5.57-7.25

3.23
V40

—1.68
3.23
6.3245

_ -1.68
©0.5112

EP = -3.28

EP =

EP =

6. Se construye la grafica para determinar la zona donde se ubica el valor del

estadistico de prueba.
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W2,  SUAED ‘

Serechaza H,

Zona de
No Rechazo

a=0.10

Zona
*Rechazo
1 PC=-1.28"

EP =-3.28

El EP se situa en la region de rechazo, asi que Ho no se acepta a una significancia
de 0.10. Es decir, hay elementos para apoyar al director de que el promedio del

examen de conocimientos disminuyo el ultimo ano.

Ejemplo 3

El gerente de producto de una marca de ropa conoce
que a nivel nacional los hogares de su segmento de
mercado destinan en promedio al mes $2,045 en la
compra de ropa y calzado. El gerente piensa que los
miembros de su programa de CRM (Customer
Relationship Management) no gastan esa cantidad.
Entonces, para disefiar una estrategia de venta con
los miembros de su programa de CRM, entrevista a
una muestra elegida al azar de 20 hogares, a quienes
pregunta la cantidad de dinero destinada a vestido y

calzado al mes. La muestra arrojé que en promedio un

hogar miembro del CRM gasta al mes $1,930 con una
desviacion del $680. ;Los resultados anteriores
apoyan la hipétesis del gerente, con una significancia
del 5%?
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Solucién:

Nuevamente, se siguen los pasos de los ejemplos anteriores.

-

.‘.

No se rechaza H,

:Zona de
No Rechazo

o
(@]
I
1
N
o
©
JE R
o
(@]
1l
N
o
©
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4.5. Tres métodos para realizar

pruebas de hipoétesis

En la seccién anterior, se expuso como realizar pruebas de hipotesis para una media,

siguiendo estos pasos:

Para el punto 5, se pueden aplicar tres criterios: basarse en el valor del estadistico de
prueba, utilizar el p-value o emplear un intervalo de confianza. La siguiente sesidn
muestra la manera de concluir una prueba de hipétesis utilizando los tres diferentes

métodos.

- 168 de 350
Segundo semestre




Administracion

4.5.1. El método del intervalo

En la unidad anterior, se aprendid a hacer estimaciones de un parametro poblacional
a través de un intervalo de confianza. En este apartado, dicho calculo servira para

concluir una prueba de hipoétesis. Se aplicara la siguiente regla:

Si el valor de p, se encuentra en el intervalo de confianza, entonces no se rechaza H,

*Este criterio del intervalo de confianza se emplea en pruebas bilaterales donde la
confiabilidad del intervalo sera 1 — a.

Para ejemplificar el uso del método del intervalo de confianza, se retomara el ejemplo
3 de la sesion anterior, donde con una significancia de 5% se deseaba probar que los
hogares miembros del programa de CRM destinaban al mes en promedio una cantidad
diferente a $2,045 en vestido y calzado. Para realizar la prueba, se empled una
muestra aleatoria de 20 familias, quienes en promedio destinaban mensualmente

$1,930 en adquirir vestido y calzado con una desviacién del $680.

El planteamiento de la hipotesis fue el siguiente:

Ho: 1 = $2,045 |
H,: p#$2,045 1

El estimador empleado para determinar el valor de y es el promedio muestral, con una
distribucion t de Student con 19 grados de libertad, porque se desconoce la varianza

poblacional.

Al conocer la distribucidon del promedio muestral, se puede estimar un intervalo de

confianza que contenga a p.
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Con el método de intervalo de confianza, se acepta la hipotesis nula si $2,045 se
encuentra contenido. Como la significancia de la prueba (a) es de 5%, la confiabilidad
del intervaloes 1 —a=1-0.05=0.95.

De esta manera, el intervalo de confianza (IC) con 95% de confiabilidad resulta:

S

IC=X+t—

T Vn
1 = 1,930 +2.09 - 22
T V20

IC =1,930 + 318.25

IC = (1,611.75 — 2,248.25)

Como el valor del parametro bajo la hipétesis nula (2,045) lo contiene el intervalo, no

se rechaza H,

4.5.2. El método estadistico de prueba

En los ejemplos utilizados en las pruebas sobre la media se procedia a delimitar las
regiones de aceptacion y rechazo de acuerdo con la distribucién del estadistico de
prueba. Luego, con los valores de la muestra, se calculaba el valor del estadistico de

prueba y se observaba la regién donde caia este valor:

si caia en la regién de aceptacion, se aceptaba la
hipétesis nula; de lo contrario, se rechazaba.

Esta metodologia se empled en la seccion de pruebas de hipétesis para una media

poblacional.
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4.5.3. El método del valorde la p

Otro criterio para determinar si se acepta o no una hipoétesis es a través del valor de la
p, conocido como p-value. Este valor es la probabilidad de que el estadistico de prueba

sea el que arroje la muestra o un valor mayor.

de la prueba, se acepta la hipotesis nula; en caso

Como regla practica, si p-value es mayor a la significancia
contrario, se rechaza.

Para ejemplificar este método, se plantea nuevamente el ejemplo 3 de la seccion
anterior, donde el estadistico de prueba result6é —0.7563. Como la distribucion del
estadistico de prueba es una t con 19 grados de libertad, la probabilidad de observar

el valor del estadistico de prueba es el siguiente:

DISTR.T(-7563,19,2) = 0.4587

Como el p-value es mayor a 0.05, no se rechaza la hipétesis nula.
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4.6. Prueba de hipotesis sobre una

proporcion poblacional

La segunda prueba que se abordara en esta unidad es la relacionada con la proporcion
poblacional (P). Para estimar este parametro, se emplea la proporcién muestral (p).
En la segunda unidad, se estudié que la distribuciéon muestral de la proporcién se
acerca a una normal; en este caso, el estadistico de prueba a utilizar es el siguiente:

90— 0 - P
EP — 0o_P

Op o

p
P(1-P)
op = -

Esto es cuando se conoce la proporcién poblacional. En caso contrario, en vez de

Donde:

dividir entre n, se hace entre n — 1.

A continuacién, se exponen ejemplos sobre la realizacion de pruebas con la

proporcion.

Ejemplo 1

Histéricamente, las entregas a domicilio de productos adquiridos en una cadena de
tiendas departamentales en el tiempo establecido en sus politicas, es de 85%. A fin de
solicitar un bono de desempefio, el gerente de logistica selecciona una muestra
aleatoria de 50 casos para demostrar que la proporcion de entregas hechas en tiempo
se ha incrementado. En la muestra, se realizaron en tiempo 44 entregas. Con una

significancia de 0.05, se pide confirmar si se apoya lo dicho por el gerente de logistica.

N 172 de 350
Segundo semestre



Licenciatura: Administracion

Solucién

Se realiza lo mismo de los ejemplos anteriores.

—

/3. Se determina la zona de rechazo
calculando el punto critico. Es
necesario calcular el valor de la
probabilidad que se sustituira en la
formula de Excel. Este valor se obtiene
utilizando el valor de a:

eProbabilidad = 1 —0.05 = 0.95

*PC = DISTR.NORM.ESTAND.INV/(0.95)
*PC=1.644=1.64

/

No se rechaza H,

Zona de
No Rechazp

T fpc=164
EP=0.594

173 de 350
Segundo semestre



A Ty

B425 A\ ot o
ﬁﬁ \Q, | Administracion

Las cifras oficiales reportadas por un
pais ante un organismo internacional
sefalan que el 72% de la poblacion
mayor a 18 afos en posibilidad de
generar un ingreso se encuentra en
informalidad laboral. Un investigador

considera que estas cifras no coinciden

con la realidad nacional y levanta una
encuesta entre 300 personas elegidas al azar, mayores de 18 afnos y en posibilidad de
generar ingresos: obtiene que 262 se encuentran en informalidad. ;Hay la suficiente

evidencia con un nivel de significancia del 10% para apoyar las cifras oficiales?

Solucioén:

Se procede como en los ejemplos anteriores.
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\

Serechaza H,

/\

Zona de
No Rechazo

Rechazo

PC=-1.64 ' PC=1.
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4.7. Pruebas de hipotesis sobre

la diferencia entre dos medias

Es comun enfrentarse a situaciones donde se desea comparar los parametros de dos
poblaciones. Por ejemplo, el director de mercadotecnia de una organizacion podria
estar interesado en conocer el nivel de ingreso de cierto segmento de interés en el
Distrito Federal y en Tijuana; o el director de la FCA se interesaria en conocer el nivel
de matematicas de los alumnos de primer ingreso provenientes del concurso de

seleccion en comparacion con los de pase reglamentario.

En este apartado se muestra como realizar estos comparativos. La prueba que se
abordara es la diferencia entre dos medias de poblaciones diferentes (u1 — p2). En
esencia, la prueba establece que no existe diferencia importante entre las medias de
estas poblaciones (u1 = y2). Para estimar esta diferencia, se recurre a la diferencia de

los promedios muestrales (x; — X5).

El estadistico de prueba a utilizar es el siguiente:

0-0, % —x,
EP = =
) Opy-pn
Donde:
o2 N o3
Oy, u, = |—+—
1 - M2 n, n,
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Esto es cuando se conoce la varianza poblacional; en caso contrario, se sustituye

por s.

Cuando se conocen las varianzas poblacionales, el estadistico de prueba tiene una
distribucion normal estandarizada. De lo contrario, la distribucién del estadistico de

prueba es una t con grados de libertad definidos con la siguiente férmula:

(ﬁ+ﬁ)2 \
ng ny

gl= 2 2
5152 1 52,

1
nl—l(nl +n2—1(n2

A continuacion, se muestran ejemplos sobre la realizacién de este tipo de pruebas.

Ejemplo 1

Un inversionista planea desarrollar un gimnasio
destinado a mujeres. Para definir a qué segmento
enfocarse, opta por encuestar a dos grupos de 50
mujeres elegidas aleatoriamente que realizan
ejercicio, para conocer el tiempo destinado a ello.

El primer grupo lo integran mujeres de 30 afos o

menos; y el segundo, mujeres mayores de 30

afos. Los resultados de las encuestas arrojaron que

las mujeres de 30 afios 0 menos destinan en ejercitarse un promedio de 3.1 horas al
dia con una varianza muestral de 1.43 horas; las mujeres mayores de 30 afos,
destinan en promedio 2.78 horas con una varianza muestral de 1.34 horas. Con una
significancia del 1%, se pide determinar si existe diferencia entre los grupos al tiempo

promedio destinado a ejercitarse.
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Solucién:

Se procede como en los ejemplos anteriores.
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No se rechaza H,

Zona de
No Rechazo

Rechazo .
PC=-2.63 r TPC =2.63
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De acuerdo con una encuesta de origen-destino, el tiempo

de traslado al centro de la ciudad tiene una desviacion
de 0.24 horas para los habitantes del norte y de 0.19
horas para los del sur. En una organizacién ubicada

en el centro de la ciudad, el director de recursos

humanos desea proponer una politica de contratacién

basada en el tiempo que toma el aspirante para trasladarse de
su domicilio a la organizacion, para ello toma una muestra aleatoria de 30 empleados
que viven al norte y otra de 35 que viven al sur: obtiene que el tiempo promedio de
traslado es de 1.56 horas para los empleados que viven en el norte y de 2.08 horas
para los que habitan en el sur. Entonces, con una significancia de 0.05, ¢existe
evidencia estadistica que apoye la promocién de una politica de contratacién basada

en el tiempo de traslado del aspirante?

Solucion:

Se procede como en los ejemplos anteriores.
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Se rechaza H,

Zona de
No Rechazo

T PC=-1.96 ' PC=1.96
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4.8. Pruebas de hipotesis sobre la

diferencia entre dos proporciones

En este apartado, se muestra la prueba que realiza la diferencia entre dos

proporciones poblacionales (P1 — P2). En esencia, la prueba establece que no existe

diferencia importante entre las proporciones de estas poblaciones (P1 = P2). Para

estimar esta diferencia, se emplea la diferencia de las proporciones muestrales

(P1— P2)-

El estadistico de prueba a utilizar es el siguiente:

—~

60— 6 —
EP = 0_ P1— D2
Op Opi-p2
Donde:
- _ P1(1—P1)+ p2(1—p2)
P1- P2 n n,

El estadistico de prueba tiene una distribucion normal estandarizada.

A continuacion, se muestran ejemplos sobre la realizacién de esta prueba.

Segundo semestre

182 de 350



Iy

i

"'-fs @ Licenciatura: Administracion
®ia SUAED: :

Ejemplo 1

El SUAYED de la FCA de la UNAM ofrece dos modalidades para cursar las carreras
impartidas en esa Facultad: universidad abierta y educacion a distancia. En ambas
modalidades, se cuida la calidad de sus profesores para garantizar la excelencia
académica. Se sospecha que en la materia de Estadistica Il existe diferencia en la
reprobacion, por lo que se seleccionaron al azar dos muestras: una de 80 alumnos de
educacion a distancia y otra de 60 de universidad abierta, para comprobar si hay
diferencia en las modalidades. Los resultados de las muestras se presentan en la

siguiente tabla.

Alumnos de la muestra que aprueban y reprueban Estadistica Il

55 25 80
32 28 60
87 53 140

Con una significancia del 5%, ¢se apoya que no existe diferencia entre modalidades

en la materia de Estadistica I1?
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Solucién:

g

aprueba p; no aprueba q;

55—069 25—031
80 80
32—053 28—047
60 60
87 =0.62 53 =0.38
140 140

No se rechaza H,

Zona de
No Rechazo

Rechazo
PC=-1.96 t PCF 196

EP=1.81
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Ejemplo 2

Una compainiia dedicada a la venta de tiempos compartidos quiere lanzar una campafa
de publicidad para captar mas clientes y desea saber si la proporcién de matrimonios
que realiza la compra del tiempo compartido es igual a la proporcion de parejas en
union libre. Se toma una muestra de 100 matrimonios y otra de 100 parejas en union

libre. La informacion del resultado de la venta se muestra en la siguiente tabla.

Resultado de la venta de tiempos compartidos en la muestra

de matrimonios y parejas en union libre

63 37 100
47 53 100
110 90 200

Con una significancia del 0.1, ; se apoya que hay diferencia en el resultado de la venta

de acuerdo con la situacién marital?
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- Compra No compra

Solucién:

63 37
100~ 0.63 100~ 0.37
47 53

110 90

Se rechaza H,

Zona de

No Rechazo a=0.05

Zona,
Rechazo

PC=-1.64 ' PC=1.64 T

EP =2.30
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4.9. Prueba para la diferencia

entre dos varianzas

La ultima prueba que se abordara en esta unidad se utilizara para comparar dos
varianzas. A diferencia de las pruebas para comparar dos medias o0 dos proporciones,
la distribucion del estadistico de prueba es sesgada a la derecha, la cual es la
distribucion F (mencionada al final de la segunda unidad). Para emplear esta
distribucion, se parte del supuesto de que las muestras provienen de poblaciones con
distribucion normal y que las dispersiones son las mismas. Si no se cumple el

supuesto, la prueba caera en la region de rechazo.

El estadistico de prueba es el siguiente:

Donde:

$2 = la varianza muestral de la poblacion 1

$2 = la varianza muestral de la poblacion 2

Al igual que las distribuciones t de Student y x?, la distribucion F depende del numero
de elementos de las muestras extraidas de cada poblacion, asi que esta distribucion
tiene como parametros los grados de libertad: el tamafio de la muestra de la primera
poblacién menos uno y el tamafio de la muestra de la segunda poblacion menos uno.
Se acostumbra colocar la varianza mas grande de las muestras en el numerador. A

continuacion, se desglosa un ejemplo.
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Una escuela tiene como politica aplicar examenes departamentales de cada materia
para comprobar que los conocimientos de los alumnos es el mismo
independientemente del grupo al que pertenezcan, con una significancia del 0.1. El
coordinador del area de matematicas quiere saber si hay variacion entre las
calificaciones obtenidas de los dos grupos de Estadistica Inferencial, y aplica el
examen parcial de la material a una muestra de diez alumnos de cada grupo. Las

calificaciones obtenidas en cada muestra son las siguientes:

Calificaciones
Grupo1 Grupo 2

4 7
8 9
9 6
3 6
5 8
5 7
8 8
5 7
8 10
9 7
: 188 de 350
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Respuesta:

ﬁ Parametros: o3, o2

2. Calcular las varianzas muestrales
y los grados de libertad.
Utilizando las férmulas de Excel se
obtiene:

s2=4.93

s5 =1.61
Como s2>s3, se ubicara el valor de
la primera muestra en el numerador
del estadistico de prueba.
Los grados de libertad asociados al
numerador son 10 — 1 =9, el cual
es el mismo para los del
denominador, ya que ambos
tamanos de muestra constan de 10
elementos.

5. Se realizan los calculos del
estadistico de prueba utilizando la
f(’)rmulza correspondiente:

Sl

Administracion

G Definir las hipotesis

*En este ejemplo, la hipétesis nula
es que no existe diferencia entre
los grupos (6% = 63). La hipotesis
alternativa se encuentra en este
segmento del enunciado del
problema: “hay variacién entre las
calificaciones obtenidas de los
dos grupos de Estadistica
Inferencial”.

La pruzeba (%ueda planteada asi:
H,:0i =0

H,: 0'% * azf

Esta prueba es de dos extremos.

p

4. Como se trata de una prueba de
dos colas y ademas esta sesgada,
se deben determinar dos valores

i == criticos a través de la siguiente

-2%93 férmula de Excel, que requiere del
F=— valor de a y de los grados de
1.61 libertad:
F =3.06 a 0.1
\ E = T =0.05
PC, = DISTR.F.INV(0.05,9,9)=3.17
CCZ = DISTR.F.INV(0.95,9,9)=0.31
No se rechaza H,
6. Se dibuja la grafica para
determinar las zonas de rechazoy =0.05
comparar el estadistico de prueba:
El EP se situa en la regién de no
rechazo, asi que Hj no se rechaza
con una significancia del 10%.
Luego, no hay evidencia para :
rechazar que no hay variacién Zonade ; a=0.05
entre las calificaciones obtenidas Zona no
de los dos grupos de Estadistica Rechazo Rechazo | Zona
Inferencial. t Rechazo
4 pck3.17
PC=0.31 EP =3.06

( )
Area acumulada 0.05

. Y
Area acumulada 0.95
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RESUMEN

En esta unidad, se trato el tema de prueba de hipdtesis, consistente en un contraste
de dos supuestos sobre el valor de un parametro, el cual se prueba con los resultados
de una muestra. Se analizé como plantear hipotesis, se mencionaron los tipos de
errores que pueden cometerse, los tipos de pruebas que pueden realizarse y la forma
de delimitar las regiones de aceptacion y rechazo. Se explicé también como efectuar
pruebas de hipoétesis con los métodos de intervalo, estadistico de prueba y p-value.
Ademas, con el apoyo de Excel, se trabajaron ejercicios para realizar pruebas con la

media y la proporcioén, asi como con la diferencia de medias, proporciones y varianzas.
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OBJETIVO PARTICULAR

Al terminar la unidad, el alumno relacionara los conceptos de prueba de hipoétesis con

la distribucion ji cuadrada.

TEMARIO DETALLADO
(10 horas)

5. Pruebas de hipétesis con la distribucion ji cuadrada
5.1. La distribucion ji cuadrada, x?

5.2. Pruebas de hipétesis para la varianza de una poblacion
5.3. Prueba para la diferencia entre n proporciones
5.4. Pruebas de bondad de ajuste a distribuciones teoricas
5.4.1. Ajuste a una distribucién Normal
5.4.2. Ajuste a una distribucion Poisson
5.4.3. Ajuste a una distribucion Binomial
5.5. Pruebas sobre la independencia entre dos variables
5.6. Pruebas de homogeneidad
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INTRODUCCION

En la unidad anterior, se dieron las bases para realizar pruebas de hipotesis para
contrastar valores de parametros de una poblacién, como la media y una proporcion.
Posteriormente, se contrastaron medias, proporciones y varianzas de poblaciones
independientes utilizando estadisticos de prueba con distribuciones normal, t de
Student y F. Ahora, en esta unidad, se empleara otra distribucion muestral, la ji
cuadrada (x?), util no solamente para realizar pruebas relacionadas con una varianza
poblacional, sino también para validar si una muestra se ajusta a una distribucion
tedrica, si hay un cambio en una distribucion, si dos variables son independientes o si

dos muestras proceden de la misma poblacion.

Primero, se expondra la distribucion x?; después, se mostrara su uso para contrastar
hipétesis relacionadas con la varianza poblacional, diferencia de proporciones, bondad

de ajuste, independencia y homogeneidad.

Para el profesional egresado de la Facultad de
Contaduria y Administracion, el conocimiento
y manejo de esta distribucion le dara una
herramienta adicional para una mejor toma

de decisiones.
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5.1. La distribucion

ji cuadrada, x?

En la ultima seccioén de la tercera unidad, se utilizé la distribucion x? (ji cuadrada) para
estimar un intervalo para una varianza poblacional. Tedricamente, esta distribucién es
un caso de otra distribucion conocida como gamma; el parametro que determina su
distribucion son los grados de libertad, es decir, el numero de observaciones que

pueden variar libremente. Las caracteristicas de esta distribucién son las siguientes:

La distribucién se encuentra definida para valores \
positivos.

' I I
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En distribuciones muestrales, se emplea el estadistico

2

_ (n—1)s? 1
=

Donde:
- D
n = tamano de muestra
o? = varianza poblacional
s2 = varianza muestral 5

El estadistico tiene una distribucion y? con n — 1 grados de libertad.

Este resultado es valido si la muestra proviene de una poblacién con distribucion

normal.

5.2. Pruebas de hipétesis para la

varianza de una poblacién

En la unidad anterior, se realizaron pruebas de hipotesis relacionadas con una media,
una proporcion, diferencia de medias y diferencia de proporciones, y se finalizdé con
pruebas entre dos varianzas. En este capitulo, se expone cémo efectuar una prueba

para la varianza de una poblacion.

Como se ha mencionado en las unidades pasadas, en ocasiones se requiere hacer
inferencias sobre la varianza poblacional. Asi como en la unidad anterior, en este caso
se plantea una hipotesis nula y otra alternativa que involucra a la varianza, pero el

estadistico de prueba es:
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_ (n—1)s?

2
X o2

Y la distribucién asociada es una x? con n — 1 grados de libertad.

A continuacion, se analizan dos ejemplos.

Ejemplo 1.

Un call center tiene como criterio de calidad que la
duracion de sus llamadas tenga una desviacion estandar
de 1.5 respecto al promedio de cinco minutos El gerente
del call center sospecha que la desviacién es mayor,
para confirmarlo elige una muestra de 50 llamadas y
obtiene una desviacién de 1.37 minutos. ;Se puede

afirmar con un nivel de confianza del 95% que la

sospecha del gerente es correcta?

o o=1.5
n =50
s=1.37

Nivel de confianza: 95% = 0.95
Significancia: «a =1 —-0.95 = 0.05
Grados de libertad: n—1=50—-1 =49

4 D 4 Calculo del estadistico de prueba: D
Hipétesis: 2 _ (50 —1)-(1.37)2
x (157
H, = ¢*> = (1.5)? ,  (49)-(1.37)
H, = 6% > (1.5)2 X = (1.5)2
. (49)-1.8967
X =""2725
A\ 4 A 4
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Ejemplo 2.

Una empresa realiza periddicamente una encuesta de clima laboral entre los
empleados. Recientemente, varios departamentos solicitan que esta encuesta ya no
se realice con la misma periodicidad, pues distrae las labores de los subordinados. En
defensa de la encuesta, el director de recursos humanos sostiene que una variabilidad
de 7 minutos no afecta el desempeno. Para comprobar que la variabilidad es de 7,
elige una muestra de 20 empleados y obtiene un resultado de 6.7 minutos. ¢, Se puede

afirmar, con un nivel de confianza del 90%, que el director esta en lo correcto?

o g=17
n =20
§s=6.7

Nivel de confianza: 90% = 0.90
Significancia: ¢ =1—-0.9 = 0.1
0.1
a = T = 0. 05
Grados de libertad:n—1=20-1=19

- N c Calculo del estadistico de prueba: D
20-1) - (6.7)%
Hipotesis: x: = ( _; 2( )
o o (19)-1(1-4). 89
Hy = 0° =(7) xi=—
Hy = ¢® # (7)? ,  852.51
X = "9
x:=17.4
| o A 4
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5.3. Prueba para la diferencia

entre n proporciones

En la seccién anterior, se mostro el empleo de la distribucidon y? para hacer un
contraste de hipotesis de una varianza poblacional. A partir de esta seccién, se
analizara su utilidad en la comparacion de datos observados contra esperados, y de

esta manera apoyar o no un comportamiento teorico.

Estadistico de prueba que se empleara a partir de esta seccion:

|M;:-

ol - el)

Donde:

LOi = valor observado

e; = valor esperado
k = numero de categorias

Este estadistico tendra una distribucion y?. Los grados de libertad varian segun el

contexto.

En esta seccion, se aplicara el estadistico mencionado para apoyar o0 no que un

conjunto de datos tiene una distribucién multinomial.

En el curso de Estadistica Descriptiva, se presentd la distribucion binomial, la cual tiene
como una de sus caracteristicas que cada uno de los n ensayos independientes
solamente ofrece dos resultados posibles manteniéndose constante la probabilidad de

éxito. Cuando existen al menos tres resultados posibles, los cuales son mutuamente
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excluyentes y cada uno con una probabilidad de ocurrencia de manera que su suma

da uno, se esta frente a una distribucidon multinomial.

Supdngase que histéricamente la proporcion de estudiantes de Administracion que
obtiene una calificacién mayor a 9 en Estadistica Inferencial es 0.05; entre 8 y 9, 0.15;
entre 7y 8, 0.55; y el resto, menor a 7. Se ha propuesto una estrategia de ensefianza
que se espera mejore el aprovechamiento de la materia en los estudiantes de

Administracion. Un grupo piloto de 140 alumnos registro los siguientes resultados:

A 9.1-10 15
B 8.1-9.0 35
C 7.1-8.0 50
D Hasta 7.0 40
Total 140

¢ Se podria apoyar con un nivel de confianza de 95% que la estrategia modificé el
aprovechamiento de los estudiantes de Administracion en Estadistica Inferencial?

Obsérvese que el tratamiento de la informacion se ajusta al de una distribucion
multinomial porque hay mas de dos resultados y cada alumno nada mas puede estar
en una categoria. Se denotard como pa, ps, pcy po a la proporcion de alumnos en cada
nivel, y se aplicara una prueba de hipotesis para determinar si la nueva estrategia

modifica el desempenio.

La hipétesis nula y alternativa para probar si la estrategia modifica o no el desempefio

es la siguiente:

H,:las proporciones poblacionales no son las de la hipétesis nula
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Asumiendo como cierta la hipotesis nula, se esperaria que los 140 alumnos se

distribuyeran de la siguiente manera:

A 9.1-10 0.05 140-0.05 =7
B 8.1-9.0 0.15 140-0.15 =21
C 7.1-8.0 0.55 140:0.55 =77
D Hasta 7.0 0.25 140-0.25 =35
Total 140

Se calcula el estadistico de prueba que tendra una distribucion y? con k — 1 grados de

libertad, en este caso, k = 4:

k 2
2 E (oi - ei)
X — —_—
, €;
i=1

L AY: _ 2 _ 2 _ 2
. _(A5-7) +(35 21) +(50 77) +(40 35)

7 21 77 35
x*=9.1+9.3+9.5+0.7
x?=28.7

Se realiza una prueba bilateral. Con Microsoft Excel (2013), se calcula el punto critico
superior:
PRUEBA.CHI.INV(0.05/2,3) = 9.3
Y el inferior:
PRUEBA.CHI.INV(1-0.05/2,3) = 0.2

En la figura 1, se ilustra la regién donde cae el estadistico de prueba.
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Figura 1. Resultado de la prueba de hipoétesis

Serechaza H,

o= 0.025
Zona de
no
Rechazo
Zona Zona \
Rechazo Rechazo .
PC=9.3 T

PC=0.2 EP =287

, f
Area acumulada 0.025

, |
Area acumulada 0.975

Fuente: elaboracién propia.

La figura anterior muestra la distribucion del estadistico de prueba asumiendo que la
hipotesis nula es cierta. Debido a que la prueba es bilateral, la region de rechazo se
encuentra en ambos extremos de la curva. La region de aceptacidn se halla entre los
puntos criticos (0.2 y 9.3), lo cual significa que, si la prueba tiene un valor en esta
region, la hipétesis nula se acepta. En la figura se observa que el resultado de la

prueba (28.7) se situa en la zona de rechazo, por tanto, se rechaza la hipotesis nula.

En conclusion, hay evidencia estadistica para rechazar la hipétesis nula: la estrategia
modificd el aprovechamiento de los estudiantes de Administracion en Estadistica
Inferencial.
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5.4. Pruebas de bondad de ajuste

a distribuciones teoricas

Como se ha estudiado hasta este punto, tanto las técnicas de estimacion como las
de contraste de hipdtesis se realizan con la informacién de una muestra. A veces,
se pretende conocer si la poblacion de la que proviene la muestra se ajusta a una
distribucion tedrica. En esta seccion, se utilizara la distribucion y? para probar si un
conjunto de informacion se ajusta a una distribucion Normal, Poisson o Binomial.

En las tres distribuciones el proceso para realizar la prueba es similar:

Se forman categorias.

A

Se realizan conteos en cada categoria.

A8

Se estima el valor esperado de elementos en cada categoria.

A

Se contrasta la hipotesis.

* Hy: los datos se ajustan a la distribucion
* H,: los datos no se ajustan a la distribucion
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Con el estadistico de prueba:

e 2
2 _ Z(Oi_ei)
X e;

i=1

Donde:

0; = valor observado
e; = valor esperado
k = nimero de categorias

Asumiendo cierta la hipotesis nula, este estadistico tendra una distribucion x?,
con k—p — 1 grados de libertad, donde k es el numero de categorias y p los parametros

de la distribucién tedrica.

La hipotesis nula se rechaza si el valor del estadistico de prueba resulta mayor al punto

critico de la distribucion teodrica.

A continuacion, se muestra como realizar la prueba de bondad de ajuste para una

distribucién normal.
5.4.1. Ajuste a una distribuciéon normal

Para explicar la prueba para el ajuste a una distribucion normal, se utilizara el siguiente

ejemplo.

Los resultados de una prueba realizada a 110 aspirantes a ocupar una plaza laboral

se muestran a continuacion.
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80.0 | 60.0 | 56.7 | 54.2 | 52.5 | 50.8 | 48.3 | 46.7 | 45.0 | 42.5 | 36.7
69.2 | 59.2 | 56.7 | 53.3 | 51.7 | 50.0 | 48.3 | 46.7 | 45.0 | 42.5 | 36.7
69.2 | 59.2 | 56.7 | 53.3 | 51.7 | 50.0 | 48.3 | 45.8 | 44.2 | 41.7 | 36.7
69.2 | 59.2 | 56.7 | 53.3 | 51.7 | 49.2 | 47.5 | 45.8 | 44.2 | 41.7 | 34.2
69.2 | 58.3 | 56.7 | 53.3 | 51.7 | 49.2 | 47.5 | 45.8 | 44.2 | 40.8 | 34.2
68.3 | 58.3 | 55.8 | 53.3 | 50.8 | 49.2 | 47.5 | 45.0 | 44.2 | 40.8 | 33.3
64.2 | 57.5 | 55.8 | 53.3 | 50.8 | 49.2 | 47.5 | 45.0 | 43.3 | 40.0 | 325
63.3 | 57.5 | 55.8 | 52.5 | 50.8 | 49.2 | 46.7 | 45.0 | 43.3 | 38.3 | 325
61.7 | 56.7 | 55.0 | 52.5 | 50.8 | 48.3 | 46.7 | 45.0 | 43.3 | 37.5 | 29.2
60.8 | 56.7 | 54.2 | 52.5 | 50.8 | 48.3 | 46.7 | 45.0 | 425 | 36.7 | 37.2

A fin de precisar los puntajes que deben tener los candidatos para pasar a la siguiente
etapa, se quiere probar primeramente que los datos provienen de una distribucion

normal con un nivel de confianza de 95%.

Como la distribucién normal es continua, para probar el ajuste a esta distribucion, se

categorizara la informacion en deciles.

En primer lugar, se estimaran los parametros de la distribucion (media y desviacion

estandar) con la informacion de la muestra.

El estimador de la media (u) es el promedio muestral; y el de la desviacion estandar

(0), la desviacion muestral.

Asi:
_B0.0+69.2++29.2+37.2
r= 109 -
Y:
_ ](80.0 —49.7)2+(69.2 — 49.7)2+ -+ (29.2 — 49.7)2 + (37.2 — 49.9)2
109 -1
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Se va a probar, entonces, si la informacién se ajusta a una distribucion normal con

media 49.7 y desviacion estandar de 8.9.

Para realizar la prueba, se formaran 10 categorias y cada una concentrara una
probabilidad de 10%. Estas categorias se determinaran con los cuantiles z de una
distribucion normal estandar; una vez conocido este valor, se procede a convertirlo en

la métrica de la prueba.

En la siguiente tabla se muestran los puntos de corte.

Tabla. Calculo de los puntos de corte para formar las categorias que se
utilizaran en la prueba de bondad de ajuste a una distribucién normal

Corte z Puntaje
49.7+z-8.9
1 -1.28 38.29
2 -0.84 42.21
3 -0.52 45.03
4 -0.25 47.45
5 0.00 49.70
6 0.25 51.95
7 0.52 54.37
8 0.84 57.19
9 1.28 61.11

La tabla anterior consta de tres columnas: corte, z y puntaje. En la primera columna
solamente se enumeran los puntos de corte que se requieren para dividir la distribucion
tedrica en 10 partes iguales. La segunda (z) es el cuantil de una distribucion normal
estandar que acumula un area de 0.1 desde el ultimo corte a la izquierda. Y la tercera
es la conversion del valor del cuantil z a la métrica del examen. Esta conversion se

fundamenta en que la distribucion normal estandar se calcula asi:
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Donde:

Al despejar X, se obtiene:

Asi, el punto de corte en la métrica del examen se obtiene sumando al promedio (49.7)

el producto del cuantil por la desviacion estandar (8.9).

En la figura 2, se ilustra la segmentacion de la distribucién tedrica con el empleo de los

puntos de corte calculados.

Figura 2. Segmentacion de la distribucion tedrica en 10 areas iguales

Probabilidad
0.03 0.04

0.02

0.01

0.00

T T T T T T T
20 30 40 50 60 70 80

Puntaje de la prueba

Fuente: elaboracién propia con empleo del paquete estadistico R®

°R Core Team (2014). R: A language and environment for statistical computing. R Foundation for
Statistical Computing, Vienna, Austria. URL http://www.R-project.org/.
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La figura anterior muestra la segmentacion en 10 areas del mismo tamarno (0.1) de
una distribucion normal con media de 49.7 y desviacion estandar de 8.9. El siguiente
paso consiste en realizar un conteo de los aspirantes que caen en cada categoria
(area) y compararlo con su numero esperado: (110) (0.1) = 11. La siguiente tabla

presenta las frecuencias observadas y esperadas para cada categoria.

Tabla. Frecuencias observadas y esperadas por categoria

Frecuencia

Categoria Observada Estimada

1 12 11
2 6 11
3 17 11
4 8 11
5 14 11
6 12 11
7 12 11
8 11 11
9 9 11
10 9 11
Total 110 110

Una vez que se cuenta con las frecuencias observadas y estimadas para cada

categoria, se procede a realizar la prueba con el estadistico de prueba:

k
5 _ z (0; — ))?
=)y "2
4 €;
i=1

Sustituyendo los valores, se tiene:

— 2 _ 2 _ 2
_(az-1? @-11)? L 9-11)?

2
X 11 11 11

8.2

A partir de la hipotesis nula, el estadistico de prueba tiene una distribucion ){2 con

k — p — 1 grados de libertad. En este caso, k =10 y p = 2 porque la distribucién normal

tiene dos parametros (media y desviacion estandar): se comparara el valor del
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estadistico de prueba con el punto critico de una distribucién )(2 con10-2-1=7

grados de libertad que corta la curva en dos zonas: una con area de 0.05 a su derecha
y la otra de 0.95.

Con Microsoft Excel (2013), se calcula el punto critico de esta distribucion asi:

{ PRUEBA.CHI.INV(0.05, 7) = 14.07 ]

Como el punto critico es mayor al valor del estadistico de prueba, no se tiene evidencia
estadistica para rechazar la hipétesis nula. Luego, se apoya la hipotesis de que la

muestra proviene de una poblacion con distribucién normal.
5.4.2. Ajuste a una distribucion Poisson

En este apartado, se muestra un ejemplo donde se prueba la bondad de ajuste a una

distribucion Poisson.

En un establecimiento comercial, se han
incrementado las quejas respecto a que no hay
suficiente personal para atender a la clientela. Por
su parte, los empleados solicitan al gerente que
contrate mas personal debido a que la demanda los

supera. Con la intencion de justificar la contratacién
de mas personal, el gerente, durante una semana, tomé una muestra aleatoria de 60
periodos de 15 minutos y registré el numero de clientes que acuden al establecimiento.

Los registros son los siguientes:
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10 6 8 12 9
20 15 1 20 16 1
14 16 18 0 19 9
17 1 5 4 10 4
10 20 13 10 16 19
8 17 13 9 1 6
5 10 15 10 14 9
10 15 8 3 11 8
18 17 14 17 12 9
3 2 14 15 16 1

Para realizar simulaciones, se debe estar convencido de que la distribucion de las

llegadas sigue una distribucion Poisson. Con un nivel de confianza del 95%, se apoya

la hipotesis de que las llegadas se ajustan a una distribucién Poisson.

Para realizar la prueba, primero se construye una tabla de frecuencia de llegadas:

Segundo semestre
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En la primera columna de la tabla anterior, se muestra el numero de llegadas
registradas en periodos de 15 minutos, estas llegadas oscilan entre 1 y 20. En
promedio, se registran 10.7 llegadas cada 15 minutos (este promedio se calculd

utilizando el criterio de datos agrupados).

Con el propésito de no trabajar con frecuencias menores a cinco, se agruparan

categorias y la tabla quedara de la siguiente forma:

Llegadas Casos
1 6
2a7 9
8a9 10
10 y mas 35

La agrupacion utilizada es un tanto subjetiva (normalmente, queda al criterio del

investigador).

Se busca probar que la muestra proviene de una poblacion con distribucion Poisson
con parametro A = 10.7, por lo que el siguiente paso es calcular el valor esperado de

cada categoria.

Llegadas Casos Probabilidad Esperado
1a7 15 0.1624 10
8a9 10 0.2096 13

10 y mas 35 0.6245 37

En la tabla anterior, se agruparon la primera y segunda categorias debido a que la
frecuencia esperada de una llegada resulté cero. Para calcular la frecuencia esperada,
primero se utiliza la distribucion tedrica Poisson con A = 10.7. Después, la probabilidad
obtenida en cada categoria se multiplica por el tamafio de la muestra (60). Una vez
que se tienen los datos observados y esperados, se realiza la prueba con el estadistico

de prueba:
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Ma-

ol = el)

Sustituyendo los valores, se obtiene:
15 — 10)2 10 — 13)2 35 —37)2
( ) | ( ) | ( )

2 —
1 13 37
x% =3.52

A partir de la hipotesis nula, el estadistico de prueba tiene una distribucion )(2 con

k — p — 1 grados de libertad. En este caso k = 3 y p = 1 porque la distribucidon Poisson

tiene un parametro, por lo que se comparara el valor del estadistico de prueba con el
punto critico de una distribucién )(2 con 3 -1-1 =1 grados de libertad que corta la

curva en dos zonas: una con area de 0.05 a su derecha y la otra de 0.95.

Con Microsoft Excel (2013), se calcula el punto critico de esta distribucion asi:

LPRUEBA.CHI.INV(0.0S, 1)=3.84

Como el punto critico es mayor al valor del estadistico de prueba, no se tiene evidencia
estadistica para rechazar la hipdtesis nula: se apoya la hipoétesis de que la muestra

proviene de una poblacion con distribuciéon Poisson.
5.4.3. Ajuste a una distribucion binomial

Para finalizar el empleo de la y?para ajustar a una distribucion tedrica, a continuacion
se presenta un ejercicio donde se desea probar que un conjunto de datos proviene de

una distribucion Binomial.

El expediente de un tramite se compone de cuatro documentos; si un documento esta

mal llenado, el expediente se clasifica como erréneo.
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La auditoria realizada a la organizacién que elabora los expedientes mostrd los

siguientes resultados:

Docum e Expedientes
erréoneos
0 130
1 150
2 200
3 120
4 50
Total 650

Antes de establecer alguna métrica, el auditor desea verificar que los expedientes con

errores siguen una distribucion binomial con un nivel de confianza del 95%.

La distribucion binomial tiene dos parametros: la probabilidad de éxito (p) y el numero
de ensayos (k). Si se define la variable tedrica como el numero de documentos con
error de los cuatro que forman el tramite, k = 4 y p es la probabilidad de que un
documento tenga error. Como k ya se conoce, el siguiente paso es estimar p
minuscula. Para hacerlo, se calcula el promedio bajo un criterio de datos agrupados y

se divide entre k. Realizando estas operaciones, la estimacion de p = 0.42692.
Estimados los parametros de la distribucion teérica, se procede a calcular los valores
esperados. Primero, se calculan las probabilidades de cada categoria y después la

probabilidad calculada se multiplica por el total de expedientes.

En la siguiente tabla, se muestran las frecuencia observadas y estimadas:

Docum ChlE Expedientes Probabilidad Esperados
erroneos
0 130 0.108 70
1 150 0.321 209
2 200 0.359 233
3 120 0.178 116
4 50 0.033 22
Total 650 1 650
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Por ultimo, se realiza la prueba con el estadistico de prueba:

Sustituyendo los valores, se obtiene:

-

_ (130 - 70)? N (150 — 209)%? (200 — 233)? N (120 — 116)? N (50 — 22)?

70 209 203 116 22

x° +
X2 =110.1

&

A partir de la hipétesis nula, el estadistico de prueba tiene una distribucion )(2

con k — p — 1 grados de libertad. En este caso, k =5y p = 2 porque la distribucion

binomial tiene dos parametros; entonces, se comparara el valor del estadistico de
prueba con el punto critico de una distribucién )(2 con 5 -2 -1 =2 grados de libertad

que corta la curva en dos zonas: una con area de 0.05 a su derecha, y la otra de 0.95.

Con Microsoft Excel (2013), se calcula el punto critico de esta distribucion asi:

[ PRUEBA.CHI.INV(0.05, 2) = 5.99 }

Como el punto critico es menor al valor del estadistico de prueba, no se tiene evidencia
estadistica para apoyar la hipotesis nula, es decir, se rechaza la hipotesis de que la

muestra proviene de una poblacion con distribucion binomial.
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5.5. Pruebas sobre la independencia

entre dos variables

En las secciones 5.3 y 5.4, se mostro el uso de la distribucion y? para realizar pruebas
acerca de la distribucién de una poblacion. Otra aplicacién de la distribucion es para
determinar independencia entre dos variables cualitativas. Por ejemplo, podria ser de
interés para el gerente de marca de una bebida gaseosa determinar si existe
asociacion entre el apego emocional a la marca respecto al consumo del producto; o
al gerente de recursos humanos de una organizacion le seria de utilidad identificar la
asociacion entre el nivel de puntualidad de los empleados respecto a su zona de
residencia. A continuacion, se expone el empleo de la distribucion y? para determinar

asociacion entre variables.

Antes de entrar en materia, conviene repasar algunos conceptos revisados en el curso

de Estadistica Descriptiva referentes a probabilidad.
Independencia de eventos

Con frecuencia, es necesario determinar la probabilidad de dos eventos
independientes. Los eventos A y B son independientes si P(A y B) = P(A)-P(B), es
decir, si dos eventos son independientes, entonces, la probabilidad de que ocurran al

mismo tiempo es el producto de sus probabilidades.

Como una extension, si las variables X1y X2 son independientes, su funcién conjunta

flx1,x2) = f(x1)-f(x2) |
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Para ilustrar lo anterior, se expone el siguiente ejemplo. Supdngase que la variable X1
esta asociada al resultado de un curso de estadistica (aprobado, reprobado), donde la
probabilidad de aprobar es 0.3 y la variable Xz el sexo del alumno (mujer, hombre),

siendo la probabilidad que una mujer tome el curso de 0.2.
En la tabla 1, se ilustra la distribucion de ambas variables.

Tabla 1. Distribucién de las variables X1y X2

Género Aprueba Reprueba f(x3)
Mujer 0.2

Hombre 0.8
f(x1) 0.3 0.7 1.0

En la tabla anterior, se presentan las variables de interés: por fila se muestra los
valores de la variable X2 (género del alumno); y en las columnas, los valores asociados
a X1 (resultado del curso). En los margenes de la tabla se encuentran las distribuciones

de probabilidad de las variables X1 y X2, denominadas distribuciones marginales.

Si X1y X2 fueran independientes, su distribucion conjunta f(x1,x2) serian los valores de

las celdas de la tabla, resultado de multiplicar las distribuciones marginales.
En la tabla 2, aparece el calculo de la distribucion conjunta.

Tabla 2. Calculo de la distribucion conjunta de X1y X2

Género Aprueba Reprueba f(x3)
Mujer 0.2.0.3 =0.06 0.2.0.7=0.14 0.2
Hombre 0.3.0.8 =0.24 0.8-:0.7 = 0.56 0.8
f(x1) 0.3 0.7 1.0
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Los valores de cada celda de la tabla son el resultado de multiplicar el valor de la

distribucion marginal en la fila por el de la columna.

Con lo anterior, si el grupo se compone de 60
¢ alumnos, ¢jcuantos se esperaria observar en
cada categoria? Para responder esta
' pregunta, se multiplica los 60 por la

probabilidad conjunta correspondiente, como

se muestra a continuacion.

Tabla 3. Distribuciéon esperada de 60 alumnos

conforme a la distribucién conjunta de X1y X2

Género Aprueba Reprueba Total
Mujer 60-0.06 = 4 60-0.14 =8 12

Hombre 60-0.24 = 14 60-0.56 = 34 48
Total 18 42 60

Por ultimo, se muestra el uso de la distribucion y? para determinar independencia entre

dos valores.
Tablas cruzadas

Una tabla cruzada se utiliza para clasificar observaciones de una muestra de acuerdo
con dos 0 mas caracteristicas (variables cualitativas). Si las variables involucradas en
la tabla son independientes, la distribucion conjunta tiene una distribucion x? con
(r—1)-(c—1) grados de libertad, donde r es el numero de renglones de la tabla y ¢ sus

columnas.

De nuevo, el estadistico de prueba es:
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A continuacion, se muestra un ejemplo.

La opinién de los alumnos asignados a la licenciatura de la UNAM sobre su nivel de

preparacion precedente se muestra a continuacion por tipo de ingreso.

Opinién de los alumnos asignados a licenciaturas de la UNAM sobre su
preparacion precedente por tipo de ingreso
Tipo de ingreso Excelente  Buena Regular Deficiente Total

Pase 6,160 15,184 1,276 80 22,700
reglamentado

Concurso de 4,012 9,007 1,298 139 14,456
seleccion
Total 10,172 24,191 2,574 219 37,156

Fuente: Perfiles de Aspirantes y Asignados a Bachillerato, Técnico y Licenciatura de la UNAM 2013-2014. Direccion General de
Planeaciéon. UNAM.

¢, Con un nivel de confianza de 95% se apoyaria la hip6tesis de que la opiniéon del
alumno respecto a su preparacion previa a la licenciatura es independiente del tipo de

ingreso?
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Prueba de hipdtesis:

P
Hy: La opinion sobre la preparacion precedente es independiente del tipo de ingreso

H,: Existe asociacion entre la opiniéon sobre la preparacion precedente y el tipo de ingreso

Para responder la pregunta, primero se calculan los valores esperados: se calculan las

distribuciones marginales dividiendo los totales por fila y columna entre el total general.

10,172
37,156

Por ejemplo, la proporcién de alumnos que respondié excelente es =0.27;yla

22,700

37156 — 0.61. El resto de

proporcion de alumnos que ingreso por pase reglamentado,

las proporciones se muestra a continuacion.

Tipo de ingreso Excelente  Buena Regular Deficiente Total

Pase 0.61
reglamentado

Concurso de 0.39
seleccion
Total 0.27 0.65 0.07 0.01 1.00

El siguiente paso consiste en calcular el valor esperado de cada celda de la tabla, al
que se llega multiplicando el total general (37,156) por el producto de la probabilidad
de la fila y de la columna. Por ejemplo, el valor esperado de alumnos de pase

reglamentado que respondieron Excelente es el siguiente:

37,156 - (0.61-0.27) = 6,214

De esta manera, los valores esperados se muestran a continuacion.

N 221 de 350
Segundo semestre



Administracion

Tipo de ingreso Excelente  Buena Regular Deficiente Total

Pase 6,214 14,779 1,573 134 22,700
reglamentado

Concurso de 3,958 9,412 1,001 85 14,456
seleccién
Total 10,172 24,191 2,574 219 37,156

Obtenidos los valores esperados, sigue calcular el estadistico de prueba:

k 2
2 z:(oi_ei)
X = —_—
€;
i=1

, (6,160 —6,214)> (15,184 —14,779)* (1,276 —1,573)* (80 —134)?

6,214 * 14,779 * 1,573 T
(4,012 — 3,958)2 N (9,007 — 9,412)2 N (1,298 — 1,001)2 N (139 — 85)2
3,958 9,412 1,001 85
x? =229.0608

Se rechazara la hipotesis nula si el estadistico de prueba es mayor al punto critico.

Si se asume que la hipdtesis nula es cierta, el estadistico de prueba tiene una
distribucion x?2 con (r— 1) (c — 1), donde r = 2 renglones y ¢ = 4 columnas, por tanto,
tiene (2 —-1)-(4 — 1) = 3 grados de libertad.

Con Excel, se obtiene como punto critico:

Como el valor de la prueba es notablemente mayor al punto critico, se rechaza la
hipbtesis nula: se apoya que la opinion del estudiante sobre su preparacién previa se

encuentra asociada a su procedencia (tipo de ingreso).
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5.6. Pruebas de homogeneidad

En la seccion precedente, se utilizo la distribucion y? para determinar si dos variables
son independientes; ahora, se empleara para comprobar que dos 0 mas muestras son

homogéneas.

Que dos o mas muestras sean homogéneas significa que provienen de la misma
poblacion, por lo que es de esperarse que presenten un comportamiento similar.
Supdngase que se desea realizar un estudio para determinar las causas por las que
los alumnos de la carrera de Administracion no tienen un buen desempefio en la
materia de Estadistica Inferencial. Se escogen al azar cuatro grupos (dos del turno
matutino y dos del vespertino) y se obtiene la distribucion de calificaciones en la

materia, como se muestra a continuacion.

Tabla. Distribucién de las calificaciones del curso de
Estadistica Inferencial en cuatro grupos de Administracién

Calificacion del curso

Grupo 5 6.0a75 76a85 8.6a10 Total
Matutino 7 50 9 6 72
Matutino; 9 55 8 7 79
Vespertino4 6 40 6 5 57
Vespertino; 7 35 7 6 55

Total 29 180 30 24 263

La tabla anterior presenta la distribucion de calificaciones de Estadistica Inferencial de
263 alumnos provenientes de los cuatro grupos seleccionados: 180 (68%) tiene
calificaciones entre 6 y 7.5; y 24 (9%), notas mayores a 8.5.
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Antes de continuar, los académicos responsables de la investigacion quieren verificar
que las muestras (los grupos) sean homogéneas con un nivel de confianza de 95%
para generalizar los resultados que se obtengan, por lo que realizan una prueba de

homogeneidad de muestras.

Hipdtesis que contrastan:

—[ Ho: las muestras son homogéneas

[ H,: las muestras no son homogéneas

Asi como se procedié para probar si dos variables son independientes, en este caso
se utilizara el estadistico de prueba:

N

k
Z 01 = el)z

Su distribucién bajo la hipotesis nula es x? con (r — 1)-(c — 1) grados de libertad. Para
este ejemplo, la tabla cuenta con cuatro renglones (r) y cuatro columnas (c), por lo que
la distribucién tendra (4 — 1)-(4 — 1) = 9 grados de libertad.

El calculo de los valores esperados se realiza de la misma manera que la seccidn

anterior.
Tabla. Valores esperados conforme a la hipétesis nula
Calificacion del curso

Grupo 5 6.0a7.5 7.6a85 8.6a 10 Total
Matutino 7 50 8 7 72
Matutino; 8 55 9 7 79
Vespertino, 6 39 7 5 57
Vespertino; 5 36 6 5 52

Total 26 180 30 24 260
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Estadistico de prueba:

i 0; —el)2

i=1

7-7)?% (50-51)2 (9-9)2 (6-—7)* 6 — 5)2
( )+( )+( )+( )+...+( )
7 51 9 7 5

¥ =11

2:

Se rechazara la hipotesis nula si el estadistico de prueba es mayor al punto critico.

El punto critico de una distribucién y? con 9 grados de libertad que separa la curva en
dos regiones, una de 0.95 (izquierda del punto critico) y otra de 0.05 (derecha del punto
critico), es el siguiente.

PRUEBA.CHI.INV(0.05, 9)=16.9

Como el valor de la prueba es menor al punto critico, se acepta la hipotesis nula y se

apoya que las muestras son homogéneas.

Como ultima observacion, al utilizar el estadistico de prueba

k 2
2 _ E (Oi = ei)
X — - =
¢ €i
i=1

se debe cuidar que los valores observados sean al menos de cinco. De no ser asi, se
sugiere juntar categorias para que se cumpla esta condicién; de lo contrario, la prueba

pierde precision.
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RESUMEN

En esta unidad, se expuso la distribucién ¥2, su uso para contrastar hipotesis
relacionadas con la varianza poblacional, diferencia de proporciones, bondad de

ajuste, independencia y homogeneidad.

_ 2
Se utilizaron dos estadisticos de prueba: y? = % para contrastar hipotesis

2
. . . oj—e;
relacionadas con la varianza poblacional, y x? = ﬁ‘=1%para el resto de las

4

pruebas expuestas. Para que este ultimo estadistico de prueba arroje resultados
confiables, se debe observar que tanto la frecuencia observada como la esperada de

las categorias sean al menos de cinco.

Como valor agregado, se utilizd Excel para el calculo de los puntos criticos, que se ha

venido practicando en unidades anteriores.
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno conocera el método de regresion lineal simple, asi como su aplicacion e

interpretacion.

TEMARIO DETALLADO
(10 horas)

6. Analisis de regresion lineal simple
6.1. Ecuacion y recta de regresion

6.2. El método de minimos cuadrados

6.3. Determinacién de la ecuacion de regresion

6.4. El modelo de regresion y sus supuestos

6.5. Inferencias estadisticas sobre la pendiente de la recta de regresion

6.6. Analisis de correlacion
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INTRODUCCION

Existen situaciones donde se requiere determinar si el comportamiento de cierto
suceso se explica con el conocimiento de otra informacion. Por ejemplo, puede ser de
interés conocer el impacto del numero de horas de preparacion para un examen de
admision a una institucion de educacién superior en el porcentaje de aciertos; o la
afectacion de los ingresos de una organizacion en funcion del presupuesto destinado
a publicidad; o la duracion de la bateria de un dispositivo electronico de acuerdo con

el tiempo destinado a descargar tutoriales.

Para los problemas descritos en el parrafo anterior,
se emplea el analisis de regresion lineal simple,
técnica que trata de explicar una variable de interés

o respuesta (y) en funcion de otra (x), mediante un

modelo lineal.

En esta unidad, se mostraran las caracteristicas del modelo de regresién y el método
para estimar sus parametros. Una vez obtenidos los parametros, se expone como
determinar la ecuacién del modelo, los supuestos que debe cumplir y la manera de
realizar inferencias sobre la pendiente de la recta de regresion. La unidad concluye

con el analisis de correlacién lineal entre dos variables continuas.
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6.1. Ecuacion y recta de regresion

En este apartado, se trataran los conceptos del modelo de regresion lineal simple. Para

entender mejor este modelo, se repasara brevemente la ecuacién de la recta.

Ecuacion de la recta

En el plano cartesiano, la forma de describir una recta es mediante la ecuacién

En la figura 1, se muestra una representacién grafica de la linea recta.

Figura 1. Representacion grafica de la linea recta

Y y = mx+b

v
x

Fuente: elaboracién propia.
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La figura anterior ilustra la funcion de una linea recta con parametros my b. La
pendiente m indica las unidades que se mueve y por cada unidad de cambio en x,y b

es la interseccidn de la recta con el eje de las ordenadas.

Sim > 0, la recta tiene un angulo de inclinacion positivo; es
decir, cada que aumenta x, aumenta y.

Sim < 0, la recta tiene un angulo de inclinacion negativo;
es decir, cada que aumenta x, disminuye y.

Sim = 0 la recta es horizontal; es decir, cada que
aumenta x, se mantiene constante y en b.

Para determinar la pendiente, es suficiente conocer dos puntos por donde atraviesa la

recta (x1, y1),(x2, y2) y aplicar la formula:

Y2 — Y1
X2 — X1

Teniendo presente lo anterior, se presenta a continuacion el modelo de regresion lineal

simple.
Modelo de regresion lineal
El modelo de regresion lineal explica la relacion entre una variable dependiente, a la

que se denotara y, con otra(s) explicativa(s) a través de una ecuacion de primer orden.

Tanto las variables dependientes como las explicativas son observables.
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Supdngase que una organizacién con 20 empleados
realiz6 una evaluacion del desempeio de cada
empleado, y de acuerdo con el resultado se
determind un ajuste en el sueldo. Un auditor quiere

explicar el incremento salarial conforme al

desemperfio del empleado.

En este ejemplo, el incremento salarial es la variable dependiente (y), ya que es
resultado del desempefio de cada empleado (x). El incremento salarial observado del

i-ésimo empleado (i = 1,2,..,20) se puede plantear de la siguiente manera:

Incremeto observado = Incremento esperado + variacion (i= 1, 2, ..., 20)

Es decir, el incremento salarial observado del i-ésimo empleado tiene una parte
explicable por la variable explicativa (nivel de desempefo observado) y otra no
explicable, como puede ser una distraccion del evaluador o su estado de salud al

momento de la reunion.

Si denotamos como y al incremento salarial, como x al desempefio y como € a la
variacion entre el incremento observado y estimado, entonces el incremento salarial

del i-ésimo empleado (i = 1,2,..,20) se puede expresar asi:

yi = pu(x;) + €
4

Donde u(xi) representa el incremento esperado del i-ésimo empleado con su

desempeno observado.
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También u(xi) es un estimador de yi cuya estimaciéon depende del valor de xi. En el
modelo de regresion lineal, la regla para estimar y consiste en relacionarla con x a

través de una ecuacion lineal.

Regresando al ejemplo, u(xi) puede expresarse asi:

Donde:

Entonces, el auditor puede partir del siguiente modelo para determinar el criterio de

incremento salarial de los empleados de la organizacion:

Es el modelo de regresion lineal simple.
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Ahora, cuando solamente se emplea una variable explicativa, al modelo de regresion

lineal se le denomina simple y se modela con la siguiente ecuacion:

Cuando hay mas de una variable explicativa, el modelo de regresion lineal es multiple

y se modela con la siguiente ecuacion:

Donde:

Este material de estudio se enfocara al modelo de regresién lineal simple, en el cual
se estima una recta que cruce a lo largo de la informacién con la intencién de explicar

el comportamiento de la variable de interés, como lo ilustra la figura 2.
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Y

N

Yi=B0—R1xi

Diferencia entre observado y estimado

Fuente: elaboracién propia.

La figura anterior ilustra un grafico de dispersién donde cada punto azul representa el
valor de la variable respuesta (Y) observado con el valor de la variable explicativa (X),
la linea roja es la recta estimada que se ajusta al conjunto de datos, cuya ecuacion es
Y; = Bo — B1X;, y la diferencia entre el valor observado y el estimado con la ecuacién

de regresion lineal es el error.

En el ejemplo de los incrementos salariales de la organizacion de 20 empleados, en el
eje X se representaria el desempefio del empleado; y en el eje Y, el incremento salarial.
Los puntos azules serian el incremento salarial observado de cada empleado asociado
a su desempeno; y la linea roja, el modelo de regresion lineal simple. En el siguiente

apartado, se explica como calcular la recta de regresion lineal simple.
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6.2. El método de
minimos cuadrados

En la parte final de la seccion anterior, en la figura 2 se ilustr6 como la recta de
regresion lineal simple atraviesa el conjunto de datos; sin embargo, el numero de
rectas que se pueden trazar es infinito, por lo que surge la pregunta sobre cual es la
recta conveniente. La respuesta no es dificil, dado que lo deseable es que la diferencia

entre el valor estimado y observado de una observacion sea la menor posible.

LPartiendo del modelo para una observacién cualquiera:

*yi=PBotP1xit+ &

LEntonces, el error es la diferencia entre los valores observados y estimados:

*¥i—Bo—B1xi = &

[Error de todas las observaciones (n):

o Yit1Yi— Bo— B1xi = X1 &

Como se explico en la seccidn anterior, la recta By + B1x; €s un valor esperado de y;,
por lo que la suma de las diferencias entre los valores estimados y observados se
espera sea cero. Para superar este inconveniente, se procede a trabajar con los

errores al cuadrado, los cuales quedan expresados asi:

n

Zn:(i)’i—ﬂo —B1x)* = Z &
i=1

i=1
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La recta que se busca es de parametros B, y B1 Y minimiza la expresion del lado
derecho. A esta metodologia para obtener la recta que garantiza el menor error de

estimacion se le conoce como minimos cuadrados.

Los valores de los parametros o y B1, por el método de minimos cuadrados, son los

siguientes:

* Donde:

A continuacion, se muestra a manera de ejemplo cdmo estimar una recta de regresion

lineal simple por minimos cuadrados.

Una PYME que imparte clases de manejo a personas de entre 30 y 65 afos, para
negociar las condiciones de su poliza de accidentes con la compaiia de seguros que
les ofrece el servicio, quiere conocer la relacion entre el numero de accidentes
automovilisticos en la localidad donde se encuentra el negocio. La informacién se

presenta a continuacion.
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Accidentes automovilisticos por edad del conductor
ID Edad Accidentes ID Edad Accidentes

1 30 1,004 19 48 504
2 31 946 20 49 432
3 32 914 21 50 456
4 33 742 22 51 346
5 34 714 23 52 382
6 35 842 24 53 334
7 36 744 25 54 298
8 37 792 26 55 252
9 38 844 27 56 240
10 39 722 28 57 244
11 40 982 29 58 288
12 41 644 30 59 218
13 42 594 31 60 208
14 43 604 32 61 146
15 44 480 33 62 130
16 45 570 34 63 130
17 46 440 35 64 122
18 47 410 36 65 104

Para obtener la recta de regresion por minimos cuadrados, se dan los siguientes

pasos:

1. Determinar las variables dependientes (Y) e independiente(X).

En este problema, Y es el numero de accidentes y X la edad del conductor debido a

que el numero de accidentes sera explicado por la edad del conductor.

2. Graficar las variables X'y Y.
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Grafica 1. Numero de accidentes por edad del conductor
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Fuente: elaboracién propia con empleo de Microsoft Excel (2013).

En la grafica 1, se ilustra el numero de accidentes (Y) respecto a la edad del conductor

(X). Se aprecia como patrén que, conforme el conductor es mayor, el riesgo de tener

un accidente disminuye.

3. Calcular los parametros de la recta de regresion que atraviesa el conjunto de datos

por minimos cuadrados.

A continuacion, se calcula la pendiente de la recta:

nYx;yi— XX 2y

by~ Ca?

Obsérvese que en la formula se requieren cinco sumas, cuyo calculo se muestra en la

siguiente tabla.
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Tabla 1. Memoria de calculo de los elementos de la formula para calcular
Bimediante minimos cuadrados

1 2 1-2 (1)?
Xi Yi XiYi Xi2 n
Numero de
Edad accidentes
30 1004 30120 900 36
31 946 29326 961
32 914 29248 1024
33 742 24486 1089
34 714 24276 1156
35 842 29470 1225
36 744 26784 1296
37 792 29304 1369
38 844 32072 1444
39 722 28158 1521
40 982 39280 1600
41 644 26404 1681
42 594 24948 1764
43 604 25972 1849
44 480 21120 1936
45 570 25650 2025
46 440 20240 2116
47 410 19270 2209
48 504 24192 2304
49 432 21168 2401
50 456 22800 2500
51 346 17646 2601
52 382 19864 2704
53 334 17702 2809
54 298 16092 2916
55 252 13860 3025
56 240 13440 3136
57 244 13908 3249
58 288 16704 3364
59 218 12862 3481
60 208 12480 3600
61 146 8906 3721
62 130 8060 3844
63 130 8190 3969
64 122 7808 4096
65 104 6760 4225
¥ Xi 1710 YYi 17822 Y XiYi 748570 Y, Xi? 85110
& Xi)? 2924100
YXiYYi 30475620
Fuente: elaboracién propia con empleo de Microsoft Excel (2013).
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La tabla anterior presenta el calculo de los elementos de la formula de la pendiente de
la recta de regresion de minimos cuadrados. La primera columna contiene la edad del
conductor (X); la segunda, el numero de accidentes reportados para cada edad (Y). La
tercera columna se obtiene multiplicando las dos primeras, por ejemplo, el primer
elemento de esta columna (30,120) es resultado de multiplicar el primer valor de la
primera (30) por el primer valor de la segunda (1,004). La cuarta columna es resultado
de multiplicar la primera por si misma. Regresando a analizar el primer elemento (900),
este se obtuvo de multiplicar por si mismo el primer elemento de la primera columna
(30). En la parte final, se encuentran las sumas y multiplicaciones que se requiere

sustituir en la formula.

Sustituyendo, la pendiente es la siguiente:
(36-748570) — 30475620
1= 7(36-85110) — 2924100

26948520 — 30475620
1= 3063960 — 2924100

—3527100
F1= 39860
B1- —25.218

Y la ordenada al origen:

Bo=Y—B1x
- 17822
36
Y = 495.055
¥ 17822
36
X = 47.5
Bo=Y—PB1x

Bo = 495.055 - (—25.218-47.5)
Bo = 495.055—-1197.892
Po = 1692.948
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De esta manera, se obtienen los parametros de la recta de regresion lineal simple con
el método de minimos cuadrados. En la siguiente seccion, se expone como determinar

la ecuacion de regresion lineal simple.

6.3. Determinacion de la

ecuacion de regresion

Como se ha mencionado, el modelo de regresiéon lineal simple estima el valor
observado de la variable dependiente (Y) a partir de la explicativa (X) con la ecuacién
de una recta. Una vez determinados los valores de los parametros mediante minimos
cuadrados, la estimacion de los valores de Y se realiza con la ecuacion de regresion

lineal simple:

En el ejemplo anterior, By = 1692.948 (1,693) y B, = —25.218 (-25.2) por lo que la

ecuacion de regresion lineal simple es la siguiente:

Donde:
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En esta ecuacion, B, indica que, cuando X = 0, se espera observar 1693 accidentes,
lo que en el contexto del problema no tiene sentido, porque la edad de interés es entre
30 y 65. Por otro lado, la pendiente de la ecuacion tiene una direccion negativa, esto
significa que, conforme se avance en edad, se espera observar menos accidentes. El
valor de la pendiente (—25.2) indica que, por cada afio que aumenta la edad del

conductor, el numero de accidentes disminuye en 25.

6.4. El modelo de regresion

y sus supuestos

Un aspecto fundamental cuando se trabaja con esta técnica es que el modelo de
regresion lineal simple es estimado con los valores de una muestra, por lo que los
valores obtenidos de B, y B1 son estimaciones de los parametros de la recta con toda
la poblacion™. Asi, el propdsito del modelo no es solamente calcular los parametros,
sino realizar inferencia sobre los verdaderos valores de esos parametros. Por lo
anterior, es necesario considerar los siguientes supuestos al emplear una regresion

lineal simple.

1. En el modelo de regresion lineal simple

Yl' = ﬁo + ﬁ1Xi + Si(i =1,.., I’l)

tanto la variable dependiente (Y) como la explicativa (X) son observables.

0Los estimadores de Bo y B1 son insesgados.
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2. El modelo es lineal en los parametros no en las variables. Esto significa que se
pueden realizar transformaciones sobre las variables originales para que haya una

relacion lineal, y la esencia del modelo no se pierde.

3. El error de estimacion g; es una variable aleatoria cuyo valor esperado es cero y su
varianza es o?, la cual se mantiene constante en todas las observaciones y es

desconocida.

4. Los errores g son independientes. Esto significa que, dados dos valores

cualesquiera de X, xi, X; (i #j), los errores &;, & son independientes.™

5. El error g es una variable aleatoria con distribucion normal. Al ser y una funcion

lineal del error, también se distribuye normalmente.

Uno de los aspectos que mas se descuida al ajustar un modelo de regresion lineal
simple es revisar que se cumplan los supuestos del modelo (esta revision implica
analizar el comportamiento de los residuos). Como este tema no esta incluido en el
plan de estudios, no se abordara; sin embargo, se sugiere profundizarlo en Anderson
(2012), parte de la bibliografia citada al término de la unidad.

110 al menos no correlacionados.
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6.5. Inferencias estadisticas sobre la

pendiente de la recta de regresion

Como se menciond en la seccion anterior, el proposito del modelo de regresion lineal
simple no se reduce a calcular los parametros de la recta, sino que implica realizar
inferencia sobre ellos. Cuando se ajusta un modelo de regresion, la primera prueba
efectuada es referente a si un modelo lineal es el adecuado para los datos, y
posteriormente se hacen inferencias sobre la pendiente. En este apartado, se

expondra como llevar a cabo inferencias sobre la pendiente de la recta de regresion.

Para establecer inferencias con la pendiente del modelo, se contrastan las siguientes

hipodtesis:

HOI ﬁ1=0
Hl: ﬂ1¢0

La hipdtesis nula significa que el valor de la pendiente del modelo no es importante: la
variable X no tiene efecto sobre Y, es decir, X no es una variable explicativa de Y.

La hipdtesis alternativa plantea que el valor de la pendiente si es importante: X tiene

efecto sobre Y.

Rechazar la hipétesis nula significa que la variable X es una variable explicativa de Y.

Esto implica que el modelo puede aplicarse.
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El estadistico de prueba empleado para contrastar la hipotesis nula es el siguiente:

Donde:

El estadistico de prueba tiene una distribucién t de Student con n — 2 grados de libertad.

En la figura 3, se ilustra una prueba ubicada en zona de rechazo.

Figura 3. llustracién de una prueba donde se rechaza

la hipétesis nula

Zona de
No Rechazo

ona
Rechazo .
Punto Punto T
critico critico

f

Fuente: elaboracién propia.
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La figura 3 ilustra una prueba donde el estadistico de prueba se ubica en la zona de
rechazo, lo que significa que la pendiente tiene un valor significativo. Al final de la
unidad, se muestra un ejemplo de cédmo realizar inferencias de la pendiente con
Microsoft Excel (2013).

En el ejemplo de los accidentes, se mencion6 que el modelo ajustado es

Y; = 1,693 — 25.2X;

La pregunta es, entonces, si los coeficientes son significativos. Para responder esto,
se realiza la prueba de hipotesis, donde Ho es que los coeficientes son cero (no tienen

un valor significativo). El resultado de la prueba se muestra a continuacién.

Coeficientes Error tipico Estadisticot Probabilidad
Intercepcién 1692.9 58.6 28.9 1.64442E-25
Edad -25.2 1.2 -20.9 5.35232E-21

Fuente: Microsoft Excel (2013). Modulo de analisis de datos.

La tabla anterior muestra los valores de los coeficientes del modelo, su error, su
estadistico de prueba y resaltado. Se ve la significancia de la prueba (p value), y como

esta prueba es menor a 0.05, se rechaza Ho: los coeficientes son significativos.
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6.6. Analisis de correlacion

En el analisis de regresion lineal simple, si la variable X es explicativa de Y, entonces
el modelo muestra el efecto de un cambio en X sobre Y. Un analisis complementario

es el de correlacion, el cual determina el grado de asociacion lineal entre dos variables.

La correlacion entre las variables X'y Y se denota como pxy, y se define como el grado
en que se encuentran asociadas estas variables. El estimador de esta correlacion es

conocido como coeficiente de correlacion, denotado como r, y su férmula es

L ZX X -7
VIXi—X)23(Y; —Y)?

El coeficiente de correlacion es un valor independiente de las unidades de las
variables, lo que permite que pueda ser empleado en comparativos; toma valores entre
-1y 1 (en -1 significa que existe una asociacion lineal perfecta negativa, es decir, el
incremento de la variable explicativa resultara una disminucién en la variable
respuesta; y en 1, la asociacién lineal entre las variables es perfecta y positiva, lo que
implica que un aumento de la variable explicativa hara que aumente el valor de la
variable respuesta). Cuando el coeficiente de correlacion es cero, significa que las

variables no estan asociadas o que su asociacion no es lineal.

La figura 4 muestra una categorizacion de la asociacion entre dos variables en funcion

del valor del coeficiente de correlacion.
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Figura 4. Nivel de asociacion de dos variables de acuerdo con el valor del

coeficiente de correlacion

Negativa Positiva
. o . o
-1.00 -0.65 -0.50 -0.35 0 0.35 0.50 0.65 1.00
<€ } >
-1.00 0 1.00
Relacion No existe Relacion
lineal Relacion lineal
negativa lineal positiva
perfecta perfecta

Fuente: elaboracion propia.

En la figura anterior, se muestra como interpretar los niveles de asociacion entre dos
variables de acuerdo con el valor del coeficiente de correlacién. Un valor mayor a cero
indica que existe una correlacion positiva; en caso contrario, la correlacidén es negativa.
Las variables se consideraran con una asociacion débil si su correlacion tiene un valor

absoluto entre 0 y 35; moderada, entre 35 y 65; y fuerte, mayor a 65.

Para el ejemplo del numero de accidentes por edad del conductor, la correlacion entre
las dos variables es de —0.9633, lo que significa que la asociacion entre las variables

es casi negativa perfecta.

La tabla 2 muestra la memoria de calculo de los elementos que forman parte de la
férmula de la correlacién de las variables. En la parte superior de la tabla, se numera

la columna (del 1 al 9) y en algunos casos, debajo de este numero, se indican las
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columnas involucradas en la obtencion de sus cifras. Por ejemplo, los valores de la

columna 5 se obtienen de restarle a la edad (columna 1) el promedio de edad (columna
2). Los valores involucrados en la formula del coeficiente de correlacion son los dos

que se hallan en la parte inferior derecha, y al sustituirlos se obtiene lo siguiente:

—-97075
r =
V103444464748
_ —97075
"= 101707.7418
r= —0.9633
Es decir, el resultado comentado.
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Tabla 2. Memoria de calculo de los elementos de la formula para calcular r entre el niumero de accidentes y la

edad del conductor

1 2 3 4 5 6 7 8 9
(1-2) (1-2)? (3-4) (3-4)? 5-7
Xi X Yi Y (Xi-X) (Xi-X)? (Yi-Y) (Yi-Y)?
Edad Promed Numerode Promedio
iode X accidentes deY

30 47.5 1004 495.06 -17.5 306.25 508.94 259024.45 -8906.52778
31 946 -16.5 272.25 450.94 203350.89 -7440.58333
32 914 -15.5 240.25 418.94 175514.45 -6493.63889
33 742 -14.5 210.25 246.94 60981.56 -3580.69444
34 714 -13.5 182.25 218.94 47936.67 -2955.75
35 842 -12.5 156.25 346.94 120370.45 -4336.80556
36 744 -11.5 132.25 248.94 61973.34 -2862.86111
37 792 -10.5 110.25 296.94 88176.00 -3117.91667
38 844 -9.5 90.25 348.94 121762.23 -3314.97222
39 722 -8.5 72.25 226.94 51503.78 -1929.02778
40 982 -7.5 56.25 486.94 237114.89 -3652.08333
41 644 -6.5 42.25 148.94 22184.45 -968.138889
42 594 -5.5 30.25 98.94 9790.00 -544.194444
43 604 -4.5 20.25 108.94 11868.89 -490.25
44 480 -3.5 12.25 -15.06 226.67 52.6944444
45 570 -2.5 6.25 74.94 5616.67 -187.361111
46 440 -1.5 2.25 -55.06 3031.11 82.5833333
47 410 -0.5 0.25 -85.06 7234.45 42.5277778
48 504 0.5 0.25 8.94 80.00 4.47222222
49 432 1.5 2.25 -63.06 3976.00 -94.5833333
50 456 25 6.25 -39.06 1525.34 -976388889
51 346 3.5 12.25 -149.06 22217.56 -521.694444
52 382 4.5 20.25 -113.06 12781.56 -508.75
53 334 5.5 30.25 -161.06 25938.89 -885.805556
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54 298 6.5 42.25 -197.06 38830.89 -1280.86111
55 252 7.5 56.25 -243.06 59076.00 -1822.91667
56 240 8.5 72.25 -255.06 65053.34 -2167.97222
57 244 9.5 90.25 -251.06 63028.89 -2385.027778
58 288 10.5 110.25 -207.06 42872.00 -2174.08333
59 218 11.5 132.25 -277.06 76759.78 -3186.13889
60 208 12.5 156.25 -287.06 82400.89 -3588.19444
61 146 13.5 182.25 -349.06 121839.78 -4712.25
62 130 14.5 210.25 -365.06 133265.56 -5293.30556
63 130 15.5 240.25 -365.06 133265.56 -5658.36111
64 122 16.5 272.25 -373.06 139170.45 -6155.41667
65 104 17.5 306.25 -391.06 152924.45 -6843.47222
3885 2662667 ¥ (Xi-X) (Yi-Y) -97975 Y (Xi-X)? (Y;-Y)?
10344464748
Fuente: elaboracién propia con empleo de Microsoft Excel (2013).
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Coeficiente de determinaciéon R?

Para valorar el ajuste del modelo de regresidon lineal simple, se considera otro
coeficiente llamado coeficiente de determinacion, denotado como R?, que mide la
variabilidad explicada por el modelo. Para calcular el coeficiente de determinacién, se

utiliza la siguiente férmula:

.Donde:

Para el ejemplo del numero de accidentes por edad del conductor, el coeficiente de
determinacion del modelo ajustado entre las dos variables 0.9279, esto significa que
el modelo explica en un 93% la variabilidad de la informacion. La tabla 3 muestra el

calculo de los elementos que intervienen en la formula de R?.
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Tabla 3. Memoria de calculo de los elementos de la formula para calcular R? entre el nimero de accidentes y la

edad del conductor

1 2 3 4 5 6 7 8
(3-4) (5)2 (2-4) (7)2
Xi Yi Yi Y (Yi-Y) (Yi-Y)2 (Yi-Y) (Yi-Y)2
Edad Numero de (-25.22 Promedio
accidentes edad deY
conductor)
30 1004 936 495.06 441 194771.14 508.94 259024.448
31 946 911 416 173147.56 450.94 203350.892
32 914 886 391 152795.97 418.94 175514.448
33 742 861 366 133716.35 246.94 60981.5586
34 714 836 340 115908.70 218.94 47936.6698
35 842 810 315 99373.03 346.94 120370.448
36 744 785 290 84109.33 248.94 61973.3364
37 792 760 265 70117.61 296.94 88176.0031
38 844 735 240 57397.86 348.94 121762.225
39 722 709 214 45950.09 226.94 51503.7809
40 982 684 189 35774.29 486.94 237114.892
41 644 659 164 26870.47 148.94 22184.4475
42 594 634 139 19238.62 98.94 9790.00309
43 604 609 113 12878.74 108.94 11868.892
44 480 583 88 7790.85 -15.06 226.669753
45 570 558 63 3974.92 74.94 5616.66975
46 440 533 38 1430.97 -55.06 3031.1142
47 410 508 13 159.00 -85.06 7234.44753
48 504 482 -13 159.00 8.94 80.0030864
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49 432 457 -38 1430.97 -63.06 3976.00309
50 456 432 -63 3974.92 -39.06 1525.33642
51 346 407 -88 7790.85 -149.06 22217.5586
52 382 382 -113 12878.74 -113.06 12781.5586
53 334 356 -139 19238.52 -161.06 25938.892
54 298 331 -164 26870.47 -197.06 38830.892
55 252 306 -189 35774.29 -243.06 59076.0031
56 240 281 -214 45950.09 -255.06 65053.3364
57 244 255 -240 57397.86 -251.06 63028.892
58 288 230 -265 70117.61 -207.06 42872.0031
59 218 205 -290 84109.33 -277.06 76759.7809
60 208 180 -315 99373.03 -287.06 82400.892
61 146 155 -340 115908.70 -349.06 121839.781
62 130 129 -366 133716.35 -365.06 133265.559
63 130 104 -391 152795.97 -365.06 133265.559
64 122 79 -416 173147.56 -373.06 139170.448
65 104 54 -441 194771.14 -391.06 152924.448

Y(Yi-¥)2 2470810.97 Y (Yi-Y)2 2662667

Fuente: elaboracion propia con empleo de Microsoft Excel (2013).
N 256 de 350

Segundo semestre



Administracion

Asi como en la tabla 2, en la parte superior de la tabla 3 se numera la columna (del 1
al 8), y en algunos casos, debajo de este numero, se indican las columnas involucradas
en la obtencion de sus cifras. Por ejemplo, los valores de la columna 5 se obtienen de
restarle a los accidentes estimados (columna 3) el promedio observado de accidentes
(columna 4). Los valores involucrados en la férmula del coeficiente de determinacidn

son los dos que se situan en la parte inferior de la tabla; y al sustituirlos se obtiene:

_2470810.97
" 2662667.89

R? = 0.927945

2

Es decir, el resultado comentado.

Analisis de regresion lineal simple con MS -Excel

Al igual que otras técnicas de analisis, Microsoft Excel (2013) permite realizar regresion
lineal simple en el modulo de analisis de datos. A continuacidn, se muestra el uso de
esta herramienta con los datos del ejemplo de los accidentes registrados por edad del

conductor.

Capturada la informacion en Excel, ir al menu de Datos, y seleccionar la opcion
Analisis de datos, previamente cargada. Se desplegara una ventana de dialogo de

funciones para analisis, seleccionar Regresion.

257 de 350
Segundo semestre



T r\ ) » .o .
Al Z O Licenciatura: Administracion
I ey 7
Vv i ) 3
M W KA SUAYED: @
(0a) accidentes de automévi por edad xis - Microsoft Exce -|-8
ol =
—-/l Inicio Insertar Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar Vista Programador POF Architect @ -2 X
. — ;o = PR . . = ||E 5
B A I@ Conexiones %l Y { Borrar Nl =] validadién de datos = % Agrupar *‘: \dgﬁ«nahswsdadaton
- 37 Propiedades £¢ Volver a aplicar 532 [E:Fl Consolidar « Desagrupar © = ?ﬁio\ver
Obtener datos | Actualizar . ﬂ Ordenar | Filtro 7 Tedoen  Quitar o, _ .
externos™ || todo- =2 Editarvinculos 7 Avanzadas columnas duplicados 2 Analisis ¥si = Eaiubtota\
Conexiones Ordenar y filtrar Herramientas de datos Esquema T Analisis

5
&L
-
(VTS
I
-0
<k
H/|

| o -0 &
A B C D E F G H I J K L i
1 X Y,
Nimero de Anilisis de datos
2| Edad  accidentes ATEES 4
Fi para andlisis -
3 El 1004 Covarianza A
4 31 946 Estadistica descriptiva | Cancelar
: n g1 Suavizacian exponencial
Prueha F para varianzas de dos muestras
5 13 742 Aindlisis de Fourier
Histograma =
7 4 714 Media vl =
g 35 812 Generagién de nu’mgros deatorios
Jerarquia y percentl
9 % I
10 37 792
11 kb 844
12 39 722
13 40 982

Fuente: Microsoft Excel (2013).

Se despliega una nueva ventana de dialogo, donde se ingresa la informacién y se
determina la salida que se desea obtener. En el rango Y de entrada, seleccionar los

datos de la variable dependiente, es decir, el nUmero de accidentes.
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Fuente: Microsoft Excel (2013).

En el rango X de entrada, seleccionar los datos de la variable independiente, es decir,
la edad.
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Fuente: Microsoft Excel (2013).

En opciones de Salida, indicar el rango de salida; y en la seccion de Residuales, la

opcion de Residuos. Finalmente, dar en Aceptar.

Es importante senalar que el nivel de significancia no se modifica. Excel toma por

defecto el 95% de confianza valor, medida base para determinar si nuestro modelo y

los parametros de la ecuacion lineal son o no significativos.
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El cuadro-resumen que se proporciona es el siguiente. Algunas de las medidas

sefaladas con azul fueron calculadas previamente.
RESUMEN

Estadisticas dele regresion

Coeficiente de correlacion mdltiple 0.963299334 r

Coeficiente de determinacion R*2 0.927945607 R?
R”2 ajustado 0.925826361
Error tipico 75.11890911 S
Observaciones 36 n
ANALISIS DE VARIANZA
Grados de Suma de Promedio de F Valor critico
libertad cuadrados los cuadrados de F
Regresion 1 2470810.972 2470810.972  437.8657505 5.35232E-21
Residuos 34 191856.9172 5642.850506
Total 35 2662667.889
Coeficientes Error Tipico Estadisticot Probabilidad Inferior 95% Superior 95%
Intercepcion 1692.948091 58.59935094 28.89021915  1.64442E-25 1573.859882 1812.036299
Variable X1 -25.21879022 1.20518512 -20.92524195  5.35232E-21  -27.66802105 -22.76955939
Fuente: elaboracién propia con empleo de Microsoft Excel (2013).
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Los resultados sefialados con morado indican la significancia del modelo y de cada
uno de los parametros. El primero (valor critico de F) sefiala que el modelo lineal es
adecuado para la informacion que se analiza, pues es significativo por ser menor a
0.05. En el caso de los parametros, dado que las probabilidades son menores a 0.05,
se rechaza la hipdtesis nula de que los parametros no son significativos y pueden

emplearse sin inconveniente en la ecuacion.

Otra manera de calcular los parametros o y B1es con las funciones

interseccion.eje ()
pendiente()

El empleo de estas funciones se ilustrara en la siguiente unidad.
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RESUMEN

Se expusieron las bases para realizar un analisis de regresién lineal simple con la
informacion de dos variables observadas. En primer lugar, se mostré la ecuacién
empleada en el modelo de regresion lineal simple partiendo de un repaso de la
ecuacion general de la recta, y siguiendo con la metodologia de minimos cuadrados

para estimar la recta que garantiza el menor error de estimacion.

Calculados los parametros del modelo, se
planted con un ejemplo la interpretacién
de la pendiente y se enunciaron los
supuestos que debe cumplir el modelo
(es habitual no comprobar esto en la
practica, por lo cual se sugiere

profundizar en el analisis de los residuos).

Después se reviso la forma de realizar inferencia sobre la pendiente, y el calculo de
los coeficientes de correlacion y determinacién, los cuales indican, respectivamente,
el grado de asociacion entre las variables y la variabilidad explicada por el modelo de

regresion lineal simple.

La unidad finaliza con un ejemplo de como ajustar un modelo de regresion lineal simple

con el moédulo de analisis de datos de Microsoft Excel (2013).
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OBJETIVO PARTICULAR

Al terminar la unidad, el alumno conocera los métodos para el analisis de series de

tiempo, asi como su aplicacion e interpretacion.

TEMARIO DETALLADO
(8 horas)

7. Analisis de series de tiempo
7.1. Los cuatro componentes de una serie de tiempo
7.2. Analisis grafico de la tendencia
7.3. Tendencia secular
7.4. Variaciones estacionales
7.5. Variaciones ciclicas
7.6. Fluctuaciones irregulares

7.7. Modelos autorregresivos de promedios moviles
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INTRODUCCION

A lo largo del curso, se ha insistido en que la estadistica inferencial contribuye a la
toma de decisiones que, frecuentemente, deben realizarse con informacion recabada
en el tiempo. Por ejemplo, para un inversionista, el conocimiento de los estados de
resultados de una empresa durante los ultimos cinco afos le ayudaria a decidir si
invierte en acciones de esa compafia. O la disposicion de dinero en los cajeros
automaticos permitiria determinar la cantidad de efectivo que la institucién bancaria
debe abastecer cada semana para garantizar el servicio de sus cuentahabientes. O el
historial reciente de pagos de una persona facilitaria a una micro financiera dedicada

a dar créditos de autos a determinar si el individuo es sujeto de crédito.

Los ejemplos anteriores ilustran la aplicacién del analisis de series de tiempo. En esta
unidad, se expondra de manera basica el empleo de esta técnica (es labor del
estudiante profundizar en otras fuentes). En primer lugar, se define qué es una serie
de tiempo y se exponen los componentes que suelen integrarla. Después, se muestra
como realizar un analisis exploratorio con el apoyo de una grafica que permita
visualizar la tendencia de la serie. El siguiente punto describe algunas metodologias
para trabajar la tendencia de una serie de tiempo a partir del manejo de variaciones
estacionales, ciclicas y fluctuaciones irregulares. Por ultimo, se abordan de manera

breve las series estacionales y los modelos auto regresivos y de medias moviles.
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7.1. Los cuatro componentes
de una serie de tiempo

Una serie de tiempo es el registro de una variable a lo largo del tiempo realizado con
una periodicidad constante, por ejemplo, de forma diaria, semanal, mensual o anual.

La observacion tomada en el tiempo t de una variable se denotara como Y:.

Las series de tiempo son aplicables por lo regular en todas las areas de conocimiento:
en el indice nacional de precios al consumidor (INPC), tasa de desempleo, cotizacion
diaria del dolar norteamericano, evolucion de los niveles de colesterol de un paciente
sometido a un estudio clinico en el que se estudia el efecto de un medicamento, o las

calificaciones de un alumno que peridodicamente es sometido a evaluaciones.

De acuerdo con la forma como se registra su informacion, las series se dividen en
discretas o continuas. Una serie de tiempo es discreta si las observaciones son
realizadas en momentos especificos, normalmente con una misma periodicidad (por
ejemplo, el numero anual de suscriptores a una publicacion). Y es continua si las
observaciones se registran de forma continua en el tiempo (como el ritmo cardiaco de

un paciente durante un examen médico).

Para facilitar el estudio de las series de tiempo, se dividen en cuatro partes:

a) Componente de tendencia (T)
b) Componente estacional (E)
¢) Componente ciclico (C)

d) Componente de fluctuaciones irregulares (l)
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Consideremos que no siempre se encuentran presentes los cuatro componentes en
una serie de tiempo. En las siguientes secciones, se explicaran cada uno de estos

componentes y su manejo.

Hay dos enfoques para asociar la serie de tiempo con sus componentes: aditivo y
multiplicativo. En el primero, la serie de tiempo se considera que es resultado de la
suma de sus componentes. De esta manera, la serie de tiempo Yt queda expresada

asi:

Donde:

Y en el enfoque multiplicativo, la serie de tiempo se considera que es resultado de
ajustar la tendencia con factores asociados a los otros componentes, por lo que la serie

de tiempo Yt queda expresada asi:

Donde:
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7.2. Analisis grafico
de la tendencia

El primer paso para analizar una serie de tiempo es realizar, a modo de analisis
exploratorio, una grafica de lineas, donde en el eje X se ubicara el tiempo y en el eje
Y el valor de la serie a lo largo del periodo. El analisis grafico permitira visualizar los

componentes de la serie (por lo regular, la tendencia es el componente mas evidente).

Una serie de tiempo muestra una tendencia si existe un crecimiento o disminucion
durante el periodo que se esta analizando. Si la grafica de la serie muestra un
crecimiento continuo a lo largo del tiempo, se dice que la serie tiene una tendencia
positiva (véase figura 1).

Figura 1. Serie de tiempo con tendencia positiva

Fuente: elaboracién propia.

La figura anterior muestra una serie cuyo valor en general se incrementa a medida que

va transcurriendo el tiempo.

Si la grafica expresa un decrecimiento continuo a lo largo del tiempo, se dice que la

serie presenta una tendencia negativa (véase figura 2).
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Figura 2. Serie de tiempo con tendencia negativa

Fuente: elaboracién propia.

La figura anterior muestra una serie cuyo valor, en general, decrece conforme

transcurre el tiempo.

Una serie sin tendencia presentara variaciones alrededor de un solo valor a lo largo

del tiempo, similar a lo que la presenta la figura 3.

Figura 3. Serie de tiempo sin tendencia

Fuente: elaboracién propia.

En el andlisis de series de tiempo, la realizacién de una grafica es un paso casi forzado,
en tanto permite conocer de forma visual su comportamiento y determinar el
tratamiento que se dara a la serie. En la siguiente seccion, se explicara como trabajar

con la tendencia.
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7.3. Tendencia secular

En el apartado anterior, se menciond que el analisis de series de tiempo comienza con
una exploracion grafica en donde se identifican los componentes mas notables. Ahora,
en este subtema, se explicara el componente de tendencia, que normalmente destaca
mas en una serie de tiempo; y para estimarla se aplicaran los métodos de regresion

lineal y de promedios moviles.

La tendencia de una serie es la trayectoria o direccibn que toma esa tendencia
conforme avanza el tiempo. La importancia de este componente radica en que permite
estimar el valor de una serie en un momento futuro. Por ejemplo, supdéngase que el
area de finanzas de cierta organizacién dedicada a realizar estudios de mercado se
encuentra evaluando el presupuesto del siguiente afio destinado a proporcionar un
apoyo economico a los encuestadores asignados a la ciudad para traslado. Un analisis
del precio del transporte publico durante los ultimos veinte afios mostraria la manera
como se ha ido incrementando, lo que permitiria establecer una estimacion del precio

en que se encontraria el servicio para el siguiente afio.

A fin de estimar la tendencia, se acostumbra
utilizar el modelo de regresién lineal simple o
los promedios moviles. A continuacion, se

muestra en un ejemplo la aplicacion de estos

métodos.
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Estimacion de la tendencia con el modelo de regresion lineal simple

Con el método de regresion lineal simple, se estima una tendencia lineal al considerar

que la variable dependiente es la serie y la independiente el tiempo. A continuacion,

se plantea un ejemplo.

Desde enero de 2013, la fabrica ABC requiere, para la
produccion de cierta tinta, un insumo quimico, cuyo precio
varia cada mes. Con la intencion de disefar un plan de
adquisiciones, el area de finanzas desea estimar cual sera
el precio al final del 2014, con la informacion de enero de
2013 a agosto de 2014.

Se muestra a continuacion la informacién con la que cuenta el area de finanzas.

Precio promedio del insumo durante
enero de 2013 a agosto de 2014
el
ene-13  10.92 jun-13 11.47 nov-13 12.02 abr-14 12.59
feb-13 = 11.03 jul-13 = 11.58 dic-13 12.13  may-14  12.68
mar-13  11.14 ago-13 11.69 ene-14 12.32 jun-14 12.77
abr-13 | 11.25 | sep-13 | 11.80 feb-14 | 12.41 jul-14 12.86
may-13  11.36 oct-13 11.91 mar-14 = 12.50 ago-14 12.95

Precio por unidad de medida en pesos.

Se muestra en la siguiente grafica el comportamiento del precio del insumo durante el

periodo de analisis.
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Precio del insumo de enero de 2013 a agosto de 2014
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(%]

La grafica muestra que, al comienzo del periodo de analisis, el precio de la unidad del
insumo era casi de 11 pesos, y al finalizar se encuentra cerca de los 13 pesos. Se
observa que, conforme han transcurrido los meses, el precio se asciende: la serie
muestra una tendencia creciente. Para estimar la tendencia lineal que muestra la serie,
se recurrira al método de minimos cuadrados (en este caso, la variable dependiente

sera el precio del insumo y la independiente el mes).

Antes de aplicar el método de minimos cuadrados, se debera realizar una adecuacion
a la variable independiente, que consiste en asignarle un valor numérico a cada mes.
En este ejemplo, como la produccién de la tinta comenzé a partir de enero de 2013, a

esa observacion se le asigna el valor 1, al siguiente mes el valor 2, y asi sucesivamente

hasta el valor 20, como se advierte en la tabla siguiente.
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ene-13
feb-13
mar-13
abr-13
may-13
jun-13
jul-13
ago-13
sep-13
oct-13

10.92
11.03
11.14
11.25
11.36
11.47
11.58
11.69
11.80
11.91

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

nov-13
dic-13
ene-14
feb-14
mar-14
abr-14
may-14
jun-14
jul-14

ago-14

12.02
12.13
12.32
12.41
12.50
12.59
12.68
12.77
12.86
12.95

Administracion

De esta manera, en el modelo se utilizaran las variables precio (Y) y X.

En la unidad anterior, se estudié como correr un modelo de regresion lineal simple en

el mdédulo de analisis de datos en MS-Excel, a continuacion, se utilizaran las funciones

L

interseccion.eje()

pendiente()

para obtener los estimadores de los parametros oy 1, respectivamente.

Para calcular Bo, en la funcion interseccién.eje() se ingresan los valores de Y, se pone

una coma y se procede a ingresar los valores de X.

Segundo semestre
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EUEI]  (ic0 IRSERTAR DSEAODEPAGMA  FORMULAS  DATOS  FEVISAR  WISTA Adrana Rocriguer Dominguer =
% - H
1 1 Busiar
Barmar~ i seleccianars
Fortansgeles Fuente Himeaciin Hiimers Estilos Celdas Meddics -
F5 - X" fr | -INTERSECCION.EIE|CS2CTLASZATL) w
8 C o £ F [ 1 | ] K L 15 N o P q R ] T
a1 x wes | Proon|v)
52 1 ene-13 10.92
2 | fmb1i 1103
i | mar1z 1114
4 | abr13 1L.25 P -INTERSECCION. EIE(C52:07 1,452 71
5 [ may-13 1L36
6 | jun-1 1147
se 7 | juris 1158
sa 8 | ago1z 1169
w| 9 | sepiz 1180
61| 1 | pam 1181
62| 1 now-13 12.02
62 12 [ dieaz 1213
<[ 13 [ onoaa 1222
14 | fob1a 12.41
6| 15 | maras 1250
67| 16 | abr14 12,39
6| 17 | may-19 12.68
6] 18 | jun-ua 12.77
0| 19 Juk14 12,86
7120 | agess [ 1205

Fuente: Microsoft Excel (2013).

Al dar enter, se despliega el resultado (10.82).

Para calcular B1, en la funcién pendiente () se ingresan también los valores de la

variable Yy X (en ese orden) separados por una coma.

[ 1= R L iness ce . Barm defammules 5 UG regresibn.i - Excel T EH - &2 X
MO INSERTAR DSFADOE PAGRA  FORMULAS DATOS  REVISAR  WISTA Adriana Rodriguez Dominguer =
justar tex —— Z futosums - “
T Nk — il mala F wsestar Elimirar Foemal T 1 Huscar
. Barar - i seleccianar=
Furtapsgeles T Fuente Alreacin Hiirers Estilas Celdas Medfics -
F57 v X o fv | -PENDIENTE(CS2:CTLA52:ATI) v
A B C o 3 F 5 1 | ] K L e N o P Q R 5 T
a1 x Mes | Precn (v}
2| 1 | enesa 10.92
2 | feb13 1102
3 | mariz 1114
4 | abr13 1125 e 10.5136542
56) 5 | may-13 1135
§7| 6 | juni3 11.47 | =PENDIENTE[ 50001, 5000 1)
58| 7 | k13 1158
59| & | ego-13 1163
60 3 | sepl3 1180
61 10 | oot-13 1191
62| 11 | mow-13 12.02
63 12 | diels 1213
6] 13 | ene-1d 1232
65 14 | feb-14 1241
65| 15 | mar-14 12.50
67| 16 | abr-i4 12.59
€8] 17 | may-14 12.68
e 18 | juni4 12.77
0| 19 [ julig 1220
71| 30 | agoa 12.95

Fuente: Microsoft Excel (2013).
Al dar enter, se despliega el resultado (0.11).

Entonces, la ecuacidon de minimos cuadrados es

Precio =10.82 + 0.11x
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El modelo indica que, antes de comenzar a producir la tinta (en X = 0), el precio del
insumo se encontraba en $10.82, y desde ese momento, por cada mes que transcurre,
el precio del insumo se eleva 11 centavos. Luego, esta ecuacion es la tendencia de la

serie.

Determinada la tendencia, se puede estimar el precio del insumo para los meses de
septiembre a diciembre del afo actual sustituyendo en la ecuacion el numero que
corresponde al mes (21, 22, 23 o 24). De esta manera, se espera que en diciembre el

precio del insumo se encuentre en 10.82 + (0.11)-(24) = 13.46.

Para calcular los prondsticos, afadimos el numero de periodos que se van a
pronosticar. Si se desea conocer el precio de la gasolina de los meses 21, 22 y 23
(septiembre, octubre, noviembre), aplicamos la formula obtenida de la regresion lineal

para dichos meses.

Como una observacién final a este apartado, es importante definir si, de acuerdo con
el contexto de la serie a analizar, es necesario identificar un punto donde la variable

independiente (X) tome el valor de 0.

Estimacion de la tendencia con el método de promedios moviles

El método de promedios méviles (PM) consiste en construir una nueva serie con los

promedios de los datos establecidos por el orden.

El orden de un promedio movil se refiere al nimero de datos consecutivos a promediar.
Por ejemplo, en un promedio mévil de orden dos (PMz), se promedia cada conjunto de
dos datos consecutivos; en uno de orden tres (PMs), cada conjunto de tres datos

consecutivos, y asi sucesivamente.
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Un promedio mévil de orden n (PMn) se obtiene asi:

suma de los valores de los n datos mas recientes

PM,, = B

Supongase que un profesor de Estadistica aplica evaluaciones mensuales a sus
alumnos. Las calificaciones de los cinco examenes realizados por un estudiante de la

clase son los siguientes:

v b W N
a W N 00 Y

El promedio moévil de orden dos (PMz2) se obtiene de la siguiente manera:

1. Se promedian las dos primeras calificaciones (7 y 8) y se coloca el resultado en el

segundo valor de la nueva serie (PM2):

2. El siguiente valor de la nueva serie (PM2) se obtiene de promediar las calificaciones

de los meses 2y 3 (8y 7):
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1 7

2 8 7.5 ¥
3 7 7.5

4 9

5 6

3. Seguir con el procedimiento hasta realizar el promedio de las ultimas calificaciones
(9y6):

1 7

2 8 7.5

3 7 7.5

4 9 8

5 B 7+9

1 7

2 8 7.5

3 7 7.5

4 9 8

5 6 7.5 9+6

El promedio moévil de orden tres (PMs) se obtiene de la siguiente manera.

1. Se promedian las primeras tres calificaciones (7, 8 y 7) y el resultado se coloca en

la nueva serie PMs, centrado en la segunda posicion:
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1
2
3 7
4
5

2. El siguiente valor de la nueva serie PM3 se obtiene de promediar las calificaciones
delosmeses 2,3y4(8,7y9):

1 7

2 8 7.3

3 7 8.0 8+7+9
3

4 9

5 6

3. Finalmente, se calcula el promedio de los ultimos tres valores (7, 9y 6) y se registra

el resultado en la nueva serie:

1 7

2 8 7.3

3 7 80 7+9+6
3

4 9 7.3

5 6

Como es imposible seguir promediando tres valores, la nueva serie PM3 solamente
tendra tres elementos. Es importante mencionar que, conforme aumenta el orden, la

nueva serie va teniendo menos valores respecto a la serie original.
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La siguiente grafica muestra el comportamiento de las calificaciones del estudiante y

los promedios moviles de orden 2 y 3.
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La serie de color azul de la grafica representa el comportamiento del estudiante en las
cinco evaluaciones realizadas en el curso; la serie de color rojo es el promedio mévil
de orden dos, y la serie de color gris el promedio mévil de orden tres. Los promedios
moviles son un suavizamiento de la serie original y muestran la tendencia de la serie.
Para este ejemplo, el promedio mévil de orden dos explica mejor la tendencia de las
calificaciones del estudiante, y refleja que sus calificaciones se encuentran alrededor
de 7.5.

Supdngase ahora que restan dos evaluaciones al curso, ¢qué calificaciones se
esperan de este estudiante? Para realizar el prondstico, se utilizara el promedio movil
de orden dos, que para este ejemplo describe mejor la tendencia, y se procedera de

la siguiente manera.
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1. Asumir que el ultimo valor del promedio maovil se observara en el siguiente mes:

1 7.0

2 8.0 7.5
3 7.0 7.5
4 9.0 8.0
5 6.0 7.5
6 7.5 /

2. Promediar las calificaciones de los meses 5y 6 (6 y 7.5), y colocar el resultado en

la posicion 6 del promedio movil:

1 7.0
2 8.0 7.5
3 7.0 7.5
4 9.0 8.0
5 6.0 7.5
6 75 |, 68

3. Repetir el procedimiento descrito en los puntos anteriores para estimar la ultima

calificacion:

1 7.0

2 8.0 7.5
3 7.0 7.5
4 9.0 8.0
5 6.0 7.5
6 7.5 6.8
7 6.8 7.2
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De esta manera, de acuerdo con la tendencia mostrada por el promedio mévil de orden
dos, se espera que el estudiante obtenga calificaciones de 6.8 y 7.2 en las

evaluaciones faltantes.

Obtencién de un promedio moévil con MS-Excel

MS-Excel permite obtener un promedio maévil al utilizar el médulo de analisis de datos,

para hacerlo se procede asi.

1. Acceder al menu Datos, seleccionar Analisis de datos y Media Movil.

N

i .&\
-’ Inicio  Insetar  Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar  Vista Frogramadar PDF Architect ©-19x
3 | 53] Conexiones 3l ‘@ ]7 i Borrar % = m 2 validadidn de datos - Agrupar+ 4| Analisis de datos
L i 7 2 —EF i o
- 1 Propiedades LA *f,":-l.a\ 3 aplicar E=H g [E:n Consolidar <@ Desagrupar * = ?QS-:\ver
Obtener datos | Actualizar _ ﬂ Ordenar | Filtro ‘( Tedoen  Quitar _— e
externos todg~ = Editar vinculos 7 Avanzadas columnas duplicados =P Anlisis Ysi * ::USubmta\
Conexiones Crdenar y filtrar Herramientas de datos Esquema F] Analisis
™ L= -
- HISH&-7 ¢
R ke
A B C D E F G H | ] K L i
1
Tasa de
2 Trimestre  desocupacion
3 Mar-11 6.43
4 Jun-11 5.82
5 Sep-11 6.95 Andlisis de datos
6 Dic-11 6.06 ;
Funciones para andlisis
= -nce ket
7 Mar-12 .09 s = [ets |
8 Jun-12 5.27 Estadistica descriptiva Cancelar
: Se0-12 6.1 Suavizacian exponencial
ep- - Prusba F para varianzas de dos musstras =
10 Dic-12 .07 Andlisis de Fourier
Histograma
11 Mar-13 6.4
12 Jun-13 6.93 Generacju’n de nu'mgms aleatorios
Jerarquia y percenti
13 Sep-13 5.91 Regresion b/

Fuente: Microsoft Excel (2013).

Se desplegara una ventana de dialogo que solicitara informacion de entrada y de
salida.
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En la seccion Rango de entrada, seleccionar los datos de la variable; en Intervalo,
indicar el rango deseado; y seleccionar el sitio en la hoja de calculo en donde quiere
que se despliegue el resultado en Rango de salida. Dar Aceptar.

!'/E%\ Unidad VILxlsx - Microsoft Exce _ﬂj

—j Inicio Insertar Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar Vista Programador PDF Architect '@) -8 X
B E, 5] Conexiones 3 iz & Borrar - == =4 validacién de datos - || % Agrupar -"E il Analisis de datos |
— % Propiedades — {;'CDI.E\ a aplicar =53 Fa Consolidar v Desagrupar = “2 ?Qio\ver
Obtener datos | Actualizar . ﬁl Ordenar | Filtro Textoen  Quitar g
externos todo~ = Editarvinculos || & 0 hvanzadas columnas duplicados = Analisis ¥ i ﬂsu_mt.m\
Conexiones Crdenar y filtrar Herramientas de datos Esquema Analisis
9o dliag-Y¢ |
| o3~ &
A B C D E F G H | J K L i
1
Tasade
2 Trimestre  desocupacion
3 Mar-11 6.43  —
4 Jun-11 5,82 HEdia mévil
; Entrada
5 Sep-11 6.93 .
. Ranqo de entrada: SCEIHCHE
] Dic-11 6,06 l
ancelar
7 Mar-12 6.09 [ tulos en fa primera il
£ Jun-12 627 Intervalo:
9 Sep-12 6.41 =
10 Dic-12 .07 Opciones de salida
1 Mar-13 64 Rauchie i) w3 [H]
P Wi 6w ]
13 Sep-13 5,91

Fuente: Microsoft Excel (2013).

Aparecera una columna con los datos del promedio movil.
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@ L2
Unidad VILxlsx - Microsoft Excel = s
Inido  Insedtar  Disefiodephging  Férmules | Datos | Redsst  Vita  Programador  PDF Architedt @- = x
1P == (24 vatigacién ae gatos ~
PRI e N B B - = B
G Volvera aplicar || EEH E.g [Fls Consalidar
%] Ordenar | Filtro % Texto en  Quitar 5D Ansisis ¥ s -

D3 - anfa
A B [ c Do ¢ F
1
Tasade

2 Trimestre desocupacidon
__!_ Mar-11 643
| Jun-11 5.82
=] Sep-11 6.95
_6 | Dic-11 6.06
[E3 Mar-12 6.09
8| Jun-12 6.27
i sep-12 6.41
10| Dic-12 6.07
11 Mar-13 6.4
2] Jun-13 6.93
13| Sep-13 591
14| Dic-13 5.4
15| Mar-14 6.19
16| Jun-14 6.83
17|

18|

20

21

=

Fuente: Microsoft Excel (2013).
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7.4. Variaciones estacionales

En esta seccion, se expondra otro componente de una serie de tiempo: la
estacionalidad. Una serie de tiempo tiene un comportamiento estacional si de forma
periodica registra cambios a lo largo de un ano. Por ejemplo, las ventas de una
papeleria muestran un comportamiento estacional caracterizado por un incremento
durante los meses de julio y agosto, previo al comienzo del ciclo escolar del nivel
basico. O la venta de pescados y mariscos crece un mes previo a las festividades de

Semana Santa.

En la practica, la manera de trabajar el componente de estacionalidad es calculando
factores que se aplican a la tendencia.

A continuacion, se analizara un ejemplo del tratamiento de este componente. Se
muestra el indicador de comercio al por menor en México referente a articulos de
papeleria, libros, revistas y periddicos en el periodo, de enero de 2010 a diciembre de
2013.

N 286 de 350
Segundo semestre



‘o
i
E

Iy

o

@ Licenciatura: Administracion
4 SUAVED: o

Indicador de comercio al por menor en articulos de papeleria, libros, revistas
y periédicos, de enero de 2010 a diciembre de 2013

'Enero | 570 58.7 67.2 70.1
[Febrero |  65.1 63.2 67.4 68.9
‘Marzo | 776 69.9 74.8 66.0
PAbril | 6341 63.9 67.5 73.3
‘Mayo | 718 64.9 81.4 76.2
Wunie 811 71.4 86.5 83.5
ulie 717 82.0 104.7 91.8
FAgosto | 96.9 95.4 90.9 113.1
| Septiembre |  88.7 86.7 98.5 74.4
[Octubre | 677 67.0 73.4 70.6
“Noviembre ~ 74.3 63.9 73.0 71.4
‘Diciembre 812 68.2 81.4 78.7

Base 2008.
Fuente: inegi.org.mx. fecha de consulta 7/06/2015

En la siguiente grafica, se muestra el comportamiento de la serie.
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La grafica muestra que el indice en el periodo de andlisis tiene una tendencia creciente,
y alrededor de ella se aprecia que hay meses en que disminuye y meses donde se
incrementa. En consecuencia, la serie cuenta con un componente de estacionalidad.

Ahora bien, los factores de estacionalidad se calcularan de la siguiente manera.
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A partir de la serie original, se construye un promedio movil de orden 12, centrado de

tal manera que se pierden los primeros y ultimos seis meses.

Segundo semestre

57.0
65.1
77.6
63.1
71.8
81.1
7.7
96.9
88.7
67.7
74.3
81.2
58.7
63.2
69.9
63.9
64.9
71.4
82.0
954
86.7
67.0
63.9
68.2
67.2
67.4
74.8
67.5
81.4
86.5
104.7
90.9
98.5
73.4
73.0
81.4
70.1
68.9
66.0
1353
76.2
83.5
91.8
113.1

74.7
74.8
74.7
74.0
741
73.5
72.7
73.6
73.4
(83
73.2
72.3
71.3
72.0
72.3
72.7
73.0
74.4
75.7
77.6
77.2
78.2
78.7
79.5
80.6
80.8
80.9
80.2
80.7
80.3
80.0
78.9
80.8
78.8
78.5
78.4
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74.4
70.6
71.4
78.7

El primer punto del promedio movil se obtiene al promediar los primeros 12 valores de
la serie y se encontrara ubicado de manera que separa seis meses antes y después
de él; es decir, se halla en el 15 de junio y el siguiente en el 15 de julio, para llevarlo al

primero de julio se vuelve a construir un promedio movil de orden 2.

[ Wy lcles s L aEs
enel0n| 57.0

[feb=10 5.1

marf0 776

abrf0 | 63.1

may10 | 718

jun0n 1.1

Cjueto T 717 74.7 74.7
[ago10 | 96.9 74.8 74.7
| sep-10 | 887 74.7 74.3
[ oct10 | 677 74.0 74.0
| nov-10 743 74.1 738
[diei0 T 81.2 735 73.1
| ene-11 | 587 72.7 73.1
[ feb11 | 632 73.6 73.5
C mar-11 | 69.9 734 734
abrit  63.9 73.3 73.2
| may-11 649 73.2 72.8
Djuntt 714 72.3 71.8
. jutt | 820 71.3 71.6
agoil | 954 72.0 72.1
| sepi1l | 867 72.3 72.5
octil T 67.0 72.7 72.9
" nov-11 | 639 73.0 73.7
[ die11 | 682 74.4 75.0
| ene12 672 75.7 76.6
[ feb12 " 674 77.6 77.4
| mar-12 748 77.2 77.7
abri2 T 675 78.2 78.4
| may-12 | 814 78.7 79.1
[ jun12 " 865 79.5 80.0
L juk12 o 1047 80.6 80.7
ago12 | 909 80.8 80.9
| sep12 | 985 80.9 80.6
[octi2 | 734 80.2 80.4
Cnov-12 | 730 80.7 80.5
dic12 T 814 80.3 80.1
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[ ene-13 701 80.0 79.5
| feb13 | 68.9 78.9 79.8
| mar-13 66.0 80.8 79.8
abri3 T 733 78.8 78.7
| may-13 762 785 78.5
jun-13 " 835 78.4 78.4
B TEERRR:

[ago13 113.1
sep13 744
Lock13 706
nov13 714
idictaN 787

El primer valor de la ultima serie se obtuvo al promediar los primeros dos valores del
promedio moévil de orden 12. El segundo valor de la nueva serie es resultado de

promediar el segundo y tercero del promedio movil de orden 12, y asi sucesivamente.

La siguiente grafica muestra un comparativo entre el comportamiento de la serie

original y el promedio maévil ajustado.
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e [ndice === PM12_ajustado

En la grafica anterior, se plantea el comportamiento de la serie y del promedio movil,

que en este caso funciona como un eje alrededor del cual varia la serie original.

El siguiente paso es calcular la variacion de cada punto respecto al promedio movil
dividiendo el valor original de la serie entre el promedio movil.
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57.0
65.1
77.6
63.1
71.8
81.1
7.7
96.9
88.7
67.7
74.3
81.2
58.7
63.2
69.9
63.9
64.9
71.4
82.0
95.4
86.7
67.0
63.9
68.2
67.2
67.4
74.8
67.5
81.4
86.5
104.7
90.9
98.5
73.4
73.0
81.4
70.1
68.9
66.0
433
76.2
83.5
91.8
113.1
74.4
70.6

74.7
74.8
74.7
74.0
741
73.5
72.7
73.6
73.4
73.3
73.2
72.3
71.3
72.0
72.3
72.7
73.0
74.4
75.7
77.6
77.2
78.2
78.7
79.5
80.6
80.8
80.9
80.2
80.7
80.3
80.0
78.9
80.8
78.8
78.5
78.4

74.7
74.7
74.3
74.0
73.8
73.1
73.1
73.5
73.4
73.2
72.8
71.8
71.6
721
72.5
72.9
73.7
75.0
76.6
77.4
77.7
78.4
79.1
80.0
80.7
80.9
80.6
80.4
80.5
80.1
79.5
79.8
79.8
78.7
78.5
78.4
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0.96
1.30
1.19
0.91
1.01
1.11
0.80
0.86
0.95
0.87
0.89
0.99
1.15
1.32
1.20
0.92
0.87
0.91
0.88
0.87
0.96
0.86
1.03
1.08
1.30
1.12
1.22
0.91
0.91
1.02
0.88
0.86
0.83
0.93
0.97
1.06
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El primer valor de la serie de variaciones se obtuvo de dividir 71.7 (valor original de la
serie) entre 74.7 (promedio mévil ajustado). El valor resultante de 0.96 significa que el
indice observado en julio de 2010 se encontré 4% debajo del promedio. De manera

similar, se procedio con el resto de los valores.

Se llega a los factores estacionales mensuales promediando todas las variaciones

obtenidas en el mismo mes.

"Enero 080  0.88 0.88 0.85
Febrero 0.86 087 0.86 0.86
‘Marzo 095 096 083 0.91
CAbril 0.87 086 0.93 0.89
‘Mayo 089  1.03 097 0.96
SJunio 099 1.08 1.06 1.05
‘Julie 096 115 130 1.13
[Agosto 130 132 112 1.25
Septiembre | 1.19 120  1.22 1.20
[Octubre | 0.91 092  0.91 0.91
 Noviembre = 1.01  0.87  0.91 0.93
| Diciembre ~ 1.11  0.91 1.02 1.01

Como el promedio maévil ajustado parte de julio de 2010 y termina en junio de 2013, en
cada mes se calcularon tres variaciones, que al promediarse seran los factores

estacionales.

Los factores estacionales muestran una mayor actividad en los meses de julio, agosto
y septiembre, donde el indice es, respectivamente, 13%, 25% y 20% mayor al
promedio. La menor actividad se registra en enero y febrero, donde los factores son
0.85y 0.86.

Una vez calculados los factores estacionales, sigue desestacionalizar los datos,
dividiendo el valor original de la serie entre el factor que le corresponda.
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57.0
65.1
77.6
63.1
71.8
81.1
71.7
96.9
88.7
67.7
74.3
81.2
58.7
63.2
69.9
63.9
64.9
71.4
82.0
95.4
86.7
67.0
63.9
68.2
67.2
67.4
74.8
67.5
81.4
86.5
104.7
90.9
98.5
73.4
73.0
81.4
70.1
68.9
66.0
73.3
76.2
83.5
91.8
113.1
74.4

0.85
0.86
0.91
0.89
0.96
1.05
1.13
1.25
1.20
0.91
0.93
1.01
0.85
0.86
0.91
0.89
0.96
1.05
1.13
1.25
1.20
0.91
0.93
1.01
0.85
0.86
0.91
0.89
0.96
1.05
1.13
1.25
1.20
0.91
0.93
1.01
0.85
0.86
0.91
0.89
0.96
1.05
1.13
1.25
1.20
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66.7
75.3
84.8
71.0
74.4
77.5
63.2
7.7
73.7
73.9
80.1
80.2
68.8
731
76.4
71.9
67.3
68.2
72.3
76.5
72.0
73.2
68.9
67.4
78.6
77.9
81.8
76.0
84.5
82.6
92.3
72.9
81.8
80.2
78.8
80.5
82.1
79.7
72.2
82.5
79.1
79.8
80.9
90.6
61.8
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77.2
77.0
77.8

En la tabla anterior, los valores de la ultima columna son resultado de dividir el indice

entre el factor.

La serie desestacionalizada queda asi:

100,0
90,0
80,0
70,0
60,0
50,0
40,0
30,0
20,0
10,0

0,0

indice desestacionalizado

jul-10

ene-10
mar-10
may-10
sep-10
nov-10
ene-11
mar-11
may-11
jul-11
sep-11
nov-11
ene-12

mar-12

may-12

jul-12
sep-12

jul-13

nov-12
ene-13
mar-13
may-13
sep-13
nov-13

La grafica anterior muestra los datos desestacionalizados, que no reflejan una

tendencia aparente. Para confirmar lo anterior, se ajusta una regresion, la cual indica

que si existe una tendencia.

Coeficientes Error tipico Estadisticot  Probabilidad
Intercepcion 73.0707108 1.82817565 39.969196 8.4506E-37
indice desestacionalizado 0.1381169 0.06427523 214883546 0.03706385

Entonces, la tendencia de los datos desestacionalizados es y, = 73.07 + 0. 14t

La ecuacion expresa que, por cada mes transcurrido, el indice desestacionalizado se

incrementa en 0.14.

Segundo semestre
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Supongase que se desea realizar un prondstico para los siguientes cinco meses, es
decir, para las observaciones 49, 50, 51, 52 y 53. Primero, se sustituyen estos valores

en el modelo de la tendencia:

t 73.07 + 0.14t
49 73.07 + (0.14)-(49) = 79.93
50 73.07 + (0.14)-(50) = 80.07
51 73.07 + (0.14)-(51) = 80.21
52 73.07 + (0.14)(52) = 80.35
53 73.07 + (0.14)-(53) = 80.49

Los valores obtenidos se multiplican por el factor estacional:

49 79.93 0.85 68.26
50 80.07 0.86 69.20
51 80.21 0.91 73.34
52 80.35 0.89 71.36
53 80.49 0.96 77.63

De esta manera, se alcanza el prondstico.
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7.5. Variaciones ciclicas

En la seccion anterior, se tratd como trabajar el componente estacional de una serie,
el cual ofrece las variaciones que se presentan a lo largo de un ano. Ahora, en este
subtema se muestra el tratamiento de variaciones presentadas en periodos mayores

a un ano, los cuales son el componente de ciclicidad.

Un ciclo consiste en cambios ascendentes y descendentes en la serie respecto a su
tendencia, con duracion mayor a un ano. Ejemplos de ello son los ciclos econémicos
caracterizados por un periodo de expansion y recesion, o el ciclo de vida de un

producto.

Un componente ciclico tiene un comportamiento parecido al de la figura siguiente:

Fuente: elaboracién propia.

Como se muestra en la figura anterior, el ciclo se integra de dos partes: una
expansiva, donde la serie aumenta de valor; y otra recesiva, donde disminuye el

valor.
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En cuanto al tratamiento que se dara a este componente, sera bajo un enfoque aditivo.

A continuacion, se expone un ejemplo.

En la siguiente tabla, se muestra la poblacién escolar de posgrado de cierta institucion

entre 2000 y 2015.

2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015

17,270
16,547
17,910
18,530
18,987
19,765
20,747
21,230
22,527
23,875
25,036
25,167
26,169
26,878
27,210
28,018

En el periodo de analisis, se advierte que la poblacién crecié de 17 270 en el afio 2000

a 28 018 en 2015. Al graficar la serie, se observa el siguiente comportamiento:

Segundo semestre
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Poblacion escolar de posgrado

29,000

27,000
25,000
23,000
21,000
19,000
17,000

15,000
2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014

La grafica anterior manifiesta el crecimiento de la poblacidn de posgrado, caracterizado
por una serie con tendencia positiva. A continuacidn se estimara la tendencia, con una

regresion lineal simple a la serie, y se obtendra la y estimada.

1 2000 17,270 16203

2 2001 16,547 17008 15397.45 Interseccion
3 2002 17,910 17813 805.197059 Pendiente
4 2003 18,530 18618

5 2004 18,987 19423

6 2005 19,765 20229

7 2006 20,747 21034

8 2007 21,230 21839

9 2008 22,527 22644

10 2009 23,875 23449

11 2010 25,036 24255

12 2011 25,167 25060

13 2012 26,169 25865

14 2013 26,878 26670

15 2014 27,210 27475

16 2015 28,018 28281

Fuente: elaboracién propia con Microsoft Excel (2013).
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La tendencia de la poblacién de posgrado se estima con la siguiente ecuacion:
Poblacién escolar de posgrado = 15,397 + 805 afio

Enseguida, se elimina el componente de tendencia a la serie original. Para hacerlo,

se resta la tendencia a los valores originales:

1 2000 17,270 16,203 1,067
2 2001 16,547 17,008 - 461
3 2002 17,910 17,813 97
4 2003 18,530 18,618 - 88
5 2004 18,987 19,423 - 436
6 2005 19,765 20,229 - 464
7 2006 20,747 21,034 - 287
8 2007 21,230 21,839 - 609
9 2008 22,527 22,644 - 117
10 2009 23,875 23,449 426
11 2010 25,036 24,255 781
12 2011 25,167 25,060 107
13 2012 26,169 25,865 304
14 2013 26,878 26,670 208
15 2014 27,210 27,475 - 265
16 2015 28,018 28,281 - 263

El cuadro anterior presenta la serie original y la tendencia calculada con el modelo de
regresion. La ultima columna es la serie sin tendencia, resultado de restar la tendencia

de la serie original.

Ahora, la serie sin tendencia luce asi:

¢ 299 de 350
Segundo semestre



f"b“ ‘ﬁl @ Licenciatura: Administracion
M e SUAYED .
v -
1,200
1,000
800
600
400
200
500 2000 2004 2006 2010 2012

-400
-600
-800

La grafica representa una serie con un comportamiento que se acerca a un ciclo.
Obsérvese que aproximadamente cada tres afios se cumple el ciclo, por lo que se
utilizara un promedio mévil de orden 3 para obtener el componente ciclico (véase la

siguiente tabla).

2000 1,067

2001 - 461 234
2002 97 - 151
2003 - 88 - 143
2004 - 436 - 329
2005 - 464 - 396
2006 - 287 - 453
2007 - 609 - 338
2008 - 117 - 100
2009 426 363
2010 781 438
2011 107 398
2012 304 206
2013 208 82
2014 - 265 - 107
2015 - 263

La tabla anterior expresa la nueva serie obtenida con el promedio mévil de orden 3,

que al graficarse muestra el componente ciclico:
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200
100
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_100 2000 2004 2006 2010 2012

-200
-300
-400
-500

Para quitar el ciclo, se resta el componente a la serie sin tendencia:

2000 17,270 1,067 1067
2001 16,547 - 461 234 - 695
2002 17,910 97 -151 248
2003 18,530 - 88 -143 54
2004 18,987 - 436 -329 - 107
2005 19,765 - 464 -396 -68
2006 20,747 - 287 -453 166
2007 21,230 - 609 -338 -271
2008 22,527 - 117 -100 -17
2009 23,875 426 363 62
2010 25,036 781 438 343
2011 25,167 107 398 -290
2012 26,169 304 206 98
2013 26,878 208 82 126
2014 27,210 - 265 -107 - 159
2015 28,018 - 263 - 263
‘ 301 de 350
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El resultado es una serie irregular o aleatoria:

1200
1000
800
600
400
200

-200
-400
-600
-800
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Supdngase que se necesita realizar un prondéstico de alumnos de posgrado del 2016

al 2019. Para hacerlo, se daran los siguientes pasos.

1. Pronosticar la tendencia en los periodos futuros con la ecuacion lineal.

Poblacién escolar de posgrado = 15,397 + 805 afo

2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015

O ~NO O WN -~

RN N i G A G N (o )
o Ok WN-~O

Segundo semestre

17,270
16,547
17,910
18,530
18,987
19,765
20,747
21,230
22,527
23,875
25,036
25,167
26,169
26,878
27,210
28,018

16,203
17,008
17,813
18,618
19,423
20,229
21,034
21,839
22,644
23,449
24,255
25,060
25,865
26,670
27,475
28,281

1,067
- 461
97
- 88
- 436
- 464
- 287
- 609
- 117
426
781
107
304
208
- 265
- 263

234
-151
-143
-329
-396
-453
-338
-100

363

438

398

206

82
-107

1067
- 695
248
54
- 107
- 68
166
- 271
-17
62
343
- 290
98
126
- 159
- 263
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29,086
29,891
30,696
31,501
32,307
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2. Para estimar el ciclo, se recurre al procedimiento de promedio mévil: se copia el

ultimo valor (—107) de la serie Ciclo PM3 en la columna Sin tendencia, debajo del

valor —263, y en ambas columnas se replican las formulas ya trabajadas en cada

una de ellas:

1 2000
2 2001
3 2002
4 2003
5 2004
6 2005
7 2006
8 2007
9 2008
10 2009
11 2010
12 2011
13 2012
14 2013
15 2014
16 2015
17 2016
18 2017
19 2018
20 2019
21 2020

Segundo semestre

17,270
16,547
17,910
18,530
18,987
19,765
20,747
21,230
22,527
23,875
25,036
25,167
26,169
26,878
27,210
28,018

16,203
17,008
17,813
18,618
19,423
20,229
21,034
21,839
22,644
23,449
24,255
25,060
25,865
26,670
27,475
28,281
29,086
29,891
30,696
31,501
32,307

1,067
- 461
97

- 88

- 436
- 464
- 287
- 609
- 117
426

781

107

304

208

- 265
- 263
-107
-212
- 194
-171
- 192

234
-151
-143
-329
-396
-453
-338
-100

363

438

398

206

82
-107
-212
- 194
-171
- 192
- 185

1067
- 695
248
54
- 107
- 68
166
-271
-17
62
343
- 290
98
126
- 159
- 51
87
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De igual manera, se replica la formula de la columna Aleatorio para los periodos a

pronosticar:

1 2000
2 2001
3 2002
4 2003
5 2004
6 2005
7 2006
8 2007
9 2008
10 2009
11 2010
12 2011
13 2012
14 2013
15 2014
16 2015
17 2016
18 2017
19 2018
20 2019
21 2020

Segundo semestre

17,270
16,547
17,910
18,530
18,987
19,765
20,747
21,230
22,527
23,875
25,036
25,167
26,169
26,878
27,210
28,018

16,203
17,008
17,813
18,618
19,423
20,229
21,034
21,839
22,644
23,449
24,255
25,060
25,865
26,670
27,475
28,281
29,086
29,891
30,696
31,501
32,307

1,067
- 461
97
- 88
- 436
- 464
- 287
- 609
- 117
426
781
107
304
208
- 265
- 263

- 107
- 212
- 194
171
- 192

234
-151
-143
-329
-396
-453
-338
-100

363

438

398

206

82
-107
-212
- 194
-171
- 192
- 185

1067
- 695
248
54

- 107
-68
166
- 271
-17
62
343
- 290
98
126
- 159
- 51
87
-41
-2
15

- 192
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Se crea una nueva columna para realizar el prondstico, sumando los valores de las

columnas Tendencia, Ciclo y Aleatorio:

1 2000
2 2001
3 2002
4 2003
5 2004
6 2005
7 2006
8 2007
9 2008
10 2009
11 2010
12 2011
13 2012
14 2013
15 2014
16 2015
17 2016
18 2017
19 2018
20 2019
21 2020

Segundo semestre

17,270
16,547
17,910
18,530
18,987
19,765
20,747
21,230
22,527
23,875
25,036
25,167
26,169
26,878
27,210
28,018

16,203
17,008
17,813
18,618
19,423
20,229
21,034
21,839
22,644
23,449
24,255
25,060
25,865
26,670
27,475

29,086
29,891
30,696
31,501
32,307

1,067
- 461
97

- 88
- 436
- 464
- 287
- 609
- 117
426
781
107
304
208
- 265
- 263

-107
-212
-194
-171
- 192

234
-151
-143
-329
-396
-453
-338
-100

363

438

398

206

82
-107
-212
- 194
-171
- 192
- 185

1067
- 695
248
54

- 107
- 68
166
-271
- 17
62
343
- 290
98
126
- 159
- 51
87
-41
-2
15

- 192

28,979
29,679
30,503
31,331
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Por tanto, la poblacion escolar aumentara de 28 018 a 31 331 alumnos entre 2016 y
2019.

Prondstico de la poblacidn escolar de posgrado
de 2016 a 2019

35000
30000
25000
20000
15000
10000

5000

2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020

== Poblacidn escolar de posgrado === Prondstico

7.6. Fluctuaciones irregulares

El dltimo componente de una serie de tiempo es de fluctuaciones irregulares. Este
componente se caracteriza por tener un comportamiento dificil de modelar, debido a
que sus variaciones se deben a causas particulares que normalmente no son
predecibles (por ejemplo, las variaciones en el trafico a causa de un accidente o una

manifestacion).

Una serie irregular se ejemplifica en
la siguiente figura, donde no se

aprecia un patrén:
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Fuente: elaboracioén propia.

En el ejemplo de la seccidn anterior, después de quitar los componentes de tendencia
y ciclicidad, se obtuvo como resultado una serie aleatoria con la cual ya no se hizo

tratamiento adicional.

En el analisis de series de tiempo, luego de quitar los componentes, se busca trabajar
con series estacionarias, las cuales tienen un comportamiento constante, donde su
media y varianza se mantienen a lo largo del tiempo, como lo muestra la siguiente

imagen:

Estacionaria

Fuente: elaboracion propia.

Para profundizar en este tema, se sugiere consultar Hanke, J. (2010).
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7.7. Modelos autorregresivos

de promedios moviles

El empleo de estos modelos se realiza con series estacionarias. Debido a que se
requieren mayores bases de probabilidad y manejo de software estadistico como
STATA, EVIEWS, SAS, entre otros, solamente se mencionaran las principales

caracteristicas de estos modelos.

Los procesos autorregresivos son aquellos que se modelan en funcidn de sus

observaciones pasadas:

L Ye=po+p1Ye-1+p2Ye o+ +ppYeyp +Z;

Donde py, es la autocorrelacién de rezago k.

Supdngase que se tiene la siguiente serie:

O~ ON -~
A NN DN O

La autocorrelacion de rezago 1, py , se calcula con los datos de la observacion

siguiente:
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t Yt Y
1 5 2
2 2 2
3 2 5
4 5 4
5 4

En el calculo no se considera el dato en gris.

Utilizando la formula COEF.DE.CORREL, de Excel, la autocorrelacion de rezago 1 que
se obtiene es —0.1924. EIl resultado indica que la observacion actual tiene una

correlacién baja negativa con una observacion anterior.

Otro proceso estacionario es el de medias méviles. En este proceso, la estimacion de
la observacion actual se encuentra en funcién de los errores de las observaciones

pasadas:

Yt - Zt =F 01Zt_1 =P ezzt_z AP oo 9P Bth_q

Un proceso integrado es aquel que puede convertirse en estacionario aplicando
diferencias. En cuanto al orden de integracion de un proceso, es el numero de

diferencias que debemos aplicarle para convertirlo en estacionario.

Estos modelos combinan procesos autorregresivos y de medias méviles a un proceso

integrado.

Se denota ARIMA (p,d,q), donde p es el orden de la parte autorregresiva; d, el numero
de diferencias realizadas al modelo original para convertirla en estacionaria; y q, el

orden de la parte de medias moviles.
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ge %enota ARIMA (p,d,q), p es el orden de la parte autorregresiva;
onde:

d, el numero de diferencias realizadas al modelo
original para convertirla en estacionaria;

g, el orden de la parte de medias moviles.

Se ejemplifica este modelo con las ventas registradas en el periodo 1984-2012 de una

empresa (véase la grafica correspondiente).

Ventas anuales 1984-2012

16,000,000 ~
14,000,000 -
12,000,000 -
10,000,000 -
8,000,000 -
6,000,000 -
4,000,000 -

2,000,000 -~

1984
1987
1990
1993
1996
1999
2002
2005
2008
2011

Fuente: elaboracién propia.

A partir de 1994, se observa una tendencia creciente en las ventas, la cual se acentua
desde 2005.

Luego, se calculan las autocorrelaciones de la serie con diferentes rezagos y se

grafica. A este grafico se le conoce como autocorrelograma.
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Autocorrelograma de la serie original

1.0

06

04

ACF

00 02
l

Lag

Fuente: elaboracién propia. Datos procesados en el paquete estadistico R.

La grafica anterior muestra que la observacion actual esta influenciada por una o dos
observaciones anteriores. Después de ajustar varios modelos, se eligié un

ARIMA (2, 2, 2), el que mejor se ajusta a la serie.

Para validar la calidad del modelo, se acostumbra realizar el autocorrelograma de los

residuos.

Autocorrelograma de los residuos del modelo ARIMA (2, 2, 2)

04 06 08 10

ACF
02

0

02

Lag

Fuente: elaboracion propia. Datos procesados en el paquete estadistico R.
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La grafica anterior muestra que los residuos tienen un comportamiento de ruido blanco

(aleatorio) porque se hallan dentro de la banda donde se espera caiga el 95% de las

observaciones.

En la siguiente grafica, se muestra la proyeccion de 10 observaciones de la serie con
el empleo del modelo ARIMA (2, 2, 2).

Millones

Flujo de efectivo

Segundo semestre

30

25

20

15

10

1984

Historico

1987

1990

Pronéstico de la serie con el modelo ARIMA (2,2,2)

Prondstico
ARIMA(2,2,2)

1993 |
1996
1999 |
2020 |

Fuente: elaboracién propia.
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RESUMEN

Una serie de tiempo es una observacion de los valores de una variable durante un
periodo, y consta de cuatro componentes: tendencia, estacionalidad, ciclicidad y un

elemento irregular o aleatorio.

Una serie puede tratarse bajo dos enfoques: el aditivo y multiplicativo. En el primero,
la serie se considera que es resultado de la suma de sus componentes; mientras que,

en el segundo los componentes se expresan como factores que alteran la tendencia.

Para estimar la tendencia, se utilizaron los métodos de regresion lineal y promedios
moviles. Para trabajar la estacionalidad, se estimaron factores aplicados a la
tendencia. Para manejar la ciclicidad, se construy6 una serie ciclica que, al restarse
de la serie original, da como resultado una serie irregular, la cual es deseable que sea

estacionaria para poder aplicar modelos autorregresivos o de medias moviles.

Por ultimo, se expusieron los términos irregular y aleatorio, y se mencionaron las

caracteristicas del modelo ARIMA, cuya aplicacion se ejemplificd en una serie.
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OBJETIVO PARTICULAR

Al terminar la unidad, el alumno identificara las pruebas no paramétricas mas

utilizadas.

TEMARIO DETALLADO
(8 horas)

8. Pruebas estadisticas no paramétricas
8.1. Diferencias entre los métodos estadisticos paramétricos y no paramétricos
8.2. La prueba de rachas para aleatoriedad
8.3. La prueba del signo

8.4. La prueba de signos y rangos de Wilcoxon
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INTRODUCCION

En este material se ha estudiado que, para desarrollar una inferencia estadistica, se
debe contar con una poblacién cuya distribucién depende de un parametro del cual se
buscara inferir su valor a partir de una muestra. Asimismo, se han trabajado
distribuciones muestrales que permiten realizar una estimacién por intervalo o llevar a
cabo una prueba, y se apoyan, en algunos casos, en supuestos como la normalidad
de la poblacién o que la muestra es considerablemente grande. Sin embargo, no
siempre se puede garantizar que la poblacién se apegue a los supuestos, por lo que

es util recurrir a pruebas no paramétricas.

Durante la quinta unidad, se utilizo la distribucion y? para realizar pruebas de bondad
de ajuste e inferir sobre el comportamiento de una poblacién. Ahora, esta ultima unidad
se enfocara a los métodos no paramétricos de rachas, de signo y de signos y rangos

de Wilcoxon.

Esta unidad debe tomarse como un curso introductorio a la estadistica no paramétrica,

en tanto brinda las bases para profundizar en el estudio de esta metodologia.
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8.1. Diferencias entre los métodos
estadisticos parameétricos

y ho parameétricos

Hasta este momento, los métodos presentados tanto de estimaciéon como de prueba
de hipotesis son paramétricos, caracterizados por buscar inferir un parametro de una
poblacién que determina la distribucidn de la poblacion. Para aplicar la metodologia,
en ocasiones se parte de que la poblacion sigue una distribucion (frecuentemente es
la normal). Sin embargo, no siempre es posible conocer o garantizar los supuestos de
una distribucion, por lo que se recurren a otras alternativas, las cuales no realizan
restricciones acerca de la distribucion de la poblacion (a estas metodologias se les

conoce como no parameétricas).

En estadistica no paramétrica, se trabaja
generalmente con datos cualitativos; a
diferencia de los métodos paramétricos,
donde se emplean datos cuantitativos.
Cuando se manejan variables
cuantitativas en estadistica no

paramétrica, la practica es categorizarlas

y realizar las pruebas correspondientes.
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Ventajas de No asumen una distribucién asociada a la poblacién.
los métodos

no . . . . .
paramétricos Su planteamiento es sencillo; y su calculo, facil.

En ocasiones, los datos no requieren ser ordenados o
clasificados.

Se pueden usar en variables cualitativas.

Desventajas Ignoran informaciéon como resultado de utilizar ordenamientos
de los en vez de los valores cuantitativos.
métodos no

paramétricos

Los métodos no paramétricos son menos potentes que los
paramétricos.
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8.2. La prueba de rachas

para aleatoriedad

La primera prueba no paramétrica que se expone es la de rachas, utilizada para inferir
si una muestra es aleatoria. Para aplicarla, normalmente se consideran dos resultados,
como el género de una persona, el resultado del lanzamiento de una moneda, los
valores por encima o debajo de la mediana, entre otros. Se enlistan los elementos de
la muestra de acuerdo con el orden de aparicion y se cuentan las rachas. Una racha
es una secuencia de valores con una caracteristica comun precedida y seguida por

valores que no presentan esa caracteristica.

Para ilustrar una racha, supdngase que los resultados asociados a una muestra son
dos: ganar (G) y perder (P). La informacién de una muestra de siete individuos se

enlista segun el orden de aparicion:

GGPGPPG

|g1 IQZ IES |E4 |£5

En esta muestra, hay cinco rachas: la primera la forman los
primeros dos individuos; la segunda y tercera, el tercer y
cuarto individuos; la cuarta, el quinto y sexto individuos; y

la quinta, el ultimo individuo.

El nimero de rachas es un indicador de la aleatoriedad de la muestra. Si existen pocas
rachas o son excesivas, entonces se esta enfrentando a una muestra que no es

aleatoria.
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Para ilustrar lo anterior, supongase que se hacen 10 lanzamientos de una moneda,

cuyos resultados son aguila (A) y sol (S), y se observan los siguientes resultados:

AAAAASSSSS

La secuencia anterior sugiere alguna carencia de independencia en los eventos.

Una secuencia como la siguiente presenta el mismo numero de rachas que de

lanzamientos, lo que hace pensar que los lanzamientos no se llevaron a cabo en

condiciones normales:

ASASASASAS

Prueba de rachas

Planteamiento de la prueba de rachas:

H,: La muestra es aleatoria |
Hy:La muestrano es aleatoria ,

Esta prueba se centra en el numero de rachas R, cuya media es:

2
L L L I
nq+ny

Y su desviacion es:

2nyn,;(2nyn; — ny—ny)
(n1 +nz)% (ny+n,; — 1)

Og =

Donde:
n1 = numero de elementos con el primer resultado

n2 = numero de elementos con el segundo resultado
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El estadistico de prueba es:

Donde:

El estadistico de prueba se acerca a una distribucion normal si n1 0 n2 es mayor a 20.
En caso de trabajar con muestras menores a 20, no es necesario calcular la media y
desviaciéon de R; es suficiente consultar si R se halla en zona de aceptacion o rechazo

en la tabla de valores criticos de R, en la prueba de rachas incluida en el apéndice.?

Para realizar esta prueba, conviene dar los siguientes pasos:

A continuacion, se plantean ejemplos.

2 Tables for testing randomness of grouping in a sequence of alternatives. Annals of Mathematics
Statistics. 4. 1943. pp. 83-86.
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Ejemplo 1

Con la intenciéon de justificar una nueva politica de
puntualidad en una PYME, se analizd una muestra de 20

dias, donde se registra si todo el personal llegé a tiempo (P)

o al menos un elemento de la organizacion llego tarde (T).

La muestra deja los siguientes resultados:

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

O 00 N O U A W N B
-4 4 4 4 v 4 U ©W ©W ©
W 4 U v v v 4 4 ©W ©

[
o

Un empleado esta en desacuerdo con la politica que se desea implementar y dice que
la muestra no fue extraida al azar. Con un nivel de significancia de 0.05, ;se apoya lo

dicho por este empleado?
Solucién:
Este problema requiere de la realizacion de una prueba de rachas para validar la

aleatoriedad de la muestra. Dando los pasos recomendados, la prueba se hace de la

siguiente manera.
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Ejemplo 2
f‘ 7 Un médico clasifica a sus pacientes segun si son
0 ?v recomendados por un seguro (S) o son de procedencia

3 ) : g
- dia se muestra a continuacion:

S - i 37 . ’/. — particular (P). Una muestra de pacientes atendidos por
)/

W UV U U O W T WL L T T n©L KL ©
W UV O L W T T T VL ”Kh T ”HbL v ©
w unu nu nw v v U U U ”W v T T T
»w U U LKL v nmvw T T T T KL v n
W UV U ”W W U U U O b »n T »n T

Con la intencién de negociar incentivos con las aseguradoras, el médico envia esta
informacion. El area técnica encargada de evaluar si la informacion que le manda el
médico es valida, realiza una prueba de rachas. Con una significancia del 5% la

muestra es valida.
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Solucién:
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Zona de No Rechazo
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8.3. La prueba del signo

Esta prueba recibe el nombre “del signo” porque se basa en la direccién de la diferencia
entre dos mediciones, expresada con un signo “+” 0 “~”, mas que en los datos de donde
proceden. Normalmente, se emplea para hacer pruebas relacionadas con la mediana

de una poblacién o comparar muestras apareadas.

La esencia de esta prueba es apoyar que la proporcion de diferencias positivas es la
misma que las negativas (p = 0.5). Obsérvese que en esta prueba hay dos resultados
posibles: “+” 0 “—“, hay n observaciones independientes y una probabilidad p constante
en cada ensayo, por lo que esta prueba esta asociada a una distribucién binomial
cuyos parametros son el numero de observaciones (n) y la probabilidad de éxito (p).
Como es sabido, sin'‘p > 5y n-(1-p) > 5, la distribucién binomial puede aproximarse a

una normal.

Para este caso, el estadistico de prueba es:

Rt — 0.5n
0.5Vn

A

* Donde:

p
Z = estadistico de prueba
R* = numero de datos positivos

n = tamano de la muestra
\\

Para muestras pequenfias, se utiliza la distribucion binomial.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos.
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El numero de horas extras trabajadas al mes por una muestra de 20 empleados es la

siguiente:
~ Empleado  Horas extras
1 22
2 27
3 25
4 12
5 14
6 11
7 16
8 24
9 13
10 20
1 12
12 13
13 21
14 17
15 18
16 11
17 27
18 18
19 14
20 17

Con un nivel de significancia del 5%, ¢se apoya la hipdtesis de que la mediana es de

17 horas?

Solucién

La prueba se plantea de la siguiente manera:

Hy: mediana = 17
Hy: mediana # 17

La prueba es de dos extremos.

A cada valor de la muestra se resta el valor de la mediana bajo la hipétesis nula y se

anota el signo de la diferencia:
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22
27
25
12
14
11
16
24
13
20
12
13
21
17
18
11
27
18
14
17

17 22-17
27-17
25-17
12-17
14-17
11-17
16-17
24-17
13-17
20-17
12-17
13-17
21-17
17-17
18-17
11-17
2717
18-17
14-17
17-17

-+

+ 1+

+ +

El siguiente paso es contar el numero de signos positivos, negativos e iguales:

Como existen dos signos

valor a 18 elementos:

“n

, se restan al total de la muestra, por lo que disminuye su

n=20-2=18

Como 18-0.5 = 9, se utilizara una aproximacion normal.
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Sustituyendo los valores en el estadistico de prueba, se obtiene lo siguiente:

R+ = numero de signos positivos en la muestra =9
n=18

R* — 0.5n
0.5Vn
~9-10.5-18
~ 0.5V18
9-9
Z=51213
0
Z=51213
Z=0

Por el planteamiento, se conoce que la prueba es de dos extremos con un nivel de
significancia de a = 5% = 0.05. Para determinar los puntos criticos, se utiliza la férmula

de Excel:

DISTR.NORM.ESTAND.INV(1-a/2)
DISTR.NORM.ESTAND.INV(1-0.05/2) = 1.9599

Las zonas de rechazo son en valores menores o iguales a —1.96 y mayores o iguales
a 1.96. El valor del estadistico de prueba es 0, por lo que no existe evidencia para

rechazar la hipotesis nula.

N 331 de 350
Segundo semestre



)
i

fg 'i @ Licenciatura: Administracion
oy 4 ) 3
w W KA SUAYED: .

No se rechaza H,

Zoria de
No Rechazo

E Zona

E Rechazo
-1.96 + +1.96

EP=0

En el siguiente ejemplo, se contrastaran los resultados de dos muestras.

Ejemplo 2

Una panaderia quiere introducir un nuevo tipo de pan blanco,

para ello hornea dos panes: uno de avena y otro de
linaza. Dan a probar los panes a 10 clientes para
conocer su nivel de aceptaciéon y decidir qué sabor
deben introducir en su produccion, y se les pide calificar
el sabor de cada pan en una escala del 1 al 10: 1 significa

que el sabor es desagradable; y 10, muy agradable. Los resultados del ejercicio se

muestran a continuacion.

1 5 9
2 8 8
3 10 8
4 9 10
5 9 8
6 5 7
7 5 10
8 8 9
< 6 g
10 5 10
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Con un nivel de significancia de 5%, ¢se apoya que los clientes prefieren mas el pan

de linaza que de avena?
Solucién

El primer paso consiste en calcular las diferencias entre las calificaciones que los
clientes dieron a los panes. Se asigna “+” cuando la calificacion del pan de avena
supere al de linaza, y “~” en caso contrario. Cuando la calificacion es la misma, se

asigna “=". Las diferencias se muestran a continuacion.

1 5 9 5-9 -4 -
2 8 7 8-7 1 +
3 10 8 10-8 2 +
4 9 10 9-10 -1 -
5 9 8 9-8 1 +
6 5 7 5-7 -2 -
7 5 10 5-10 -5 -
8 8 9 8-9 -1 -
9 6 9 6-9 -3 -
10 5 10 5-10 -5 -
El conteo de los signos es el siguiente:
+ 3
- 7
- 0
Total 10
La prueba queda planteada de la siguiente manera:
HO: P = 0. 5
H1: P > 0. 5
. 333 de 350
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La prueba es de un extremo (derecho).

Como n'p =10 -0.5 =5, se empleara una distribucion normal.

Por tanto, los datos que sustituiremos en la formula del estadistico de prueba seran

los siguientes:

R~ = numero de signos negativos = 7

n=10

_R‘—O.Sn
~0.5Vn
_7-10.5-10
~ 0.5V10
,_1-5
1.5811

Z=Z=1%5811
Z=1.26

Por el planteamiento de la prueba, se conoce que es de un extremo con un nivel de
significancia de a = 5% = 0.05. Para determinar el punto critico, se utiliza la férmula de

Excel:

DISTR.NORM.ESTAND.INV(1-a)
DISTR.NORM.ESTAND.INV(1-0.05) = 1.64

Las zonas de rechazo son en valores mayores o iguales a 1.64. Como el valor del
estadistico de prueba es 1.26, se concluye que no existe evidencia para rechazar la
hipdtesis nula: no hay evidencia para afirmar que los clientes prefieran mas el pan de

linaza que el de avena.
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No se rechaza H,

Zona de
No Rechazo

Zona
Rechazo

1.64 i ?+1.64

EP=1.26

8.4. La prueba de signos

y rangos de Wilcoxon

En la seccion anterior, se mostro la prueba de los signos, que se basa en la direccion
de las diferencias de las mediciones, mas que en su magnitud. Existe una prueba con
mayor potencia, la cual, ademas de considerar la direccion de las desviaciones, toma

en cuenta su magnitud, es la prueba de rangos asignados de Wilcoxon.

La prueba de Wilcoxon parte de las diferencias apareadas de puntuaciones entre las
variables X y Y. Después, estas variables son ordenadas de manera ascendente
conforme a su valor absoluto, y se les asigna un rango, al cual se le da el signo que
corresponde a la diferencia. En caso de que se presenten diferencias con valor cero,
se eliminan del analisis; y si existen diferencias con la misma magnitud, se les asignara

un rango promedio.
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La hipotesis nula es que las variables X'y Y son equivalentes, con la misma mediana
y la misma distribucion continua. Es decir, si Ho es cierta, se esperaria observar el
mismo numero de diferencias en favor de X que dé Y, o lo que es equivalente, que la

suma de rangos positivos sea igual a la de negativos.

Para desarrollar esta prueba, se definen dos estadisticos:

T* = suma de los rangos de las diferencias positivas
T- = suma de los rangos de las diferencias negativas

El estadistico en que se enfocara la prueba es en T*, el cual tiene como media:

_nn+1)
Ur+ = 4

Y desviacion estandar:

nn+1)+(2n+1)
24

O.T+ =

Para valores de n mayores o iguales a 10, tiene una distribucion aproximadamente

normal.

A continuacion, se muestra un ejemplo del uso de esta prueba.
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Ejemplo

Una compaifiia farmacéutica lanzé un medicamento para el estrés. Desea medir si el
nivel de aceptacion ha cambiado en los médicos que trabajan en el hospital Alta
Tensién después de haber capacitado a la fuerza de ventas. Para ello selecciona una
muestra de 15 médicos, de los que compara los resultados de dos reportes, uno
anterior y otro posterior a la capacitacion; en el reporte, cada médico asigna una
calificacién del 1 al 5 para evaluar al producto. En la siguiente tabla, se muestran las
calificaciones de los médicos hacia el medicamento antes y después de la

capacitacion.

PO _2ONOOPAMOOBRADNOO
NNOA=2WNWWW-_2BhANOTWLW

ORI NO O WN =

Con un nivel de significancia del 5%, ¢ se podria apoyar que la capacitacion a la fuerza
de ventas cambi6 la aceptacion del producto?

Solucién

A continuacion, se muestra cada paso para realizar la prueba.
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Calcular la diferencia de las calificaciones:

s

1 5 3 2
2 5 5 0
3 2 2 0
4 4 4 0
5 2 2 0
6 4 3 1
7 5 3 2
8 2 3 -1
9 3 2 1
10 1 3 -2
11 4 1 3
12 4 5 -1
13 4 5 -1
14 5 2 3
15 4 2 2

Calcular el valor absoluto de las diferencias:

1 5 3 2 2
2 5 5 0 0
3 2 2 0 0
4 4 4 0 0
5 5 1 4 4
6 4 3 1 1
7 5 3 2 2
8 2 3 -1 1
9 3 2 1 1
10 1 3 -2 2
11 4 1 3 3
12 4 5 -1 1
13 4 5 -1 1
14 5 2 3 3
15 4 2 2 2
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Eliminar las diferencias que son cero:

1 5 3 2 2

2 5 5 0 0 Se
3 2 2 0 0 eliminan
4 4 4 0 0

5 5 1 4 4

6 4 3 1 1

7 5 3 2 2

8 2 3 -1 1

9 3 2 1 1

10 1 3 -2 2

11 4 1 3 3

12 4 5 -1 1

13 4 5 -1 1

14 5 2 3 3

15 4 2 2 2

n=15
Se eliminaron tres datos:
n=15-3=12

Se determina el rango, es decir, se asigna a cada diferencia un nimero de menor a
mayor. En caso de que se repita el valor de las diferencias, se calcula el promedio de
los rangos que les corresponde; dicho resultado sera el rango asignado a cada una de

las diferencias involucradas en el calculo de ese rango.
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1 5 3 2 2 7
5 5 1 12
4 4
1+2+3+4+5
6 4 3 1 1 1 5 3
7 5 3 2 2 8
8 2 3 1 1 2 15 3
9 3 2 1 1 3 5 =3 3
10 1 3 2 2 6
11 4 1 3 3 10
12 4 5 1 1 3
13 4 5 1 1 5 3
14 5 2 3 3 11
15 4 2 2 2 9

El rango para las diferencias de valor 2 se muestra a continuacion:

. : ; 6+7+8+9

2 2 6 —% 75
5 5 1 4 4 12
6 4 3 1 1 1 3
7 5 3 2 2 7 7.5
8 2 3 1 1 2 3
9 3 2 1 1 3 3

30
10 ! 3 2 2 8 3 -75 7.5
11 4 1 3 3 10
12 4 5 1 1 4 3
13 4 5 1 1 5 3
14 5 2 3 3 11
15 4 2 2 2 9 7.5
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1 5 3 2 2 6 7.5
5 5 1 4 4 12

6 4 3 1 1 1 3
7 5 3 2 2 7 7.5
8 2 3 1 1 2 3
9 3 2 1 1 3 3
10 1 3 2 2 8 7.5

10 + 11

11 4 1 3 3 10 — 10.5
12 4 5 1 1 4 3
13 4 5 1 1 5 3
14 5 2 3 3 11 10.5
15 4 2 2 2 9 7.5

Para el valor maximo,

como es unico, su rango se mantiene:

1 5 3 2 2 6 7.5
5 5 1 4 4 12 12
6 4 3 1 1 1 3
7 5 3 2 2 7 7.5
8 2 3 -1 1 2 3
9 3 2 1 1 3 3
10 1 3 -2 2 8 7.5
11 4 1 3 3 10 10.5
12 4 5 -1 1 4 3
13 4 5 -1 1 5 3
14 5 2 3 3 11 10.5
15 4 2 2 2 9 7.5
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A cada rango se le pone el signo de su diferencia original:

Se suman los rangos positivos:

1 5 3 2 2 6 7.5
2 5 5 0 0
3 2 2 0 0 Se
eliminan
4 4 4 0 0
5 5 1 4 4 12 12
6 4 3 1 1 1 3
7 5 3 2 2 7
8 2 3 1 2
9 3 2 1 3
10 1 3 2 8
11 4 1 3 10
12 4 5 1 4
13 4 5 1 5
14 5 2 3 11 10.5
15 4 2 2 2 9 7.5

1 5 3 2 2 6 7.5 7.5
2 5 5 0 0 se
3 2 2 0 0 eliminan
4 4 4 0 0
5 5 1 4 4 12 12 12
6 4 3 1 1 1 3 3
7 5 3 2 2 7 7.5
8 2 3 -1 1 2
9 3 2 1 1 3 3
10 1 3 -2 2 8
11 4 1 3 3 10 10.5
12 4 5 -1 1 4
13 4 5 -1 1 5
14 5 2 3 3 11 10.5 10.5
15 4 2 2 2 9 7.5 7.5
T = 61.5
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Entonces, la prueba se define de la siguiente manera:

La prueba es de dos colas.
Se realiza la prueba.
Se calculan el promedio y la desviacion.

Donde n =13
nn+1)
et = T
12(12+1)
o=
12(13)
B+ = 4
156

Hpt = ——

ﬂr+ =39

_ n(n+1)+(2n+1)
o= 24

j12(12 +1)+(2:12+1)
O,+ = 24

+ =

T

12(13) + (24 + 1)
24

156 + 25
=T
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% SUA/ED :
181
o= 2w
o+ =V7.5412
o+ = 2.7462
Calcular el estadistico de prueba:
T+ — U+
z=———
O+
_ 61.5—39
2= "2 7462
22.5
Z =
2.7462
z=8.1931

Como el estadistico de prueba es notablemente mayor a los puntos criticos (x1.96),
no hay evidencia estadistica para apoyar la hipotesis nula de que no hay diferencia en

la calificacién antes y después de la capacitacion.
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RESUMEN

En esta unidad, se presentd un primer acercamiento a la realizacion de pruebas con
el empleo de métodos no paramétricos. Estos métodos tienen la ventaja de no asumir
que la poblacion sigue una distribucion; sus pruebas son sencillas y entendibles,

aunque no tienen la misma potencia que las pruebas paramétricas.

Se expusieron tres pruebas:

Racha

La de rachas,
adecuada para probar
la aleatoriedad de una
muestra.

Segundo semestre

Signos

La de signos, que
permite realizar
inferencias acerca de
la mediana de una
poblacién
considerando
unicamente la
direccion de las
diferencias de las
mediciones.

Wilcoxon

La de Wilcoxon, que,
ademas de considerar
la direccién de las
diferencias, también
toma en cuenta su
magnitud.
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APENDICE

Apéndice 1. Valores criticos de R en la prueba de rachas

Los diferentes valores criticos de R estan proporcionados en las tablas para valores n1 y n2 menores o iguales a 20. Para la prueba de rachas de
una muestra, cualquier valor observado de R que sea menor o igual al valor mas pequefio, o que sea mayor o igual al valor mas grande en un par, es
significativo en el nivel a = 0.05.

n2
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16 17 18 19 20

w N
N
N
N
N
N
N
NN
NN
N YN
w N
w N
w N
w N
w N
w N

Nt
w 1
w 1
w
w 1
w 1
w 1
w 1
w
S
N
N
N
N

4 2 2
9 9 - - - - - - - - - - - - - -
5 2 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5
9 10 10 1 11 - - - - - - - - - - -
6 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 6 6
- 9 10 1 12 12 13 13 13 13 - - - - - - - -
7 2 2 3 3 3 4 4 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6
- - 1 12 13 13 14 14 14 14 15 15 15 - - - - -
8 2 3 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 6 6 7 7 7 7
- - 1 12 13 14 14 15 15 16 16 16 16 17 17 17 17 17
9 2 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 7 7 7 7 8 8 8

3
Nt
w
o
~3
o R
o R
o @
o3
o3
~3
~3
~3
~a
® 5
® &
® &
® &
© &

- - - 13 14 15 16 16 17 17 18 18 18 19 19 19 20 20

11 2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 7 8 8 8 9 9 9 9
- - - 13 14 15 16 17 17 18 19 19 19 20 20 20 21 21

12 2 2 3 4 4 5 6 6 7 7 7 8 8 8 9 9 9 10 10
- - - - 13 14 16 16 17 18 19 19 20 20 21 21 21 22 22

13 2 2 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 9 10 10 10 10
- - - - - 15 16 17 18 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23

14 2 2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 9 10 10 10 11 11
- - - - - 15 16 17 18 19 20 20 21 22 22 23 23 23 24

15 2 3 3 4 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 10 1 1 1 12
- - - - - 15 16 18 18 19 20 21 22 22 23 23 24 24 25

16 2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 1" 11 11 12 12
- - - - - - 17 18 19 20 21 21 22 23 23 24 25 25 25

17 2 3 4 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 1 1 1 12 12 13
- - - - - - 17 18 19 20 21 22 23 23 24 25 25 26 26

18 2 3 4 5 5 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13
- - - - - - 17 18 19 20 21 22 23 24 25 25 26 26 27

19 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 1 11 12 12 13 13 13
- - - - 17 18 20 21 22 23 23 24 25 26 26 27 27

20 2 3 4 5 6 6 7 8 9 9 10 10 1 12 12 13 13 13 14
- - - 17 18 20 21 22 23 24 25 25 26 27 27 28

Fuente: Siegel (1995, p. 369).
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