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OBJETIVO GENERAL

Al finalizar el curso, el alumno formulard y resolverd modelos deterministicos y

probabilisticos utilizando la metodologia de la investigacion de operaciones.

TEMARIO DETALLADO

1. Introduccion 4
2. Programacion lineal 18
3. Teoria de redes 14
4. Modelo de inventarios 8
5. Lineas de espera 12
6. Teoria de juegos 8

TOTAL 64
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INTRODUCCION

En esta asignatura, el alumno estudiara, investigara y analizara lo referente a los

distintos campos de aplicacién que forman parte de la investigacion de operaciones.

En la unidad 1, se describe lo referente al origen y naturaleza de la investigacion de
operaciones (I. de O.), asi como sus generalidades, fundamentadas en ejemplos de
aplicacion en diversos aspectos de la administracion. También se define el concepto
de optimizacién y se presentan los principales modelos de investigacion de
operaciones y la metodologia que generalmente aplica esta area para solucionar
problemas que las empresas enfrentan en forma cotidiana para llevar a cabo una

correcta toma de decisiones.

En la unidad 2, se revisa el concepto de programacion lineal y los distintos métodos
de solucion mas comunes en la practica (grafico y dual-simplex). Asimismo, se
estudia lo referente a los modelos de transporte y de asignacién. De igual manera,
se mencionan algunos programas que pueden emplearse como complementos para

comprobar que las soluciones analiticas utilizadas son correctas.

La unidad 3 se enfoca a las redes. En primer lugar, se presentan los términos
basicos sobre el tema. Luego, se analizan distintos problemas de redes en el ambito
empresarial: peso minimo, ruta mas corta y flujo maximo. Por dltimo, se estudian
los modelos CPM, PERT/costo y PERT/tiempo.

En la unidad 4, se aborda lo referente a los inventarios. Se trata el problema general
de un modelo de inventario y el modelo de lote econdmico clasico, sus propiedades
y aplicaciones (caso por faltantes, por ventas pérdidas, con tasa de produccion finita

y por descuentos por cantidad).
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La unidad 5 se encauza a las lineas de espera. Se inicia por comprender su
terminologia. Posteriormente, se estudia la estructura basica de una linea de
espera. Luego, se procede a analizar los modelos de lineas de espera mas
utilizados en el campo profesional: de una cola con servidor, de una cola con
servidores multiples en paralelo, de una cola con servidores multiples en paralelo y
de una cola con servidores multiples en serie. De igual manera, se expone el

comportamiento prioritario de una linea de espera.

La unidad 6 se concentra en la teoria de juegos. Una vez definido el concepto de
juego, se estudian las estrategias puras y mixtas. Luego, se muestra lo referente a
la solucion Optima de juegos bipersonales y de suma cero, en concreto la solucién
gréfica para juegos (2xN) o (Mx2). Finalmente, se estudia el teorema de minimax,

donde se plantea la resolucion por programacion lineal.

El contenido tematico de Matematicas VI constituye un curso introductorio referente
a la investigacion de operaciones, y se tocan los elementos imprescindibles de esta
rama de las matematicas que facilitan la correcta toma de decisiones, tanto en

entidades gubernamentales como privadas.

La asignatura ayudara a los estudiantes de las licenciaturas en Contaduria,
Administracion e Informética. En particular, en esta Ultima se podran aplicar distintos
conceptos, definiciones y metodologias de la investigacion de operaciones en areas
como produccion, investigacion de mercados, auditoria, finanzas, mercado bursétil

y desarrollo de sistemas.

Finalmente, aunque la investigacibn de operaciones es una rama de las
matematicas, no implica que en este curso se deban realizar demostraciones
rigurosas. El enfoque es pragmatico: el requisito fundamental es contar con

conocimientos basicos de algebra, probabilidad y estadistica.
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OBJETIVO PARTICULAR

Al finalizar la unidad, el alumno identificara qué es la investigacion de operaciones
y reconocera su alcance, los métodos que existen y la metodologia que sigue para
poder resolver toda clase de problemas y llevar a cabo una correcta toma de

decisiones.

TEMARIO DETALLADO
(4 horas)

1. Introduccién

1.1. Origen y naturaleza de la investigacion de operaciones (. de O.)
1.2. Concepto de optimizacion
1.3. Modelos de investigacion de operaciones

1.4. Metodologia de la investigacién de operaciones
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INTRODUCCION

En los ultimos afios, los estudios y avances sobre administracion e informatica han
impactado de manera notable en el desarrollo y practica de la administracién. Esto
conlleva que el profesional en esta area tendra que involucrarse de manera mas
profunda y responsable en el conocimiento universal de la teoria de la ciencia de la

administracion, asi como en el ambito de las tecnologias de la informatica.

En la actualidad, las entidades han implementado sistemas de informacion que le
permiten al administrador tomar decisiones mas rapidas de acuerdo con las
necesidades que cada una de ellas requiere. Estos sistemas son creados por
empresas informéticas dedicadas al desarrollo e innovacion de diversas tecnologias
relacionadas con las distintas areas funcionales que componen un negocio. Una de
estas areas es la investigacion de operaciones, fundamental en la practica de la
administracion y que debe conocer el profesional en informatica, para que pueda
aplicar las tecnologias que las organizaciones requieran para su funcionamiento y

crecimiento, en un contexto marcado hoy dia por la globalizacion.

Por consiguiente, en esta unidad, se presentan los elementos necesarios que
constituyen la investigacion de operaciones a travées de los siguientes
cuestionamientos: ¢cual es el origen y naturaleza de la investigacion de
operaciones?, ¢qué es optimizacion?, ¢ cuales son los modelos de investigacion de

operaciones?, ¢cudl es la metodologia que aplica la investigacion de operaciones?

Respondidas estas preguntas, el profesional en Informatica podra crear software
referido a la investigacion de operaciones que las empresas requieran para su

crecimiento y funcionamiento.
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1.1. Origen y naturaleza de la

investigacion de operaciones (I.DEO):

La investigacion de operaciones es una técnica utilizada de forma cotidiana en la
practica de la administracion por parte de las empresas para llevar a cabo una

correcta toma de decisiones.

Entre las empresas que usan la investigacion de operaciones, se pueden mencionar

las siguientes:

e Las dedicadas a producir bienes o productos terminados que satisfagan
distintas necesidades del mercado consumista, clasificadas en diversos

sectores industriales, segun el tipo de producto o bien del que se trate.

e Las enfocadas al servicio de toda clase de productos financieros, como
aseguradoras, afianzadoras, banca multiple, banca de desarrollo,

organizaciones auxiliares de crédito, etcétera.

La investigacion de operaciones tiene sus inicios en la Segunda Guerra Mundial, en
octubre de 1954, con la publicacién de la primera edicion de la revista Management

Science.

A lo largo de la primera parte del Siglo XX, las personas dedicadas a la investigacion

comenzaron a aplicar procedimientos cientificos para investigar una serie de

! Davis Roscoe K. y Patrick McKeown G., Modelos cuantitativos para administracion, Grupo Editorial
Iberoamérica, México: 1986, pp. 2-4.
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problemas que se encontraban fuera de las ciencias puras. Pero no fue sino hasta
comienzos de la Segunda Guerra Mundial que estos esfuerzos se unificaron para

alcanzar un objetivo general comun.

En 1937, en la Gran Bretafia, se reuniéo un equipo de trabajo conformado por
matematicos ingenieros y cientificos en areas basicas para estudiar los problemas
estratégicos y tacticos asociados a la defensa del pais. El objetivo general de este
grupo fue determinar la forma mas efectiva de utilizar los recursos militares
limitados. Asi, como parte del personal operativo de la organizacion militar britanica,
llamaron a su trabajo “investigacion de operaciones”, pues analizaban operaciones,

en este caso, de caracter militar.

El éxito de estas actividades hizo que en Estados Unidos se emprendieran trabajos
similares, como el estudio de problemas logisticos complejos, desarrollo de
patrones de vuelo para aviones, planeacion de maniobras navales y utilizacion

efectiva de recursos militares.

Concluida la Segunda Guerra Mundial, muchos de quienes trabajaron en la
investigacién de operaciones durante el conflicto bélico concluyeron que varios
métodos y técnicas aplicados para resolver los problemas militares también se
podian utilizar en la solucién de problemas industriales. Sin embargo, estos
conceptos e ideas comenzaron a ponerse a disposicion de las empresas de los
distintos sectores industriales del pais hasta la década de 1950, cuando se iniciaba

el crecimiento y comercio de la computacion.

Como en toda instancia nueva, al principio muchos de los problemas industriales
gue ahogaban a las empresas y que se estudiaron fueron el control de inventarios
y los sistemas de transporte, muy semejantes a las cuestiones militares que

inicialmente se habian estudiado y solucionado.
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Hoy, es facil encontrar numerosos casos en los que los conceptos de investigacion
de operaciones (o ciencia de la administracion, como también se le conoce) se han
aplicado a distintas areas funcionales que componen una empresa: compras,

mercadotecnia, contabilidad, planeacion financiera, finanzas, entre otras.

Aunque la Gran Bretafa tiene el mérito de iniciar la investigacion de operaciones
como disciplina, los investigadores norteamericanos han hecho contribuciones mas
importantes a su evolucién, como el método simplex de la programacion lineal.
Propuesto en 1947 por el investigador estadounidense George B. Dantzing, ha
tenido amplias aplicaciones a muchos y diversos problemas operativos y es la base
para otras técnicas matematicas, como la programacion de metas y la programacion

entera.

En la Gran Bretafia, se utilizaron los términos investigacion de operaciones e
investigacion operacional para describir los desarrollos en esta area. Mientras que
en Estados Unidos, se han emplean las acepciones investigacién de operaciones

(I0) y ciencia de la administracion (CA).

Por otra parte, el concepto ciencia de la administracion recibié un estimulo inicial

con el establecimiento del The Institute of Management Sciences (TIMS) en 1953.

Aungue numerosas aplicaciones de la ciencia de la administracién ocurrieron en la
década de 1950, no fue sino hasta principios de la década de 1960 que se
establecieron programas académicos que ponian énfasis en esta area; y a
mediados de esos aflos comenzaron a egresar de las universidades los primeros
profesionales en esa disciplina. Por tanto, los grupos formales de asesoria de
investigacibn de operaciones/ciencia de la administracion aparecen en las
empresas industriales y de servicios y en las operaciones gubernamentales a finales
de la década de 1960.
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Sin embargo, el desarrollo de grupos formales de asesoria en ciencia de la
administracion/investigacion de operaciones no condujo por si mismo a una
utilizacion exitosa de las técnicas. Al contrario, muchos especialistas en ciencia de
la administracion fueron acusados de estar mas interesados en manipular
problemas para que se ajustaran a las técnicas que en trabajar con los
administradores para analizar problemas; es decir, no creaban métodos apropiados
de solucion ni implantaban sistemas funcionales para generar las soluciones finales

definidas segun cada caso.

Ademas, durante el crecimiento de los programas académicos en ciencia de la
administracion se concentré6 mas la atencion en el desarrollo de técnicas y
herramientas, en vez de hacerlo en las aplicaciones y estrategias para implantarlas.
Aungue los conocimientos avanzaron en areas asociadas con estas técnicas y
modelos matematicos, la ciencia de la administracién/investigacion de operaciones
experimentd un éxito muy restringido con la aplicacidén de las técnicas en sus afios
de formacion. Hoy dia, la ciencia de la administracion ha madurado de manera
vertiginosa y una gran cantidad de los problemas de implante que aparecieron en la
década de 1960 y principios de la de 1970 se han superado gracias a los progresos

de la tecnologia de la computadora y a cambios en los curriculos académicos.

Se puede afirmar, entonces, que hay un mayor énfasis en la implantacion y
aplicacion de técnicas y modelos, ademas de la disponibilidad de las computadoras.
Esto ha ampliado en gran medida el alcance y magnitud de los problemas que

resulta posible analizar.

Asi, los sistemas computarizados de tiempo compartido han ayudado al area de
implante al permitir que quienes toman las decisiones interactien en forma directa
con los modelos de la ciencia de la administracion. Como resultado, ha disminuido
la necesidad de que un experto en ciencia de la administracion actue como

intermediario entre el administrador y el modelo; y se posibilita que el administrador
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explore preguntas hipotéticas con el objeto de comprender y apreciar mejor el

potencial del modelo.

A su vez, los sistemas de tiempo compartido también han puesto el poder de las
computadoras a disposicion de un gran numero de empresas, ampliando asi la

aplicacion potencial de las técnicas de investigacion de operaciones.

El alcance y capacidad de la investigacion de operaciones han sido mayusculos, sin
olvidar que ésta también presenta algunas limitaciones; ha experimentado al mismo
tiempo aplicaciones exitosas y fallidas. Sin embargo, para valorar su dimension, es
necesario comprender primero los fundamentos de las técnicas y después
determinar como aplicarlas en diversas circunstancias, o prescindir de ellas. En este
orden, conviene comprender antes los conceptos generales de planteamiento y
desarrollo de modelos, y la forma como se involucran con el area de la investigacion

de operaciones.

Luego de este repaso, se puede llegar al siguiente concepto.

La investigacion de operaciones es el conjunto de técnicas de caracter cuantitativo
estructuradas en forma adecuada, cuyo objetivo es buscar la forma idonea de llevar
a cabo las operaciones y decisiones dentro del marco organizacional que constituye
el funcionamiento y desarrollo de las empresas, en condiciones limitadas de

recursos.

Este grupo de técnicas se han aplicado de manera exitosa a una diversidad cada
vez mayor y compleja de problemas en las areas de los negocios, gobiernos,

economia, finanzas, salud, educacion, etcétera.
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1.2. Concepto de optimizacion:

Un punto central de la investigacion de operaciones es la optimizacion. Conocida
también como modelo de optimizacion, es un modelo normativo, prescriptivo,
porque sefiala el curso de accion que debe seguir el administrador para alcanzar un

objetivo previamente definido.

Un modelo de optimizacion puede contener una serie de sub-modelos descriptivos,
pero en este modelo es factible determinar un curso de accién éptimo o mejor. A
estos modelos se les incorpora un objetivo y se visualizan los efectos de los
diferentes cursos de accidn que se tienen sobre éste.

Debido a que muchos modelos de la investigacion de operaciones se consideran
como normativos o de optimizacion, es importante conocer ciertas cualidades o

elementos clave que los distinguen:

a. Variables de decision y parametros. Se refiere a que las cantidades
desconocidas a determinar en la solucién del modelo de un problema en

cuestion son las variables de decision.

Un ejemplo de esta variable es la cantidad de un determinado producto que
debe elaborarse en una operacion de produccién en la que podrian fabricarse

diversos productos a partir del mismo recurso basico.

En cuanto a los parametros, son los valores que describen la relacion entre

las variables de decision. Permanecen constantes para cada problema, pero

2 |bid., pp. 5-10.
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cambian con problemas distintos. Por ejemplo, las horas de mano de obra

requeridas para fabricar una unidad de un producto determinado.

b. Restricciones. Son limitaciones fisicas que ocurren en el problema cuyo
modelo se plantea (éste debera incluir cualquier restriccion que limite las

variables o valores permisibles o factibles).

Por lo general, las restricciones se representan como funciones matematicas

0 sub-modelos descriptivos.

Como ejemplo de este elemento, considera que X1 y X2 son las variables de
decision y éstas representan el nimero de unidades de dos productos que
se esta considerando fabricar; y a1 y a2 son los parametros que representan
los respectivos requerimientos unitarios de materias primas para fabricar los
productos. Si se indica que la cantidad total disponible de materia prima es
b, entonces, la funcidon correspondiente de restriccibn podria expresarse

como se muestra en la Ec. 1.2.1, como sigue:

aixy +axx2<=b Ec.1.2.1

c. Funcién objetivo. Este elemento define la efectividad del modelo como
funcién de las variables de decision. Por ejemplo: si el objetivo es maximizar
las utilidades totales, la funcién objetivo debera describirlas en términos de
las variables de decision. En forma matemaética, la funcién objetivo se

expresa como se muestra en la Ec. 1.2.2:

Z = 4xa1 + 5X2 Ec.1.2.2
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La funcién objetivo de la Ec. 1.2.2 describe las utilidades en términos de las
variables de decision, suponiendo que se sabe que se obtiene una utilidad

de $4.00 por cada x1, y de $5.00 por cada X>.

En forma general, de esta funcion se extrae la solucion 6ptima del modelo
cuando los valores de las variables de decision arrojan el mejor valor de la

funcién objetivo, al mismo tiempo que se satisfacen todas las restricciones.

Asi, la optimizacion es clave en la aplicacion de distintos modelos de investigacion
de operaciones/ciencia de la administracion. Es una pieza angular en esta area de
estudio hoy dia: las empresas recurren en forma cotidiana a ella a fin de resolver
problemas de asignacion de recursos, econémicos y financieros, vinculados entre

si, en el entorno tanto externo como interno de la empresa.

Cuando las entidades enfrentan los problemas a partir de la optimizacion, logran

una evolucion constante dentro de este mundo globalizante.

1.3. Modelo de investigacion de

operaciones?®

Construccién de modelos

Independientemente del sector donde trabaje el administrador, privado o publico,
una de sus principales funciones es resolver problemas. En este orden, la
construccion de modelos es un medio que le permite analizarlos para examinar

diferentes alternativas y elegir la mas viable.

%id.
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La construccion de modelos no es una idea nueva. Es un proceso aplicado en forma
cotidiana, con frecuencia de forma inconsciente, en distintas situaciones de

problemas basicos. Supdngase los siguientes casos.

Caso 1

Una anfitriona desea redistribuir los muebles de la sala de su casa. El objetivo es
tener una disposicion adecuada que resulte atractiva y a la vez funcional para el

grupo de bridge que se reunira en la noche.

Solucion. Visualizar diferentes disposiciones de los muebles y evaluar cada
alternativa: la anfitriona puede utilizar un modelo mental del problema. Otro método
es que ella pida a su esposo que mueva los muebles de la sala hasta encontrar una

forma que le satisfaga.

Probablemente el segundo método sea el mas apropiado para resolver este
problema, pues el modelo mental no permite suficientes manipulaciones, hay
demasiados elementos a considerar. O tal vez la anfitriona no sea capaz de

visualizar la apariencia de cada una de las diferentes disposiciones.

Un tercer método consiste en hacer un enfoque de investigacion de
operaciones/ciencia de la administracién al problema desarrollando un modelo a
escala del cuarto y ahi examinar diferentes disposiciones. Este enfoque puede
utilizarse sélo si la anfitriona acepta que el modelo a escala es una representacion

valida del problema.
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Consideremos el problema que enfrenta un administrador a cargo del disefio de una
planta en una empresa manufacturera importante. Asi como en la disposicion de los
muebles, en este caso es dificil resolver mentalmente el problema de la disposicion
de planta, debido a que la imagen que el administrador tiene de ella es demasiado
vaga: existen multiples restricciones sobre donde ubicar ciertos equipos, piezas,
etcétera. Ademas, hay una gran diferencia entre los dos problemas, como se explica

a continuacion.

El gerente de la planta no puede resolver el problema haciendo que un grupo de
empleados ensayen cuatro o cinco disposiciones diferentes, aplicando una corrida
de produccion en cada una de ellas y observando como funcionan. Sin embargo, el
administrador podria basarse en un modelo escala, tal como se sugiridé para el

problema de la anfitriona (caso 1).

El administrador también tiene la opcion de utilizar un modelo matematico —que
emplea simbolos para representar los componentes del problema—, en particular si
sabe que existe uno general de disefio de plantas, como el CRAFT (Computerized
Relative Allocation of Facilities Technique) o técnica computadorizada de
asignacion relativa de instalaciones. En todo caso, es probable que un modelo

matematico resulte mas econdmico para evaluar diferentes alternativas.

Los modelos mateméticos son relativamente nuevos, en particular en relacion con
la toma de decisiones en el campo de la administracion, por lo que los utiliza la
mayoria de los analisis de investigacion de operaciones/ciencia de la

administracion.

¢ 19 de 419
Sexto semestre



Informatica

No todos los modelos matematicos son complejos. Ahora consideremos un caso
consistente en la elaboracién de un modelo matemético que permita determinar cual
es el pago que recibe un vendedor por una comisién de $20.00 por cada venta. En
concreto, supdngase que se tienen los datos que describen la relacion entre la
comision del vendedor y el nimero de ventas, como se muestra en la siguiente
tabla.

Ndamero de Ventas 0 1 2 3 4 5
Dolares de Ingresos por Comision 0 20 40 60 80 100
"Tabla 1.3.1"

En vez de utilizar la tabla 1.3.1 como un modelo descriptivo del problema, es posible
elaborar un modelo matematico mas simbodlico al desarrollar una relaciéon funcional

entre el nimero de ventas y los ingresos por comision.

Si se emplea la variable x para representar el nimero de ventas, cualesquiera que
sea, y y para simbolizar la cantidad de ingresos en ddlares, entonces la funcién

matematica entre las ventas y los ingresos queda expresada en la Ec. 1.3.1 asi:

y = 20x Ec.1.31

La relacion funcional mostrada en la Ec. 1.3.1 también puede visualizarse
mentalmente pensando que representa una operacion de procesamiento, de forma
muy semejante a como veriamos una operacion de procesamiento de datos.
Ademas, los diversos valores de x (0, 1, 2, 3, 4, 5,...) serian las entradas; y los de y
(0, 20, 40, 60, 80, 100,...), salidas o resultados.

A las entradas y resultados se les denomina variables. Por tanto, una variable es

s6lo una representaciéon de algo que puede asumir diversos valores numéricos.
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Entonces, usando la terminologia matematica convencional, a la variable de entrada
se le denomina variable independiente; y a la de salida, variable dependiente. Por
ello, en la Ec. 1.3.2, x es la variable independiente y y la dependiente. Y el valor

numerico de 20 se conoce de distintas formas: constante, coeficiente o parametro.

Si en la relacion funcional se designara la cantidad que se paga por ventas como “a
ddlares por venta” en vez de $20.00 por venta, la funcion se expresaria como se

muestra en la Ec 1.3.2:

y = ax Ec.1.3.2

En donde a es el parametro del modelo.

En el planteamiento de modelos matematicos, en ocasiones resulta facil expresar
la relacién funcional en términos generales. Asi, en el modelo del caso 3, se dice
gue y es una funcién no especificada del nimero de ventas x. Y la representacion

simbdlica quedaria como se muestra en la Ec. 1.3.3:

y = f(X) Ec.1.3.3

La notacion de la Ec. 1.3.3 no significa que y sea igual a f multiplicada por x. Mas
bien indica que la variable y tienen un valor numérico determinado por una funcion

fy por el valor numérico de la variable x.

Es evidente que la elaboracion de modelos en la investigacion de
operaciones/ciencia de la administracion implica algo mas que el desarrollo de

relaciones abstractas o funcionales entre variables.
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Clasificacion 1 de los modelos matematicos: modelos normativos

comparados con modelos descriptivos

1.

Modelos descriptivos. Representan una relacion, pero no indican ningun
curso de accion a seguir; sélo describen de manera muy global los elementos
centrales del problema en cuestion. Son muy utiles porque suelen pronosticar
la conducta de los sistemas, mas no pueden identificar el mejor curso de

accion.

Considerando como ejemplo el caso 3 —que relaciona la comision de ventas
con los ingresos—, podria tomarse como un modelo descriptivo porque
describe o puede utilizarse para pronosticar la comision por ventas si se

especifica el nimero de éstas.

Muchos modelos estadisticos son descriptivos. Por ejemplo, uno de
regresion acentla la relacion entre una variable dependiente y una o mas

independientes.

Los modelos de lineas de espera también suelen clasificarse como
descriptivos, en tanto permiten pronosticar diversas caracteristicas de
situaciones de lineas de espera si se tienen previamente ciertos datos sobre

las variables independientes del problema.

Modelos normativos. También conocidos como de optimizacién, son modelos
prescriptivos debido a que sefialan el curso de accion que el administrador

debe seguir para alcanzar un objetivo previamente definido.

Este tipo de modelo fue analizado en el subtema 1.2, donde se menciona
gue puede contener una serie de sub modelos descriptivos, con la salvedad

de que en este modelo es factible determinar un curso de accién 6ptimo. Lo
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que significa que se les incorpora un objetivo, y la posibilidad de apreciar los

efectos de los diferentes cursos de accién en el mismo.

Estos modelos normativos estan constituidos por ciertas cualidades o
elementos clave: variables de decision, parametros, restricciones y funcion

objetivo.

A partir del siguiente ejemplo, se explica a detalle la relacion entre modelos
descriptivos y normativos. Supdngase que se tiene un proceso de produccién en el
gue pueden fabricarse tres productos diferentes. El Unico recurso limitante es la

mano de obra: hay disponibles 400 horas-hombre de mano de obra por semana.

Con base en experiencias pasadas, se sabe que el producto A requiere 8 horas de
mano de obra por unidad fabricada; el B, 4;y el C, 2. Ademas se supone por un
momento que existe una cantidad ilimitada de mano de obra, utilizando x; para
representar el nimero de unidades que se fabricaran del producto A; x2 para el del
B; y x3 para el del C. Asi, la expresion que se muestra a continuacion en la Ec. 1.3.4

es un modelo descriptivo de los requerimientos totales de la mano de obra:

L = 8x1 + 4x2 + 2X3 Ec.1.34

Asimismo, se conoce que solo hay disponibles 400 horas-hombre de mano de obra.

Luego, la relacién funcional real es la expresion mostrada en la Ec. 1.3.5:
8x1 + 4x2 + 2x3 <= 400 Ec. 1.3.5
De esta manera, con cualquier modelo puede hacerse una afirmacién acerca del

problema; sin embargo, en este punto no hay manera de determinar el mejor curso

de accion.
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En el caso de la Ec. 1.3.5, si se consideran ciertos valores de X1, X2 ¥ X3, €s posible

pronosticar el total de la mano de obra requerida.

Con respecto al caso de la Ec. 1.3.4, es facil determinar el nimero de unidades de
cada producto que podrian fabricarse, cuya solucion es (50, 100, 200), suponiendo

gue no se fabrica ninguna unidad de los otros dos productos.

Pensemos que ademas de los datos iniciales proporcionados, ahora se indica que
el producto A contribuye con $12.00 por unidad a las utilidades; el B, con $10.00; y
el C, con $8.00. A partir de estos referentes, es viable aplicar un modelo descriptivo
para las utilidades totales de la funcién objetivo. Luego, la Z se muestra en la Ec.
1.3.6:

Z =12x1 + 10x2 + 8Xs Ec.1.3.6

Como en el caso del subtema 1.2, puede emplearse este modelo para pronosticar
las utilidades s0lo si se proporcionan ciertos valores de X1, X2 y X3. En cambio, si se
combinan los modelos y ademas se supone que el objetivo es maximizar las
utilidades, se tiene un modelo normativo, el cual quedaria expresado como lo indica

el modelo 1.3.1 mostrado a continuacion:
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Maximizar: Z =12x1 + 10x2 + 8x3
Modelo 1.3.1

Sujeto a: 8x1 + 4x2 + 2x3 <= 400

Este modelo asi expresado, pretende obtener los valores de xi, X2, y X3 que den

como resultado el mayor valor de Z.

Clasificacién 2 de los modelos matematicos

Esta segunda clasificacion comprende cuatro sub-clasificaciones de modelos (en

realidad es una sub-clasificacion de la expuesta en el apartado anterior).

Sub-clasificacion 1

a. Deterministicos. En este tipo de modelos, las relaciones funcionales del
problema, es decir, los parametros del modelo, se conocen con
certidumbre. Por ejemplo, el modelo de la Ec. 1.3.3 podria considerarse
de este tipo porque los parametros o coeficientes de contribucion se

conocen con certidumbre.

b. Estocésticos. A diferencia de los anteriores, en éstos los parametros no

se advierten con certidumbre.

En consecuencia, un modelo estocastico puede tener algunas relaciones

funcionales deterministicas y estocasticas, o todas estocasticas.

Es facil hallar soluciones para este tipo de modelos si se estructuran como

normativos, de modo que proporcionen los mejores resultados esperados.
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O sea, se logra optimizar la funcion objetivo para alcanzar los resultados

esperados maximos 0 minimos.

Sub-clasificacién 2

a. Lineales. En este caso, todas las relaciones funcionales implican que la

variable dependiente es proporcional a las variables independientes.

b. No lineales. Utilizan ecuaciones curvilineas o no proporcionales. lgual que
en los modelos estocéasticos, no es necesario que todas las relacionales
funcionales del modelo sean no lineales para clasificarlo como lineal. Y si
una o mas de las relaciones funcionales no son lineales, se ubica el

modelo dentro de esta categoria.

Sub-clasificacion 3

a. Estéticos. Se definen en un lapso concreto, y mantienen el supuesto de
que todas las condiciones del modelo no cambian para ese periodo
especifico en el proceso de solucién del modelo. Por tanto, permiten
determinar una decisién o curso de accién idéneo sin hacer referencia al

curso de accién éptimo adoptado en periodos previos o futuros.

b. Dindmicos. A diferencia de los estaticos, establecen que el curso de
accion optimo se determina examinando periodos mdltiples. Por ello se
emplean en situaciones en las que no puede determinarse el curso 6ptimo
de accion para un numero multiple de periodos, sin considerar en forma

colectiva las acciones que se emprenden en cada tiempo.

¢ 26 de 419
Sexto semestre



Informatica

Sub-clasificacién 4

a. Simulacién. Este modelo es un proceso de planteamiento de modelos y
experimentacién usado para describir y/o analizar un problema o grupo
de problemas concretos. En este caso, también se emplea el término
proceso de planteamiento de modelos y experimentacion, porque la

simulacién puede utilizarse para ambos propdsitos.

Asi, a partir de los datos y caracteristicas descriptivas del problema de
produccion mencionado antes como ejemplo, se pudo plantear un modelo
normativo, mostrado en el modelo 1.3. Con todo, es frecuente que la
complejidad o naturaleza del problema hagan imposible desarrollar un
planteamiento matematico que le sea propicio. En estas circunstancias,

simular el problema ayudaria a estudiar diferentes cursos de accion.

Ademas, como los modelos de simulacion no requieren funciones
matematicas de forma cerrada para relacionar las variables, es posible
simular sistemas complejos cuyo modelo no puede plantearse en forma

matematica.
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1.4. Metodologia de la investigacion

de operaciones®

La metodologia de la investigacion de operaciones se refiere tanto a los procesos
de solucién empleados para resolver problemas en las empresas, como a las etapas
que en un proceso de solucion de problemas en investigacion de operaciones los
describen en una estructura.

Procesos de solucion

Existen tres procesos o métodos de solucidbn para resolver problemas de
investigacion de operaciones y que permiten llegar a soluciones Optimas o casi
Optimas:

1. Algoritmos. Es el mas comun, ya que en éste se justifica una explicacion
detallada de todos los componentes que intervienen en el andlisis del
problema.

Un algoritmo es un conjunto de procedimientos o reglas que, cuando se
siguen en forma ordenada, proporcionan la mejor solucién para un modelo
determinado para el cual se ha desarrollado. Aunque tal vez sea posible

alterar un algoritmo a fin de que este satisfaga los requerimientos de

41bid., pp. 11-17.
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problemas especializados, pero seré una labor dificil porque implicara alterar

los programas de computadora que existen para los algoritmos.

Analicemos un ejemplo. Supongase el caso del modelo 1.3.1 referente al
proceso de produccion, revisado anteriormente. Recuérdese que el modelo

final establecido fue el siguiente:

Maximizar: Z =12x1 + 10x2 + 8x3
Modelo 1.3.1

Sujeto a: 8x1 + 4x2 + 2x3 <= 400

Téngase en cuenta asimismo que las contribuciones a las utilidades eran de
$12.00, $10.00 y $8.00 para la venta de los productos A, B y C,
respectivamente; y 8, 4 y 2 eran las horas de mano de obra requeridas por

unidad para la fabricacién de los respectivos productos.

Si se analiza el modelo 1.3.1, puede advertirse de manera clara que el
producto A contribuye con $12.00 a las utilidades, en comparacion con el
$10.00 y $8.00 de los otros dos productos. Luego, podria concluirse que
deben fabricarse tantos productos A como los recursos lo permitan. Pero si
ahora examinamos los costos de mano de obra asociados con el producto A,
gue son 8 horas, es facil notar que tiene el mas alto requerimiento unitario de

mano de obra.

Por lo anterior, la decisién de fabricar tantos productos A como sea posible
quiza no sea la mejor, dado que tanto los coeficientes de contribucion como
los de mano de obra afectan la decision respecto al nUmero de unidades que
deben fabricarse de los tres productos. Asi, es necesario emplear un medio

gue permita ambos coeficientes en forma simultanea, calculando una razén
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de los mismos. Estos cocientes se obtienen y muestran en el cuadro 1.4.1,

con sus valores:

$12.00/Unidad

"Producto A"

1.50 usd/unidad
8 hr/Unidad

$10.00/Unidad
"Producto B"

2.50 usd/unidad
4 hr/Unidad

$8.00/Unidad

"Producto C"

4.00 usd/unidad
2 hr/Unidad

"Cuadro 1.4.1"

Las razones del cuadro anterior representan las contribuciones en délares
por hora de mano de obra invertida en la fabricaciéon de los respectivos
productos. Examinando estos valores, puede concluirse que la decision
apropiada seria fabricar la mayor cantidad del producto C como el recurso de

mano de obra permita.

Asi pues, para determinar el numero real de unidades del producto C que
deben fabricarse, se divide el total disponible de horas de mano de obra (en
este caso, 400) entre los requerimientos de este recurso para el producto, 2
horas por unidad. De manera que el mejor curso de accién a seguir es
elaborar 0 unidades del producto A (x1 =0), 0 del B (x2 =0) y 200 del C (x3 =
200). En esta situacion, entonces, Z =12(0) + 10(0) + 8(200) = $ 1,600 USD.

Por consiguiente, el algoritmo para el modelo 1.3.1, definido de manera no
muy formal, se expresaria de la siguiente manera: calcular una razén para

cada producto dividiendo el coeficiente correspondiente de contribucion a las
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utilidades entre el coeficiente de mano de obra por unidad. Y la mayor razén

denota el producto que debe fabricarse.

Posteriormente, se determina la cantidad que debe fabricarse, dividiendo el
total de horas de mano de obra disponibles entre el coeficiente de mano de

obra del producto a elaborarse.

Como el algoritmo se ha definido de modo poco formal, o sea, sin la
posibilidad de que existan coeficientes negativos 0 negativos, y al estar tan
vinculado al problema especifico, se tendra que desarrollar uno mas
estructurado en términos matematicos y ajustado a un modelo general que
pueda utilizarse para este problema y otros. Para lograrlo, se comienza
creando un modelo general para el modelo 1.3.1, utilizando la siguiente

notacion:

¢j = Contribucién por unidad del producto j

a; = Requerimiento unitario de mano de obra para la fabricacion del
producto |

b = Total de mano de obra disponible

Por tanto, el modelo 1.3.1 puede expresarse de manera general como se

muestra en el modelo 1.4.1:
Maximizar: Z = C1X1 + C2X2 + C3X3
Modelo 1.4.1

Sujeto a: aixi + a2 +asxs<=b

Dado que se esta estructurando un modelo general, pueden fabricarse mas

de tres productos, es decir, “n” productos. Ello exige observar que todas las
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variables de decisidén (x1, X2 y X3) son cero o mayores. Entonces, el modelo

general seria como se muestra en el modelo 1.4.2:

Maximizar: Z=CiX1+CaX2+C3xX3 + ........ + CnXn
Modelo 1.4.2
Sujeto a: aixi+axx2 +asxs +........ +anXn<=Db
X1, X2, X3,.eeunnn... , Xn>=0

Expresado en forma matemética mas compacta, el modelo 1.4.2 se expresa

como se presenta en el modelo 1.4.3:

n

Maximizar: Z = X CjX
=1
Modelo 1.4.3
n
Sujeto a: Y axj<=b
j=1
y Xj>=0 para toda |

Entonces, el algoritmo para el modelo 1.4.3 se expresaria de la siguiente

manera:

Calcular la razén cj/a; para todas las variables, en donde a; > 0.

Observar cual es la razén y denotar la variable de decision asociada como X;.
(Si hay varios cocientes con igual valor, esto denota que la fabricacion de los

productos asociados rinde el mismo nivel de utilidades).

Si la mayor razén que se ha identificado es igual o mayor que cero, no debe
producirse nada: el curso 6ptimo de accién consiste en no fabricar unidad

alguna. En cambio, si la mayor razon es superior a cero, se continda.
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Calcular la cantidad optima que debe producirse con la relacion xj = b/aj, en
donde aj es el coeficiente de mano de obra asociado con el mayor cociente
identificado antes. (Si existen razones iguales, hay politicas Optimas

alternativas).

Se puede concluir que este algoritmo no resulté tan complejo, porque el modelo

1.3.1 no lo es, y ademas sirvid como ilustracion.

2.

Métodos heuristicos. Se presentan cuando en ocasiones el planteamiento
matematico de un problema puede ser tan complejo que una solucion
analitica es casi imposible, y la evaluacién a través de una simulacién no es
practica debido al tiempo excesivo de procesamiento. Asi, brindan la opcion

de encontrar soluciones aproximadas aceptables.

Se basan en reglas empiricas o intuitivas que, cuando se aplican al modelo,
proporcionan una o mas soluciones. Son procedimientos de busqueda que
intentan pasar de un punto de solucién a otro, de manera que se mejore el

objetivo del modelo con cada movimiento sucesivo.

Cuando ya no es posible encontrar mejoras al objetivo del modelo utilizando
la regla de busqueda elegida, la solucion alcanzada se denomina solucion

aproximada.

El andlisis de los procesos heuristicos de solucion depende en gran medida
del problema especifico que se responde. En términos generales, se
aprovechan en problemas de particular complejidad, y con frecuencia

dependen de algoritmos para resolver partes del problema.
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3. Simulacién. Un modelo de simulacién “simula” precisamente la conducta del
problema para un conjunto definido de condiciones de entrada. Para
determinar el mejor curso de accion, debe analizarse la conducta del modelo
con diversos datos de entrada y elegir el que proporcione el nivel deseado
de resultados.

Proceso de solucién de problemas en investigacién de operaciones/ciencia

de la administracién

Resolver un problema o, en términos mas especificos, utilizar modelos de ciencia
de la administracion/investigacion de operaciones como ayuda en la solucion de
problemas implica algo mas que encontrar un algoritmo propicio a un problema
determinado. Se habrd de seguir un proceso de solucion de problemas que

comprende seis etapas.

1. ldentificacion, observacion y planteamiento del problema. Se da cuando
quien toma las decisiones observa la realidad y se da cuenta o percibe que

no se esta produciendo un resultado deseado en las operaciones existentes.

La segunda fase de esta etapa incluye a quien construye el modelo y a quien
toma las decisiones. En este punto, se observa el problema para identificar

variables y relaciones clave.

La observacion del problema puede llevarse a cabo en forma colectiva o
separada. Sin embargo, es necesario desarrollar un enfoque unificado, por
ello debe existir una gran interaccion entre quien toma las decisiones y quien

crea el modelo.
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La fase final de la etapa consiste en describir el problema en forma verbal:
presentar una descripcion de las variables, restricciones y objetivo; y ofrecer
ciertas ideas generales respecto de las relaciones del modelo. Este momento
es fundamental, porque es la base sobre la cual se planteara el modelo

matematico.

2. Construccion del modelo. Esta etapa implica el desarrollo del modelo. Pero
antes de estructurar en forma matematica el problema es necesario examinar
los factores identificados en la etapa 1, para diferenciar entre las variables

controlables y las no controlables.

En este etapa, las variables controlables pueden manipularse o modificarse
por quien toma las decisiones; lo que no sucede con las no controlables.

Para ayudar a plantear el modelo matematico, quien tome las decisiones
debera ubicar las variables controlables mas relevantes. Después, con base
en estas variables y relaciones clave identificadas y documentadas en el
modelo verbal, el constructor del modelo estructurara uno que describa en
términos matematicos el problema. Aunque puede ser necesario realizar
algunas consideraciones que limiten al problema real para que éste pueda
resolverse. Con frecuencia es indispensable probar un planteamiento inicial

del modelo para determinar las consideraciones a realizarse.

3. Generacion de una solucion. En este momento, se crea el algoritmo o

proceso de solucién, es la etapa 3.

En la practica, existe un cierto grado de retroalimentacion entre las etapas 2
y 3, dado que debe tenerse plena seguridad de que el problema planteado

en la etapa 2 satisface todas las condiciones que el algoritmo utilizara en la
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3. Pero hay que tener precaucion al utilizar el algoritmo en este punto, porque

un proceso de solucion no se limita a un algoritmo.

Ademas, también los métodos heuristicos y la simulacion son procesos para
resolver determinados problemas. Aunque se ha enfatizado el algoritmico
porque se puede generalizar, y es el mas utilizado para resolver la mayoria

de los problemas que enfrentan las empresas.

4. Prueba y evaluacién de la solucion. En este paso, denominado etapa 4, se
evalla y prueba el modelo adoptado o desarrollado en la etapa anterior, con

el objeto de determinar si produce resultados Utiles para el problema original.

Con este proposito, existen diversos procedimientos. Por ejemplo, quien
toma las decisiones simplemente puede examinar los resultados y hacer
algun juicio sobre cuan razonables pueden ser. O bien, adoptar un
procedimiento de prueba mediante el cual se empleen situaciones historicas
como modelo base, lo que significa que se introducird informacién
proveniente de una decision previa al modelo y comparar los resultados con

lo que ocurrid en la realidad.

Sin importar cuél de estos procesos de prueba se utilice, el modelo debe

modificarse si no satisface las necesidades de quien toma las decisiones.

Con bastante frecuencia el proceso de revision implica afiadir y eliminar

variables, pero podria implicar volver al problema observado originalmente.

5. Implante. Es la etapa 5, cuando se implanta el modelo. Aunque se debe
aclarar que el implante comienza el primer dia del proyecto y no cuando el
modelo se ha desarrollado y ya esta operando. Es decir, el implante no

significa que quien construy6 el modelo se lo entrega a los administradores
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y luego se retira del proyecto; no, debe trabajar con quien toma las decisiones
para identificar apropiadamente el problema (etapa 1), obtener
retroalimentacion con respecto a la validez del problema (etapa 4) y colaborar

para implantar y utilizar el modelo.

6. Evaluacion. Ultima fase del proceso de solucién, o etapa 6. Consiste en la
evaluacion y revision del modelo, dado que no es raro que un modelo de
investigacion de operaciones/ciencia de la administracion se utilice en forma

repetitiva en el analisis de problemas de decision.

El modelo debe evaluarse en forma continua para determinar si los valores
de los parametros han cambiado y/o para juzgar si el modelo sigue
satisfaciendo las metas de quien toma las decisiones. Si los rasgos del
problema cambian, o no se estan cumpliendo los propésitos de quien toma
las decisiones, debera considerarse una modificacion del modelo. Se utiliza
la expresion “considerarse” porque debe contrastarse el costo de cambiar el
modelo con los ahorros que se lograrian con la modificacion. Si el costo de
la modificacién supera los ahorros, entonces debe descontinuarse el
proyecto. Es aqui donde los administradores pueden tener una mala
experiencia con los modelos de investigacién de operaciones/ciencia de la
administracion; si no reconocen el momento en que el proyecto excede su
utilidad, los resultados deficientes de periodos posteriores de empleo del
modelo pueden opacar su desempefio previo, cuando el modelo en verdad

resolvia el problema.

¢ 37 de 419
Sexto semestre



Informatica

RESUMEN

La investigacion de operaciones es una técnica utilizada de forma cotidiana en la
practica de la administracion por parte de las entidades para llevar a cabo una
correcta toma de decisiones. Entre las empresas que la emplean, estan las
dedicadas a la produccion de bienes y servicios de diversos sectores industriales;
asi como las instituciones financieras enfocadas al servicio de toda clase de

productos financieros.

La investigacion de operaciones tiene sus inicios durante la Segunda Guerra
Mundial, en octubre de 1954, con la publicacién de la primera edicién de la revista
Management Science. Pero sus comienzos datan de 1937, cuando en la Gran
Bretafia se reunié un equipo de trabajo conformado por matematicos, ingenieros y
cientificos en areas basicas para estudiar los problemas estratégicos y tacticos
asociados con la defensa del pais. El éxito de estas actividades hizo que en Estados

Unidos se emprendieran trabajos similares.

Concluida la Segunda Guerra Mundial, muchos de quienes colaboraron en la
investigacion de operaciones durante el conflicto bélico se dieron cuenta de que
varios métodos y técnicas aplicados para resolver problemas militares, también se
podian aprovechar en la industria. Sin embargo, estos conceptos e ideas
comenzaron a ponerse a disposicion de las empresas de los distintos sectores
industriales del pais hasta la década de 1950, cuando se iniciaba el desarrollo y

comercio de la computacion.

Hoy, es facil encontrar numerosos casos en los que los conceptos de investigacion

de operaciones se han aplicado a distintas areas funcionales que componen una
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empresa: compras, mercadotecnia, contabilidad, planeacion financiera, finanzas,

entre otras.

Aunque la Gran Bretafia tiene el mérito de iniciar la investigacion de operaciones
como disciplina, los investigadores norteamericanos han hecho contribuciones mas

importantes a su evolucion.

Hoy dia, la ciencia de la administracién ha madurado de manera vertiginosa y una
gran cantidad de los problemas de implante que aparecieron en la década de 1960
y a principios de la de 1970 se han superado gracias a los progresos de la tecnologia

de la computadora y a cambios en los curriculos académicos.

Se puede afirmar, entonces, que hay un mayor énfasis en la implantacion y
aplicacion de técnicas y modelos, ademas de la disponibilidad de las computadoras.
Esto ha ampliado en gran medida el alcance y magnitud de los problemas que es

posible analizar.

En consecuencia, el disefio de sistemas computarizados de tiempo compartido ha
ayudado al area de implante en tanto permite a quienes toman las decisiones
interactuar en forma directa con los modelos de la ciencia de la administracion.
Como resultado, ha disminuido la necesidad de que un experto en ciencia de la
administracion actie como intermediario entre el administrador y el modelo, por
consiguiente, posibilita que el administrador explore preguntas hipotéticas con el

objeto de comprender y valorar mejor el potencial del modelo.

A su vez, los sistemas de tiempo compartido también han puesto el poder de las
computadoras a disposiciéon de un gran nimero de empresas, ampliando asi la
aplicacién potencial de las técnicas de la investigacion de operaciones. Este grupo

de técnicas se han aplicado de manera exitosa a una diversidad cada vez mayor y
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compleja de problemas en las areas de los negocios, gobiernos, economia,

finanzas, salud, educacion, etcétera.

Un punto central de la investigacién de operaciones es la optimizacion. Conocida
también como modelo de optimizacion, es un modelo normativo, prescriptivo,
porque sefiala el curso de accion que debe seguir el administrador para alcanzar un

objetivo previamente definido.

Un modelo de optimizacién puede contener una serie de sub-modelos descriptivos,

pero en este modelo es posible determinar un curso de accion 6ptimo o mejor.

Independientemente del sector donde trabaje el administrador, privado o publico,
una de sus principales funciones es resolver problemas. En este orden, la
construccion de modelos es un medio que le permite analizarlos para examinar
diferentes alternativas y elegir la mas viable. Este recurso no es una idea nueva; es
un proceso aplicado en forma cotidiana, con frecuencia de forma inconsciente, en

distintas situaciones de problemas basicos.

Una primera clasificaciéon de los modelos matemaéticos incluye los descriptivos y
normativos. Una segunda divisién los distingue en cuatro sub-clasificaciones (en
realidad, ésta es una sub-clasificacion de la primera): deterministicos y estocasticos,

lineales y no lineales, estaticos y dinamicos, y simulacion.

La metodologia de la investigacion de operaciones consiste en los procesos de
solucién empleados para resolver los problemas de las empresas. Y se refiere
también a las etapas de este proceso.

En cuanto a los procesos de solucion que permiten llegar a soluciones optimas o

casi optimas, encontramos los algoritmos, los metodos heuristicos y la simulacion.
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Hay un proceso de solucion de problemas en cualquier estudio de ciencia de la
administracion/investigacion de operaciones que incluye las etapas de
identificacion, observacion y planteamiento del problema; construccion del modelo;
generacion de una solucion, prueba y evaluacion de la solucion; implante; y

evaluacion.
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OBJETIVO PARTICULAR

Al finalizar la unidad, el alumno reconocerd el concepto de programacion lineal, asi
como la aplicacion de los métodos cuantitativos relacionados con la investigacion

de operaciones para la toma de decisiones.

TEMARIO DETALLADO
(18 horas)

2. Programacion lineal

2.1. Concepto de programacion lineal
2.2. Métodos de solucion

2.2.1. Método grafico

2.2.2. Método dual-simplex

2.2.3. Mediante el uso de computadora
2.3. Modelo de transporte

2.4. Modelo de asignacion
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INTRODUCCION

Hoy dia, los gerentes de las empresas le dan mucha importancia a la practica de la
administracion, mas cuando se encuentra enfocada al campo de la investigacién de
operaciones. En este orden, la presente unidad aborda una de las aplicaciones de

mayor uso en la investigacion de operaciones, la programacion lineal.

Como se sabe, en la préactica la administracion dispone de una serie de elementos
como la mano de obra, dinero, materias primas y equipos, cuyo suministro es

limitado o restringido.

Si los recursos de una empresa fueran ilimitados, no habria necesidad de las
herramientas de la ciencia de la administracion. Es decir, las organizaciones deben
hallar la mejor asignacion de sus recursos para maximizar sus ganancias y
minimizar sus costos. Lo que no resulta sencillo, de alli la pertinencia de métodos

cuantitativos y modelos matematicos que faciliten y simplifiquen este trabajo.

En este sentido, la programacion lineal —técnica cuantitativa— permite determinar la
mejor asignacion de los recursos limitados de una empresa, y esta referida a la

resolucién de un modelo matematico con las siguientes caracteristicas:

¢ Una funcion objetivo de tipo lineal cuyo fin ser& maximizar o minimizar, segun

sea el caso.

e Un conjunto de restricciones lineales en donde se distinguen los disponibles

con que se cuenta segun sea el caso.
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e Una serie de variables de decision sujetas a valores no negativos.

En la resolucion se emplean variables de holgura o de excedente, para poder
escribir las restricciones de menor o igual que, mayor o igual que, o también en
forma de igualdad. El valor de una variable de holgura o de excedente generalmente

se puede interpretar como la cantidad no usada de un recurso.

La programacion lineal tiene como objetivo primordial buscar la solucién que permita
resolver un problema a fin de dar una respuesta que posibilite al gerente tomar las
decisiones mas pertinentes para el beneficio de la empresa en un momento

determinado.

Asimismo, en esta unidad se abordan el concepto de programacion lineal y los
métodos de solucion: grafico, simplex y su forma dual. De igual manera, se
presentan algunos paquetes de programacién para resolver problemas de
programacion lineal mediante la computadora; y todo lo referente al modelo de

transporte y de asignacion.
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2.1. Concepto de programacion lineal

Como se analiz6 en la unidad anterior, la investigacion de operaciones se conoce
también como ciencia de la administracion; mientras que la administracion de una
empresa es el area profesional en forma practica, pero ésta recurre a la ciencia de
la administracién cotidianamente con el propésito de resolver un determinado

problema en la organizacion y tomar una decision acertada.

Por otra parte, la administracion de una empresa implica tener disponibles una serie
de factores como la mano de obra, dinero, materias primas y equipos o maquinas,
en donde el suministro de estos factores es limitado. Si estos recursos fueran
ilimitados, no habria necesidad de herramientas cuantitativas para la administracion

de una empresa, como la programacion lineal.

Muchas empresas tienen recursos restringidos, por lo que deben encontrar su mejor
asignacion, a fin de aumentar al maximo sus ganancias, beneficios o ingresos y, por
consiguiente, reducir al minimo sus costos o egresos. Y para lograrlo es
indispensable utilizar métodos cuantitativos y modelos matematicos. Uno de estos
métodos es la programacion lineal, técnica matematica que permite determinar la
mejor forma para asignar los recursos. Ademas es un enfoque para solucionar
problemas definidos y sirve como ayuda para que los gerentes tomen decisiones

pertinentes para el desarrollo y funcionamiento de las empresas.

La programacion lineal es un método de solucion de problemas previamente
definidos, en el cual una funcion objetivo debe maximizarse o minimizarse segun
corresponda, considerando una serie de restricciones que reducen el grado en el

gue puede perseguirse lo que se pretende de la funcion objetivo, tomando en cuenta
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la no negatividad de las variables de decision involucradas en las restricciones que

lo definen.

Para llevar a cabo el planteamiento del modelo, deben seguirse las condiciones en
el orden que presenta la definicion anterior. Luego, un problema puede solucionarse

a través de la programacion lineal si se cumple lo siguiente:

1. Plantear la funcion objetivo para el problema en términos de las variables de

decision, es decir, como X1, X2, , Xn.

2. Las variables del problema deben interrelacionarse para generar el resultado
total del problema (esto puede dejarlo de hacer una variable para permitir

que aumente la otra variable).

3. Las restricciones vinculadas con la disposicion de recursos, la satisfaccion
de necesidades o el surtimiento de la demanda se estableceran de forma

lineal.

4. Los valores de las variables de decisibn en la respuesta pueden ser
expresados en forma fraccionaria, pero satisfaciendo la condicion de ser

mayores o iguales a cero.
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Por tanto, una programacion lineal esta referida a la resolucién de un modelo

matematico con las siguientes caracteristicas, como se muestra en el modelo 2.1.1:

Maximizar o minimizar: Z = C1X1 + C2X2 + C3X3 + ........ + CnXn
Modelo 2.1.1
Sujetoa:  auxa +aixe +awsxs +........ + ainXn [<=, >=, =] b1
a21X1 + azXe + azsxs + ........ + aznxn [<=, >=, =] b2
asziXi + asXz + assxs + ........ + asnXn [<=, >=, =] b3
amiXy + amzX2 + amsxXs + ........ + amnXn[<=, >=, =] bn
Donde: X1, X2, X3y eeeannnnn. , Xn>=0

El concepto de programacion lineal expresado de manera simplificada en el modelo
anterior resulta dificil a primera vista, pero sera mas accesible con el planteamiento
y solucion de algunos problemas previamente definidos, que exponemos a

continuacion.

Problema 2.1.1

Una compafiia decide hacer un estudio basado en la produccion de sus
automoviles. Se sabe que existen dos productos considerados mas vendibles: el

compacto y el pick-up.

Segun el estudio, por cada compacto vendido se ganan $300 dolares y por cada
pick-up, $400 dolares. Ademas, se analiz6 que por cada compacto se invierten 5
horas de fabricacion; y por cada pick-up, 7 (la disponibilidad total que se tiene es de
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900 horas). También se sabe que un tope maximo de automoviles vendidos por

semana es de 165 compactos y 120 pick-up.

Se pide construir un modelo de programacion lineal que persista en maximizar la

produccion.

Solucién

Para definir y plantear el modelo matematico correspondiente a las necesidades de

la compaiiia, se deben asignar a las variables de decision, que son las siguientes.

Sean x1 y X2 las variables de decision, las cuales se definen a través de las

siguientes proposiciones abiertas:

X1 = { X1 | X1 €S un auto compacto }

X2 = { X2 | X2 es una pick-up }

Luego, se define la funcién objetivo, que resulta como se muestra en la Ec. 2.1.1:

Maximizar: Z = c1X1 + c2X2 Ec.2.1.1

Donde: c1 =300 y c2 =400

EnlaEc. 2.1.1, se sustituyen los parametros c1 y C2, y resulta lo siguiente, expresado
enlaEc. 2.1.2:

Maximizar: Z = 300x1 + 400x2 Ec.2.1.2
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Después, se definen las restricciones que limitan al problema, enunciadas a

continuacion.

Restriccion uno: disponibilidad de tiempo

La compaifiia sélo dispone de 900 horas en total para fabricar la mayor cantidad de
autos compactos y pick-ups que maximicen la produccion, sabiendo que con 5 horas
se puede fabricar un compacto y con 7 una pick-up. Por tanto, la restriccion de

disponibilidad de tiempo queda en forma general como se muestra en la Ec. 2.1.3:

a11X1 + azxz2 <= b1 Ec.2.1.3

Donde: ai1=5horas; aiz=7horas y bi=900 horas

En la Ec. 2.1.3, se sustituyen los parametros aii1, a2 y b1 y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.4:

5x1 + 7x2 <=900 Ec.2.1.4

Restriccidon dos: maxima venta de autos compactos

Esta restriccion se refiere a que la compafia sabe que un tope maximo de
automoviles vendidos es de 165 compactos por semana. Luego, la restriccion de
maxima venta de compactos queda en forma general como se muestra en la Ec.
2.1.4:

a21X1 + azxz2 <= b2 Ec.2.1.5

¢ 52 de 419
Sexto semestre



Eags ok Informatica
& & i .

) =7 SUAYED

Donde: az1=1;, a»=0 y b2=165

En la Ec. 2.1.5, se sustituyen los parametros ao1, a2 y b2 y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.6:

X1 <=165 Ec.2.1.6

Restriccion tres: maxima venta de pick-ups

La compafiia sabe que un tope maximo de automdviles vendidos es de 120 pick-
ups por semana. Entonces, la restriccion de maxima venta de pick-up queda en

forma general como se muestra en la Ec. 2.1.7:

asiXi + as2xz <= bs Ec.2.1.7

Donde: as1=0; ax=1 y b3=120

En la Ec. 2.1.7, se sustituyen los paradmetros asi1, az2 y bz y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.8:

X2 <=120 Ec.2.1.8

Posteriormente, se establece la no negatividad de las variables de decisién; lo que

significa que x1, x2>= 0.

Por altimo, el modelo de programacion lineal que permite maximizar la produccion
de autos compactos y pick-ups por parte de la compafiia es el resultante de las Ecs.
2.1.2,2.1.4,2.1.6y2.1.8, mostrado en el modelo 2.1.2:
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Maximizar: Z = 300x1 + 400x2

Modelo 2.1.2
Sujeto a: 5x1 + 7x2 <=900
X1 <= 165
X2 <= 120
Donde: X1, X2>=0

Problema 2.1.2

Un inversionista decide seguir el estudio durante un pequefio lapso determinado por
él de dos acciones del sector industrial papelero, especificamente las de Kimberly
Clark de México y las de Loreto y Pefia Pobre. Durante este seguimiento, encontré
que la maxima utilidad esperada por ambas empresas era del 27%, sabiendo que
existia un alto volumen en las operaciones. También observé que el maximo
volumen vendido de acciones de Kimberly Clark de México fue de 4,700 en ese
periodo; y de Loreto y Pefia Pobre, de 2,500. Asimismo, conocio que el precio de
mercado de cada una fue de $31.80 para Kimberly Clark de México, y de $21.20
para Loreto y Pefia Pobre.

Entonces, se pide construir un modelo de programacion lineal que permita

maximizar la utilidad o beneficio de la cartera.

Solucién

Para definir y plantear el modelo matematico correspondiente a las necesidades de

la compaiiia, se deben asignar las variables de decision, que son las siguientes.
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Sean x1 y X2 las variables de decisién, las cuales se definen a través de las

siguientes proposiciones abiertas, donde:

X1 = { X1 |X1 es una accion de Kimberly Clark de México }

X2 = { X2 | x2 es una accion de Loreto y Pefia Pobre }

Luego, se define la funcién objetivo, que resulta como se muestra en la Ec. 2.1.9:

Maximizar: Z = c1X1 + Cc2X2 Ec.2.1.9

Donde: c1=31.80 y c2=21.20

Enla Ec. 2.1.9, se sustituyen los parametros c1 y c2 y resulta lo siguiente, expresado
en la Ec. 2.1.10:

Maximizar: Z =30.80x1 + 21.20x%2 Ec.2.1.10

Después, se definen las restricciones que limitan al problema, descritas a

continuacion.

Restriccidon uno: rendimiento total

Esta restriccion se refiere a que el analista encontré que la maxima utilidad esperada
por las dos acciones en el lapso determinado por €l en conjunto fue del 27%. Asi, la
restriccion de rendimiento total queda en forma general como se muestra en la Ec.
2.1.11:
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a11X1 + azxe <=ba Ec.2.1.11

Donde: a11=1%; ai2=1% y b1=27%

En la Ec. 2.1.11, se sustituyen los parametros aii, a2 y b1 y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.12:

X1+ X2 <=27 Ec.2.1.12

Restriccién dos: maximo volumen de Kimberly Clark de México

El analista sabe que el maximo volumen vendido de las acciones de Kimberly Clark

de México fue de 4,700 titulos. Por tanto, la restriccion de maximo volumen de

Kimberly Clark de México queda en forma general como se muestraen la Ec. 2.1.13:
aziX1 + azxz <= bz Ec.2.1.13

Donde: az1=1;, a2=0 y b2=4700

En la Ec. 2.1.13, se sustituyen los parametros azi, a2 y b2 y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.14:

X1 <=4700 Ec.2.1.14

Restriccion tres: maximo volumen de Loreto y Pefia Pobre
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El analista sabe que el maximo volumen vendido de las acciones de Loreto y Pefia
Pobre fue de 2,500 titulos. Luego, la restriccion de maximo volumen de Loreto y

Pefia Pobre queda en forma general como se muestra en la Ec. 2.1.15:

asziXi + as2x2 <= bz Ec.2.1.15

Donde: as1=0; ax=1 y b3=2500

En Ec. 2.1.15, se sustituyen los parametros asi, a2 y bz y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.16:

X2 <=2500 Ec.2.1.16

Enseguida, se establece la no negatividad de las variables de decision, lo que

significa que x1, x2>= 0.

Por ultimo, el modelo de programacion lineal que permite maximizar la utilidad o
beneficio de la cartera compuesta por las acciones de Kimberly Clark de México y
Loreto y Pefia Pobre resulta de las Ecs. 2.1.10, 2.1.12,2.1.14 y 2.1.16, mostrado en

el modelo 2.1.3:

Maximizar: Z =31.80x1 + 21.20x%2

Modelo 2.1.3
Sujeto a: X1+ X2 <=27
x1<= 4700
X2 <= 2500
Donde: X1, X2>=0
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Problema 2.1.3

Una compafiia aseguradora decide realizar un estudio sobre los accidentes
automovilisticos con el propdsito de ampliar un mercado de las poélizas de seguro
gue ofrece. En una semana se hicieron 1500 observaciones para tres modelos de
automoviles: Ford, Chrysler y General Motors. ElI niumero total de accidentes
identificados fue de 680. La cantidad de polizas vendidas para la marca Ford fue de
120; para Chrysler, 1,365; y para General Motors, 95. También se advirtio que la
utilidad que gana la compafia de seguros por la venta de cada pdliza fue de
$1000.00 para la Ford, $690.00 para Chrysler y $980.00 para General Motors.

Se necesita construir un modelo de programacion lineal que permita maximizar la

venta de las polizas.

Solucién

Para definir y plantear el modelo matematico correspondiente a las necesidades de

la compaiiia, se deben asignar a las variables de decision, como sigue.

Sean xi1, X2 Y X3 las variables de decision, las cuales se definen a traves de las

siguientes proposiciones abiertas, donde:

X1 = { x1 | x1 es una péliza vendida de auto marca Ford }
X2 = { X2 | X2 es una poliza vendida de auto marca Chrysler }
X3 = { x3 | x3 es una pdliza vendida de auto marca General Motors }
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Después, se define la funcion objetivo, que resulta como se muestra en la Ec.
2.1.17:

Maximizar: Z = C1X1 + C2X2 + €3X3 Ec.2.1.17

Donde: c1 = 1000; C2=690 vy c3 =980

En la Ec. 2.1.17, se sustituyen los parametros ci, C2 y C3 y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.18, como sigue:

Maximizar: Z =1000x1 + 690x2 + 980x3 Ec.2.1.18
Luego, se definen las restricciones que limitan el problema, expuestas a
continuacion.

Restriccién uno: observacion total
La compafia de seguros realizé 1500 observaciones durante una semana de los
accidentes de tres marcas de automoviles: Ford, Chrysler y General Motors. Por
tanto, la restriccion de observacion total queda en forma general como se muestra
enlaEc. 2.1.19:

aiixi + azxz2 + as2xs = b Ec.2.1.19

Donde: ai1=1; awi2=1, ais=1 'y bi1=1500

Enla Ec. 2.1.11, se sustituyen los parametros ai1, a1z, a1z y b1 y resulta lo siguiente,

expresado la Ec. 2.1.20, como sigue:
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X1+ X2 + X3 = 1500 Ec.2.1.20

Restriccidn dos: observaciones de accidentes totales
La compafia de seguros midié en el lapso de una semana que el nimero de
accidentes totales observados en forma conjunta para las tres marcas de
automoviles fue de 680. Por tanto, la restriccion de observaciones de accidentes
totales queda en forma general como se muestra en la Ec. 2.1.21:

aziX1 + axxz2 + azsxs = b2 Ec.2.1.21

Donde: az1=1; ax2=1, as=1 Yy b2=680

En la Ec. 2.1.21, se sustituyen los parametros azi, a2 y b2 y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.22:

X1+ X2 + X3 = 680 Ec.2.1.22

Restriccidn tres: total de ventas de las pélizas de la marca Ford

La compafiia de seguros observé que en una semana se vendieron como maximo
120 polizas de seguro de la marca Ford. Entonces, la restriccion de total de ventas
de las poélizas de esta marca queda en forma general como se muestra en la Ec.
2.1.23:

Az1X1 + az2x2 + azsxz <= bz Ec.2.1.23

Donde: as1=1; asxx=0, ass=0 y b3=120
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Enla Ec. 2.1.23, se sustituyen los pardmetros az1, as2, a3 y bz y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.24:

x1 <=120 Ec.2.1.24

Restriccion cuatro: total de ventas de las polizas de la marca Chrysler
La compariia de seguros observé que en el lapso comprendido en una semana se
vendieron como maximo 1,365 polizas de Chrysler. Luego, la restriccion total de
ventas de las pélizas de esta marca queda en forma general como se muestra en la
Ec. 2.1.25:

a41X1 + a42X2 + aa3xs <= bs Ec.2.1.25

Donde: as1=0; as=1 aw=0 y bsa=1365

Enla Ec. 2.1.25, se sustituyen los pardmetros aa1, as2, as3 y ba y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.26:
X2 <= 1365 Ec.2.1.26
Restriccion cinco: total de ventas de las poélizas de la marca General Motors
La compariia de seguros observé que en una semana se vendieron como maximo
95 polizas de General Motors. Entonces, la restriccién total de ventas de las pélizas

de esta marca queda en forma general como se muestra en la Ec. 2.1.27:

asiX1 + as2x2 + as3xz <= bs Ec.2.1.27
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Donde: as1=0; as2=0, ass3=1 y bs=95

Enla Ec. 2.1.27, se sustituyen los parametros asi, as2, asz y bs y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.28:

X3 <=95 Ec.2.1.28

Posteriormente, se establece la no negatividad de las variables de decisién, lo que

significa que X1, X2, x3 >= 0.

Finalmente, el modelo de programacion lineal que permite maximizar la venta de
pélizas de seguro para las tres marcas de automoviles es el resultante de las Ecs.
2.1.20, 2.1.22, 2.1.24 y 2.1.26, mostrado en el modelo 2.1.4, como sigue:

Maximizar: Z = 1000x1 + 690x2 + 980x3

Modelo 2.1.3

Sujeto a: X1+ X2 + X3 = 1500

X1+ X2+ X3 = 680

X1 <=120

X2 <= 1365
X3 <= 95
Donde: X1, X2, X3 >=0
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Problema 2.1.4

Una empresa dedicada a producir muebles para comedores estéa tratando de decidir
sobre las cantidades de produccion para dos articulos: mesas vy sillas. Se cuenta
con 96 unidades de material y 72 horas de mano de obra. Cada mesa requiere 12
unidades de material y 6 horas de mano de obra. Por otro lado, las sillas demandan
8 unidades de material cada una y 12 horas de mano de obra. El margen de
contribucion es el mismo tanto para las mesas como para las sillas, es decir, $5.00

por unidad. Y la empresa fabricante prometié construir al menos 2 mesas.

Se pide obtener el modelo de programacion lineal que permita maximizar la

produccién.

Solucién

Para definir y plantear el modelo matemético correspondiente, se deben asignar a

las variables de decisién, como sigue.

Sean x1 y X2 las variables de decision, las cuales se definen a través de las

siguientes proposiciones abiertas, donde:

X1 = { X1 |X1 es un articulo producido de mesa }

X2 = { X2 | x2 es un articulo producido de silla }

Posteriormente, se define la funcion objetivo, que resulta como se muestra en la Ec.
2.1.29:
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Maximizar: Z = c1X1 + c2X2 Ec.2.1.29

Donde: c1=5.00 y c2=15.00

En la Ec. 2.1.29, se sustituyen los parametros “ci” y “c2” y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.30:

Maximizar: Z =5.00x1 + 5.00x2 Ec.2.1.30
Enseguida, se definen las restricciones que limitan al problema.
Restriccion uno: mano de obra total
La empresa cuenta con un disponible total de 72 horas como maximo de mano de
obra, de las cuales se requieren 6 para fabricar una mesay 12 horas para una silla.
Por consiguiente, la restriccién de mano de obra total queda en forma general como
se muestra en la Ec. 2.1.31:

aiiXi + axxz <=bs Ec.2.1.31

Donde: ai1=6; aw=12 y b1=72

En la Ec. 2.1.31, se sustituyen los parametros ai1, a2 y b1 y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.32:

6x1+ 12x2 <=72 Ec.2.1.32

Restriccion dos: unidades de material total

¢ 64 de 419
Sexto semestre



(Ll

i Informatica

La empresa cuenta como maximo con un disponible en total de 96 unidades de
material, de las cuales se requieren 12 para fabricar una mesa y 8 para una silla.
Asi, la restriccion de unidades de material total queda en forma general como se
muestra en la Ec. 2.1.33:

azixi + azxz <=b2 Ec.2.1.33

Donde: az1=12; a2=8 y b2=96

En la Ec. 2.1.33, se sustituyen los parametros azi, a2 y b2 y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.34:

12x1 + 8x2 <= 96 Ec.2.1.34

Restriccidn tres: promesa de la empresa de producir al menos dos mesas
La empresa fabricante prometié producir al menos dos mesas. Luego, la restriccion
referida a la promesa de la empresa de producir minimo dos sillas queda en forma
general como se muestra en la Ec. 2.1.35:

asiX1 + asx2 >= b3 Ec.2.1.35

Donde: as1=1;, ax=0 y b3=2

En la Ec. 2.1.35, se sustituyen los pardmetros asi1, as2 y bz y resulta lo siguiente,

expresado en la Ec. 2.1.36:

X1 >=2 Ec.2.1.36
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Después, se establece la no negatividad de las variables de decision, lo que significa

gue X1, X2>= 0.
Finalmente, el modelo de programacion lineal que permite maximizar la produccion
compuesta por los productos consistentes en mesas Yy silla es el resultante de las

Ecs. 2.1.30, 2.1.32, 2.1.34 y 2.1.36, mostrado en el modelo 2.1.4:

Maximizar: Z =5.00x1 + 5.00x2

Modelo 2.1.4
Sujeto a: 6x1 + 12x2 <=72
12x1 + 8x2 <=96
X1 >=2
Donde: X1, X2>=0

A partir de los problemas anteriores, se puede inferir que la programacion lineal
representa una técnica matematica que permite determinar la mejor manera de
asignar los recursos limitados que poseen las empresas. O sea, ayuda a solucionar
problemas definidos y apoya a los gerentes para una toma de decisiones mas
pertinente y adecuada en beneficio de las organizaciones, ya sean de bienes y
productos terminados derivados de diversos sectores industriales, o las dedicadas

a los servicios de bienes y productos intermedios y servicios financieros.
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2.2. Métodos de solucidén

A partir de la programacion lineal, las empresas se plantean los problemas que

enfrentan, y para resolverlos aplican algoritmos que generan modelos matematicos

que pueden ser resueltos con diversos métodos, explicados a continuacion.

2.2.1. Método grafico

Este método permite resolver problemas en donde se involucran solamente dos

variables de decision. Estas se representan en forma esquematica en un diagrama

cartesiano, a partir del cual se busca la solucién 6ptima por medio de ensayo y error,

o de un andlisis algebraico cuando es necesario.

Pasos de analisis

a. Definir el planteamiento del problema. Puntualizar en forma clara y

contundente las variables de decisibn, asi como los parametros
correspondientes, para que éstos se plasmen tanto en la funcion objetivo
como en el conjunto de restricciones involucradas, respetando el supuesto

de la no negatividad de las variables de decision.

. Representar en un gréfico a través de un diagrama cartesiano cada una de

las restricciones involucradas en el modelo de programacion lineal, a fin de
observar el trazo en cada una de ellas por medio de la determinacién de sus
puntos de corte, mediante el método de ensayo y error, o por un analisis

basico de algebra de ecuaciones.
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Ademas, con respecto a estas representaciones gréficas correspondientes
a las restricciones, se debe tomar en cuenta lo siguiente:
- Cuando las restricciones son expresadas por medio de ecuaciones de
primer grado, se dice que son lineales.
- Cuando las restricciones son expresadas por medio de ecuaciones de

segundo 0 mas grados, se dice que son no lineales.

c. Determinar la region factible de tal forma que se encuentren todos los
puntos que satisfagan simultineamente todas las restricciones

involucradas en el problema.

d. Evaluar cada uno de los puntos determinados que limitan la region factible
del modelo en cuestion en la funcion objetivo, a fin de ir determinando el
valor de ésta y que, por consiguiente, muestre el comportamiento de las
variables de decisidén en cada uno de esos puntos, e irlas trazando ya sea

en forma experimental o por medio de un analisis algebraico.

e. Cualquier valor obtenido por la funcion objetivo con el valor maximo
obtenido representara una solucion optima para el modelo previamente

planteado.

f. Si el modelo planteado consistiera en minimizar, entonces se buscara una
solucion 6ptima que realice el efecto contrario al sefialado en los incisos d

y e respectivamente.

g. Determinar el resultado y establecer las conclusiones pertinentes a la

solucion 6ptima del modelo en cuestion.

Con base en expuesto anteriormente, se puede concluir que el método gréfico es

muy utilizado por los gerentes para resolver problemas de programacion lineal.
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Aunque esta limitado para dos variables de decision, ofrece al analista un panorama
de lo que debe hacer para cuando sus modelos planteados sean de estas

caracteristicas.

Para que se puedan entender los pasos que definen como se lleva a cabo el método
algebraico, a fin de resolver un modelo matematico de programacion lineal, se

explicara el método resolviendo los problemas 2.1.1y 2.1.4 del subtema 2.1.
Problema 2.2.1.1

La compafia del problema 2.1.1, de acuerdo con las condiciones previamente

establecidas, determiné el siguiente modelo de programacion lineal.

Maximizar: Z = 300x1 + 400x2

Modelo 2.2.1.1
Sujeto a: 5x1 + 7x2 <=900
X1 <= 165
X2 <= 120
Donde: X1, X2>=0

Ahora, la compafiia quiere conocer la solucion Optima que permita maximizar la

produccién tanto de autos compactos como de pick-ups.

Solucién

Para determinar la solucion optima del planteamiento del problema definido por la

compafia del problema 2.1.1, se utilizard el método grafico, desarrollando los

siguientes pasos.
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Paso 1

Se determinan los puntos de corte para cada una de las restricciones involucradas

en el modelo matematico. Para la restriccion 1 con referencia a la disponibilidad de

tiempo, son los siguientes:

Restriccion 1: Disponibilidad de Tiempo.
Si x; =0, se tiene:

5x, + 7x, <= 900
5(0) + 7x, <= 900
7%, <= 900

900

X, S-

7

Entonces:
X, <= 128.59

Finalmente, el punto es: (0, 128.59)

Si x, =0, se tiene:

5x, + 7x, <= 900
6x, + 7(0) <= 900
5x, <= 900
900
X<
S

Entonces:
X, <= 180.00

Finalmente, el punto es:

(180.00, 0)

Para la restriccion 2 con referencia a la venta maxima de autos compactos:

Restriccion 2: Venta Maxima de "Autos Compactos”.
...... , N, se tiene:
Xy <= 165

Finalmente, el punto es: (165, 0) y

(165, 180)

Sexto semestre
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Y para la restriccion 3 con referencia a la venta maxima de pick-ups:

Restriccion 3: Venta Maxima de "Pick-ups”.
...... , h; se tiene:
X2 <=120

(0, 120) y (170, 120)

Finalmente, el punto es:

Paso 2

Determinados los puntos de corte para cada restriccion, se procede a trazar dichas

restricciones mediante un diagrama cartesiano a fin de poder visualizar la region

factible. Lo que se muestra en la siguiente gréfica:

"Maximizacion de la Produccion de Autos Compactos y Pick-ups"

200 4

"Pick-ups"”

100

120

"Autos Compactos"
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Paso 3

Visualizada la region factible en la gréafica anterior, se procede a buscar los puntos

b y ¢ que forman parte de la frontera de la region factible y no se conocen con

precision:

Obteniendo el “Punto B”; el cual relaciona a la "Restriccion 1" y a la "Restriccion 3; donde:

Bx, +7x, <= 900
X, <=120

Como: X, <= 120; entonces se obtiene X,; resultando:

5x, + 7x, <= 900
5x, + 7(120) <= 900
5x4 + 840 <= 900
5x, <=900 - 840
5x, <= 60

ns—

|Entonces:
% <=12.00

|Finalmente, el punto es: (120, 12)
Obteniendo el "Punto C™; el cual relaciona a la "Restriccion 17 y a la "Restriccion 2, donde:

5x, + 7x, <= 900
Xy <= 165

Como: X, <= 165; entonces se obtiene X,; resultando:

5x, +7x, <= 900
5(165) + 7x, <= 900
825 +7x, <= %00
7X, <= 900 - 825
X, <=75

X, S7—5
2

|Entonces:
%;<=10.71

Finalmente, el punto es: (165, 10.71)
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Los puntos de corte y los puntos b y ¢ determinados previamente se pueden

visualizar en un diagrama cartesiano. Aqui se distingue con certeza la
region factible que permitird establecer entre qué puntos se halla dicha

regidon. Para problema 2.2.1, esta regién se muestra en la grafica 2.2.2:

"Maximizacion de la Produccién de Autos Compactos y Pick-ups"
200 4
180 - ’
160 -

140 A

A(0,120)

\ B(12, 120)

120 -

——Restriccion 1
—#— Restriccion 2
Restriccion 3

100

“Pick-ups"

80

60

40

165, 10.71

20

T

0 20 40 60 80 100 120 140 160D(165, Oy go 200

"Autos Compactos"

Grafica 2.2.2

En la gréfica anterior, se nota que la region factible esta limitada por los
puntos O (0, 0), A (0, 120), B (12, 120), C (165, 10.71) y D (165, 0).
Paso 4

Precisados los puntos que limitan la region factible, se determina cuales

cumplen con el propdsito de maximizar la funcién objetivo. Entonces, se
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evaluara para cada punto la funcion objetivo cuyos resultados se muestran

en el siguiente cuadro:

"Cuadro 2.2.1"

Del cuadro anterior se deduce que, al analizar cada uno de los puntos que
limitan la region factible, la solucion 6ptima la representa el punto ¢, dado
que alli la funcion objetivo es la que da mayor beneficio cuando es

evaluada.

Paso 5

Se traza la funcién objetivo en el punto c. En la grafica 2.2.2, se nota cdmo

el trazo de esta funcién pasa exactamente por dicho punto. Asi se justifica

esta linea trazada desde sus puntos de corte:
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Los "Puntos de Corte™ de la "Funcién Objetivo™ son los siguientes:
Si X, =0; se tiene: Si X, =0; se tiene:
300x, + 400x, = 53784 300x, + 400x, = 53784
300(0) + 400x, = 53784 300x, + 400(0) = 53784
400x, = 53784 300x, = 53784
53784 53784
X, = X1l =
i 400 300
Entonces: Entonces:
X, = 134.46 X, =179.28
Finalmente, el punto es: (0, 134.46) Finalmente, el punto es: (179.28, 0)

Por tanto, en la grafica 2.2.2, se distingue el marco general de la solucion
Optima que se obtuvo y que resuelve el planteamiento del problema del

modelo 2.1.1, mostrado en la siguiente grafica:

“Maximizacion de la Produccién de Autos Compactos y Pick-ups"

200
180
160

140
A (0, 12§

120

—e— Restriccién 1

—®— Restriccion 2

100
Restriccion 3

"Pick-ups"

80 ==é=Funcion Objetivo

60

40

"El Punto C", se puede

20 (165%1%)/_ apreciar queesla
: "Solucion Factible""

0 20 40 60 80 100 120 140 160P(165. 0) 150 200
"Autos Compactos"
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Paso 6

Se concluye que para resolver el modelo 2.2.1 del planteamiento del
problema definido por la compafiia del caso 2.1.1 se necesitara producir
165 autos compactos, que generaran una contribucion de $300.00 USD; y
10.71 pick-ups, que daran una contribucién de $400.00 USD. En conjunto,

maximizan la produccién dando un beneficio total de $53,784.00 USD.

Problema 2.2.1.2

De acuerdo con las condiciones previamente establecidas, la empresa del problema
2.1.4 determino el siguiente modelo de programacion lineal:

Maximizar: Z = 5.00x1 + 5.00x%2

Modelo 2.2.4
Sujeto a: 6x1 + 12x2 <=72
12x1 + 8x2 <= 96
X1 >=2
Donde: X1, X2 >=0

Ahora, la empresa desea saber cuél es la solucién Optima para maximizar la

produccion mesas y sillas que permitan obtener la utilidad mas alta.
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Solucién

Para determinar la solucién 6ptima del planteamiento del problema definido por la
empresa del problema 2.1.4, se utilizard el método grafico desarrollando los

siguientes pasos.

Paso 1

Determinar los puntos de corte para cada una de las restricciones involucradas en

el modelo matematico que la empresa establecié de acuerdo con sus necesidades.

Para la restriccién 1 con referencia a la mano de obra total, los puntos de corte

obtenidos son:

[Restriccion 1: Mano de Obra Total.
Si X, =0, se tiene: Si X, =0, se tiene:
6x, + 12x,<=72 6x, + 12x, <=72
6(0) + 12x, <= 72 6x, + 12(0) <=72
12x, <= 72 6x; <=72
72 72
X, < X1s—
© 12 6
Entonces: Entonces:
Xz <=6 X4 <=12
Finalmente, el punto es; (0, 6) Finalmente, el punto es: (12, 0)

Para la restriccion 2 con referencia a las unidades de material total:
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Restriccion 2: Unidades de Material Total.
Si x4 =0, se liene Si x; =0, se liene:
12x, + 8x, <= 96 12x4 + 8x; <= 96
12(0) + 8x, <= 96 12x, + 12(0) <= 96
8xz <= 96 12x, <= 96
96 96
Xy € — X< —
S 12
Entonces: Entonces:
X, <=12 X, <=8
Finalmente, el punto es: (0, 12) Finalmente, el punto es: (8 0)

Para la restriccion 3 con referencia a la promesa de la empresa de producir al menos

dos mesa:

Restriccion 3: Promesa de la "Empresa” de producir al menos "Dos Mesas".
Six;=0,1,2,3, ...... , n; se tiene:
Xy >= 2
Finalmente, el punto es: (2, 0) y (2, 15)
Paso 2

Definidos los puntos de corte para cada una de las restricciones, se procede a
trazarlas mediante un diagrama cartesiano a fin de poder visualizar la regién factible,

como se muestra en la siguiente grafica:
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"Maximizacion de la produccion de "Mesas" y "Sillas" para obtener la "Maxima Utilidad""

16 -
14

12

—e— Restriccion 1
—— Restriccion 2
Restriccion 3

"Sillas"

14

"Mesas"

Gréfica 2.2.4.

Paso 3

Visualizada la region factible, en la gréfica 2.2.1, se procede a buscar los puntos b
y ¢ que forman parte de la frontera de la region factible y no se conocen con
precision. La determinacion de estos puntos resulta de utilizar cualquier método de
solucion que permita resolver un sistema de ecuaciones lineales o sistema de

inecuaciones lineales de dos incégnitas.

Los meétodos mas comunes para resolver de forma analitica los sistemas de
ecuaciones lineales o sistemas de inecuaciones lineales de dos incoégnitas son el
de igualacion, reduccion (mejor conocido como suma o resta), substitucion, por
determinantes, gréafico y de transformaciones (mejor conocido como Gauss-Jordan,
por medio de matrices).
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Para determinar el punto b del modelo, se relacionan las restricciones 1y 3:

Obteniendo el "Punto B"; el cual relaciona a la "Restricciéon 1" y a la "Restriccion 3" ; donde:

6x, +12x,<=72
X, >=2

Como: X, >= 2; entonces se obtiene X,; resultando:

6x, + 12x,<=72
6(2) + 12x,<=72
12 +12x,<=72
12x,<=72-12
12x, <= 60

60

g

Xl

Entonces:
X, <=5

Finalmente, el punto es: (2, 5)

Luego, se precisa el punto c del problema, para lo cual se utilizara el método de
reduccion (conocido también como de suma o resta) porque sus pasos son muy
sencillos comparados con los de otros métodos. Cabe aclarar que cualquier método

de los mencionados anteriormente dara el mismo resultado.

Asi, con el método de reduccion, se obtiene el punto c relacionando las restricciones
ly3:
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Obteniendo el "Punto C"; el cual relaciona a la "Restriccion 1" y a la "Restriccion 2" ; donde:

6x, + 12x, <= 72
12x, + 8x, <= 96

Obteniendo la "Solucion™ de este "Sistema de Inecuaciones” por "Reduccion™:
Paso 1: Multiplicando la "Inecuacién de la Restriccion 1" por (-2), se tiene el "Sistema™:

(-2)(6x4 + 12x;) <= (-2){72)
12x, + Bx, <= 96

Paso 2: E| "Sistema de Inecuaciones” modificado es el siguiente:

(-12x,)- 24x, <= (-144)
12x, + 8x, <= 96

|Paso 3: Resolviendo el "Sistema de Inecuaciones™ modificado resulta:

Obteniendo X ,, se tiene: Obteniendo x 4, se tiene:
(-12x,)- 24x, <= (-144) Si x, <= 3: entonces de la "Restriccion 1" se tiene:
12x, + 8x, <= 96
(-16x,) <= (-48) 6x4 +12x, <=72
6x, +12(3) <=72
—48 6x, + 36 <=72
X, < —Ig GX,. <=72-36
- 6x, <= 36
Entonces: 36
X, £ —
X, <=3 1 6
Entonces:
X, <=6
Finalmente, el punto es: (6, 3)

Los puntos de corte y los puntos b y ¢ determinados previamente se pueden
visualizar en un diagrama cartesiano. Aqui se podra notar con certeza la frontera
gue comprende en su totalidad la region factible y que permitira establecer entre

qgué puntos se halla dicha region, a fin de cumplir con el cometido de la funcion
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objetivo: maximizar la produccion para obtener la utilidad mas alta esperada de
mesas Y sillas respectivamente. Para el caso del problema 2.2.4, se muestra en la

siguiente gréfica 2.2.5:

"Maximizacion de la produccion de "Mesas" y "Sillas" para obtener la "Maxima Utilidad""

16

14

12

10 4
0 —&— Restriccién 1
g 8 - —#— Restriccién 2
R Restriccion 3

4 o
2 -
A(2. 0)
04— ‘ : ; : ; : ‘
0 2 4 6 g D8, 0) 10 12 14

"Mesas"

Gréfica 2.2.5

En la grafica anterior se advierte que la regién factible se encuentra limitada por
los puntos a (2, 0); b (2, 5); ¢ (6, 3) yd (8, 0).

¢ 82 de 419
Sexto semestre



L

gl
u‘ .

) fo
s 02

i
i
Jis)

‘Q’ {ig.f{fﬁ’r}:a, _icenciz Informatica
) ol »
=\uKA  SUAVED

Paso 4

Determinados los puntos que limitan la region factible, se procede a definir cual
cumple con el propdsito de maximizar la funcion objetivo. Entonces, se evaluara
para cada punto la funcién objetivo, cuyos resultados se muestran en el siguiente

cuadro:

"Cuadro 2.2.2"

Finalmente, en el cuadro 2.2.2, analizando cada uno de los puntos que limitan la
region factible, se observa que la solucion optima la representa el punto ¢, dado

gue en éste la funcién objetivo es la que da mayor beneficio al ser evaluada.

Paso 5

Se traza la funcion objetivo en el punto c. En la gréfica 2.2.6, se nota como el trazo

de esta funcién pasa exactamente por ese punto. Asi, se justifica esta linea trazada

desde sus puntos de corte:
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Los "Puntos de Corte”™ de la "Funcién Objetivo™ son los siguientes:
Si x; =0; se tiene: Si x, = 0; se tiene:
5.00x, + 5.00x, = 45 5.00x, + 5.00x, = 45
5.00(0) + 5.00x, =45 5.00x, + 5.00(0) = 45
5.00x, = 45 5.00x, =45
45 45
Xy =2 XI=—
: d )
Entonces: Entonces:
X,=5 X, =9
Finalmente, el punto es: (0, 9) Finalmente, el punto es: (9, 0)

Por tanto, en la siguiente grafica se advierte la solucién 6ptima obtenida y que

resuelve el planteamiento del problema del modelo 2.1.4:

"Maximizacién de la produccién de "Mesas" y "Sillas" para obtener la "Maxima Utilidad""

16
14 4
12
10 4
g =—4&— Restriccion 1
E sl —#— Restriccién 2
'_5 Restriccion 3
< Funcién Objetivo

64\

El "Punto C" se

4
puede apreciar que
es la"Soluciéon
rl d, s
A(2.0)
0
0 2 4 6 g8 DG, 10 12 14
"Mesas"
Gréfica 2.2.6
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Se concluye que, para la resolucion del modelo 2.1.4 del planteamiento del
problema definido por la compafiia del problema 2.2.2, se necesitara producir 6
mesas, las cuales generan una contribucioén de $5.00 u. m.; y 3 sillas que generan
una contribucion de $5.00 u. m. En conjunto maximizan la produccion generando un
beneficio total de $45.00 u. m.

Por consiguiente, el método grafico es accesible y de facil aplicacion, y permite
resolver planteamientos de problemas de programacion lineal restringidos a dos
variables de decisidbn. Sin embargo, hay planteamientos de problemas de
programacion lineal de mas variables de decision, para los cuales el método grafico

no es idéneo; y en su lugar se aplica el dual-simplex, analizado a continuacion.

Para ver otros ejemplos se sugiere revisar Anexo 1

2.2.2. Método dual-simplex

Método simplex

Creado por el investigador estadounidense George Dantzing a finales de la década
de 1940, el método simplex puede describirse de la siguiente forma: este algoritmo
consiste en un método de caracter algebraico sistematico que permite revisar las
esquinas, conocidas también como vértices o puntos extremos de un conjunto

factible de programacién lineal, para buscar una solucién 6ptima.

En concreto, este algoritmo en su etapa inicial tiene como fin determinar un vértice
inicial, cuyo objetivo es maximizar o minimizar segun sea el caso. Esta etapa inicial

se le denomina fase I.
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Si un planteamiento del problema en cuestion fuera inconsistente, la fase | lo
descubrira. En caso contrario, procedera a encontrar una representacion algebraica
referente a un vértice inicial, y por tanto, la fase | terminara en ese momento. En
consecuencia; el algoritmo empezara a describir el conjunto factible de un vértice a

otro adyacente.

Ello significa que cada vértice del conjunto factible de programacion lineal puede
representarse de manera algebraica como una combinacién particular de solucion
de un conjunto de ecuaciones lineales. Esto permite generar soluciones diferentes
de tal forma que se produzca una secuencia logica de vértices adyacentes. Cada
movimiento en la secuencia de un vértice adyacente se llama iteracién o pivote, e

implica una manipulacion en un sistema de carécter lineal.

Asi, el algoritmo del método simplex esta creado para que la funcion objetivo no
disminuya en un modelo de maximizaciébn, o aumente en un modelo de
minimizacion, y por generalidad ascenderd o descendera en cada vértice de la

secuencia segun sea el caso.

Si el planteamiento del problema no esta acotado, el algoritmo del método simplex

lo descubrira durante su ejecucion.

Respecto a los métodos cuantitativos aplicados por este algoritmo, el movimiento
ascendente para un modelo de maximizacion o descendente para un modelo de
minimizacién, descansan en la aplicacion de una serie de transformaciones
elementales, utilizadas comunmente en los arreglos matriciales. Estas

transformaciones elementales son:

e Multiplicar un renglon por un escalar.
¢ Intercambiar dos renglones.
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e Multiplicar un renglon por un escalar y sumarselo al siguiente.

Estos movimientos realizados a través de estas transformaciones elementales, de
una esquina a la adyacente, seran expresados en términos de la operacion del

pivote sobre una tabla de datos denominada con el galicismo tableau.

Cuando se alcanza el punto 6ptimo, el algoritmo del método simplex lo reconoce;

en ese momento terminara la operacion.

Si se pretende resolver el planteamiento de un problema por el método simplex,
éste proporcionara las solucione 6ptimas tanto del problema primal como del dual.
Es decir, permite visualizar las ecuaciones lineales y sus soluciones, que tienen un

papel clave en el desarrollo total del algoritmo.

Para comprender mejor como solucionar un planteamiento de problema con el
método simplex, se procedera a resolver el problema 2.2.4, abordado con el método

grafico tratado en el subtema anterior.
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Problema 2.2.2.1

Segun las condiciones previamente establecidas, la empresa del problema 2.1.1

determino el siguiente modelo de programacion lineal:

Maximizar: Z = 300x1 + 400x2

Modelo 2.1.2
Sujeto a: 5x1 + 7x2 <=900
X1 <= 165
X2 <= 120
Donde: X1, X2>=0

Ahora la empresa quiere saber cual es la solucién 6ptima que permita maximizar la
produccion tanto de autos compactos como de pick-ups, que dé una maxima utilidad

esperada. Pero en esta ocasion aplicara el método simplex.

Solucién

Para obtener la soluciéon 6ptima del modelo 2.1.2, planteado de acuerdo con el
problema 2.1.1, se utilizara el método simplex de la siguiente forma.
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El modelo 2.1.2 es de caracter matematico, y sus restricciones se integran de
inecuaciones, donde estan involucradas directamente las variables de decision,

denominadas no basicas.

Por tanto, para que las inecuaciones del modelo 2.1.2 se conviertan en ecuaciones,
sera necesario modificar dicho modelo agregando una serie de variables

denominadas bésicas, que surgen de acuerdo con los siguientes criterios:

a.Cuando la restriccion esta expresada mediante la forma aiix1 + aiox2 =< by, se
agregara una variable basica, denomina de holgura, de modo que dicha

restriccion quede re-expresada como aii1Xi + ai2X2 + S1 = bs.

b.Si la restriccion estd expresada mediante la forma aiix: + aX2 >= by, se
afiadira una variable basica, denomina de excedente, de manera que dicha

restriccion quede re-expresada como aiix: + ai2X2 - S1 + A1 = ba.

c.Cuando la restriccion esta expresada mediante la forma: aiix: + ai2X2 = by} se
agregara una variable basica, denomina artificial, de forma que dicha

restriccion quede re-expresada como: aiixy + ai2x2 + A = bs.

Una vez que las inecuaciones que definen las restricciones del problema se han
convertido en ecuaciones, se podra observar que en ellas intervendran en forma
conjunta tanto las variables bésicas como las no basicas. Ello significa que también
la funcion objetivo original del modelo 2.1.2 sufrira cambios, pues también en ella
intervendran en forma conjunta tanto las variables basicas como las no basicas que

se obtuvieron en las restricciones del problema.
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Cuando el modelo 2.1.2 se haya modificado con dichos cambios, se podran
empezar a aplicar y ejecutar las instrucciones que ordena el algoritmo del método
simplex para obtener la solucion éptima al planteamiento del problema original, en
este caso, la obtencion de la maximizacién de la produccién de autos compactos y
pick-ups que permitan obtener la maxima utilidad esperada, en las condiciones que

este modelo especifica.

En consecuencia, el modelo 2.1.2 quedara modificado aplicando en tres ocasiones
el criterio del inciso a. Esto significa que a la funcion objetivo se le sumaran tres
variables basicas de holgura: una para la cantidad que no se usa en la restriccion 1
de dicho modelo; otra para la cantidad que no se emplea de la restriccion 2; y la

ltima para la cantidad que no se ocupa de la restriccion 3.

Luego, la modificacion del modelo 2.1.2 resultante a estos cambios es como se

muestra en el modelo 2.1.2.a:

Maximizar: Z = 300x1 + 400x2 + Os1 + 0s2 + 0s3
Modelo 2.1.2.a
Sujeto a: 5x1+ 7x2 + S1 = 900
X1 +s2 =165
X2 +s3 =120
Donde: X1, X2, S1,S2,S3 >=0

Paso 2

Del modelo 2.1.2.a, se procede a aplicar el método simplex, obteniendo en primera

instancia su solucion basica inicial desde el siguiente concepto:
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La solucion bésica factible que tiene el mayor valor para la funcién objetivo se dice
gue es un problema de maximizacién y, por consiguiente, sera la solucion optima.
En caso contrario, cuando ésta tiene el menor valor, se dice que es un problema

de minimizacion y, por tanto, sera la solucion 6ptima.

Entonces, para el problema 2.1.1, planteado en el modelo 2.1.2.a, se procede a
identificar la tabla inicial. Para ello se necesita saber qué variables serén bésicas y
cuales no basicas. En este caso, Si1, S2 y S3 seran las basicas; mientras x1 y Xz, las

no basicas.

Se eligieron s1, s2 y s3 como variables basicas porque, al igualar X1 y x> a cero, se
puede encontrar de manera inmediata la solucion al conjunto de ecuaciones. Sin
embargo, no siempre resulta facil identificar una solucion factible inicial basica. Para
superar esta situacion, el procedimiento mas eficiente es considerar una matriz

identidad de orden m x m con los coeficientes de las restricciones.

Por otra parte, a la tabla inicial como al resto de las tablas que se generen cuando
se obtenga la solucion 6ptima de un problema determinado, se identifican con el

galicismo tableau.

Determinadas las variables basicas y las no basicas, se procede a transferirlas a la
tabla inicial, junto con las modificaciones que generd la funcion objetivo en su forma
canolnica ampliada. La tabla inicial del modelo 2.1.2.a se muestra en latabla 2.2.2.1,

de la siguiente forma:
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TABLA INICIAL o TABLEAU INICIAL

G 300 400 (0} (0} 0
Segundo
Variables en término X X. S, S. Ss
C. la base (solucién)
(0] S, 900 5 7 1 0 (0]
(0] S. 165 1 0 0 1 (0]
(0] Ss 120 0 1 0 0 1
Z; 0 0 0 o] o] o
C-Z; 300 | 400 0 0 0
Tabla2.2.2.1

A partir de la tabla anterior, que muestra toda la informacién contenida en el modelo

2.1.2.a del problema 2.1.1, se pueden hacer las siguientes observaciones.

Los coeficientes que se hallan sobre el renglon designado como C;j
corresponden a la funcion objetivo y reflejan la contribucién por unidad al

objetivo.

Bajo el renglon que define las variables basicas y las no basicas, se colocan

los coeficientes en forma directa, como estan expresados en el modelo 2.1.2.a.

La columna denominada variables de la base se refiere al conjunto de variables

basicas que conforman la solucion factible basica, para este caso: s1, S2 Yy Ss.

En la columna segundo término (solucién), se colocan los valores del segundo
término de las ecuaciones de restriccion. En este caso: 900, 165 y 120,

respectivamente.

En la columna Cg, se colocan los coeficientes de las variables de la base
contenidas en la funcién objetivo; y puesto que s1, S2 y Sz Se encuentran en la

base, sus coeficientes en la funcion objetivo son cero.
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La determinacion de los coeficientes resultantes sobre el rengldén Z; se hace
calculando la suma de los productos de los coeficientes de la columna Cg por
los coeficientes de la columna asociada con la variable respectiva: X1, X2, S,

S2, Y s3. En este caso, como sigue:

Cada uno de estos coeficientes de Z; calculados puede describirse como la
contribucion que se pierde por unidad fabricada, puesto que cada valor de Z;
se encuentra sumando los productos cruzados de las tasas fisicas de

sustitucién y las utilidades asociadas con las variables basicas respectivas.

Ademas, la tasa fisica de sustitucion es aquella que se refiere al nimero de
unidades de una variable basica a las que se debe renunciar para fabricar una
unidad de una variable no basica; tomando el producto de una tasa fisica de
sustitucion y la correspondiente unidad basica para fabricar una unidad de la

variable no béasica.

Por tanto, sumando los productos cruzados se encuentra la contribucién total
a las utilidades a la que se tiene que renunciar para fabricar una unidad de una

variable no béasica.

El valor Z de la funcion objetivo para la solucién se muestra en la parte inferior
de la columna del segundo término (solucion). Para el caso de la tabla 2.2.2.1,
este valor es cero, ya que se obtienen resultados de cero. Se calcula como

sigue:

Zyax = (0)(900) + (0)(165) + (0)(120) = O
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Este valor de Zuax obtenido en la tabla inicial indica el valor 6ptimo inicial,
utilizando el método simplex. Y de acuerdo con la cantidad de tablas que se
requieran éste ira mejorando, tanto para alcanzar el médximo —como en este

caso—, como para llegar al minimo, en una situacion contraria.

viii.  Por ultimo, el rengldon denominado (Cj— Zj) se calcula restando el valor de Z;
del valor de C; para cada columna respectiva de variable. Es decir, esta
cantidad refleja la diferencia entre la ganancia (Cj) y la pérdida (Z;), generada
cuando se fabrica una unidad de x;. Por tanto, este renglon refleja la mejora
neta que se da en la funcién objetivo por un aumento de una unidad en el valor

de cada variable.

Paso 3

Ahora se procede a mejorar la solucion basica inicial del modelo 2.1.2.a, desde este

concepto:

Si en un problema dado la solucién basica inicial resulta ser 6ptima, ésta sélo sera

valida para lo siguiente:

- Cuando la solucién 6ptima busca ser maxima, todos los coeficientes resultantes
del renglon deberan ser ceros o valores negativos.
- Cuando la solucion 6ptima busca ser minima, todos los coeficientes resultantes

del renglon deberan ser ceros o valores positivos.

Si la solucién basica inicial no cumpliera lo anterior, serd necesario buscar otra

basica y verificarla. Asi se hara en forma sucesiva, hasta alcanzarla.
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Como en este caso la solucién bésica inicial no cumple los criterios de validez, se
buscard una nueva solucion que resulte 6ptima o que la mejore (es la primera

iteracion). De la siguiente manera.

Si el objetivo del modelo 2.1.2.a es maximizar, para obtener una nueva solucion, lo
primero sera determinar qué variable no basica va a entrar; se elegira a aquella que

tenga el mayor valor positivo de la funcién objetivo. En este caso, xo.

En segundo lugar, se debera establecer qué variable de la base (cv) sale. Para ello,
se dividira cada uno de los coeficientes de la columna del segundo término
(solucién) entre los coeficientes positivos de la columna xj que entra, en este caso
X2, Yy se elegira la variable que tenga el cociente resultante minimo. En esta accion
se excluyen los coeficientes cero y los negativos. Si hay empate, para el cociente
minimo puede elegirse cualquiera de los renglones involucrados como la variable

que sale.

En el caso del modelo 2.1.2.a, los cocientes resultantes minimos a obtener seran
los de s1y s3, excluyendo el de sz, porque es cero. Asi:

S1= @ =128.57 S3 = % =120

La variable que saldra o sera sustituida por x2, es s3. Entonces, la tabla inicial,

modificada, queda como se muestra en la tabla 2.2.2.2, de la siguiente forma:
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TABLA 1 0 TABLEAU 1

G 300 400 (0} (0} 0
Segundo

Variables en término X X. S, S. Ss

C. la base (solucién)
(0] S, 900 5 7 1 0 (0]
(0] S. 165 1 0 0 1 (0]
400 Xo 120 0 1 0 0 1
Z; 0 0 0 o] o] o
C-Z; 300 | 400 0 0 0

Tabla 2.2.2

Después, se procede a realizar la actualizacion inicial de la tabla 2.2.2.2, la cual se

inicia transformando el renglén asociado con la variable que sale. Es decir,

identificando el elemento pivote que se halla en la interseccién de la columna que

entra y el renglén que sale, en el caso de este modelo es 1.

El rengldn actualizado se obtiene aplicando la transformacién elemental 1

mencionada anteriormente, referida a multiplicar un renglén por un escalar. O sea,

el renglon reemplazante se calcula dividiendo todos los coeficientes y el valor del

segundo término entre el elemento pivote (1 en este caso). Esto se puede apreciar

en la tabla 2.2.2.3 como sigue:

TABLA 1 0 TABLEAU 1

C; 300 | 400 | O 0 0
Segundo
Variables en término X, X S, S. Ss
Ce la base (solucidn)
] S.
0 S.
400 Xo 120 0 1 0 0 1
Z;
C-Z;
Tabla 2.2.2.3
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Modificado el renglén reemplazante, se procede a actualizar el resto de los
renglones de la tabla 2.2.2.3, aplicando la transformacion elemental 3, multiplicando
un renglon por un escalar y sumandolo al siguiente. Es decir, todos los renglones
de la tabla 2.2.2.3, con excepcion del asociado con la variable que sale, pueden

transformarse empleando la siguiente expresion®:

Nuevo renglon = (Elementos del renglén antiguo) — (Elemento de interseccion en el
renglén antiguo x
elemento en el
renglén
reemplazante)

En el modelo 2.2.1.a, las actualizaciones de los renglones para s1 y s> se haran

combinando los coeficientes de las tablas 2.2.2.2 y 2.2.2.3: se multiplica el renglén

pivote de la tabla 2.2.2.3 por el coeficiente de 7, pero con signo negativo para el

renglén que contiene a s1; después, se le suma algebraicamente al renglén de s;

contenido en la tabla 2.2.2.2, y el rengldn resultante se anota en la tabla 2.2.2.3.

Esta operacion se repetira en el renglon que contienen a s, pero el coeficiente a

utilizar en este caso sera 0. De esta manera, tenemos que los valores de dichos

renglones quedan de la siguiente forma.

Para si:
900 5 7 1 0 0
-7 120 0 1 0 0 1
60 5 0 1 0 -7
Para s2:
165 1 0 0 1 0
0 120 0 1 0 0 1
165 1 0 0 I 0
5 |bid., p. 145.
. 97 de 419

Sexto semestre



it p
l'aj%- Informatica

Con la actualizacion de los renglones que contienen a s1 y Sz, se procede a vaciarlos

a la tabla 2.2.2.3, que también se actualiza como sigue:

TABLA 1 0 TABLFAU 1

G 300 400 (0} (0} 0
Segundo
Variables en  término X X. S | S. | Ss
Ce la base (solucidn)
0 S, 60 5 0 1 0 -7
0 S. 165 1 0 0 1 0
400 Xo 120 0 1 0 1
Z
C-Z;
Tabla 2.2.2.3

Ya con la actualizacion de los renglones de la tabla 2.2.2.3, ahora se procede a
determinar el valor del renglon z. Para el caso del modelo 2.2.2.a, los valores son

los siguientes:

Z, = (0)(5) + (0)(1) + (400)(0) = O
72 = (0)(0) + (0)(0) + (400)(1) = 400
Zs = (0)(1) + (0)(0) + (400)(0) = O
Z4 = (0)(0) + (0)(1) + (400)(0) = O
Zs5 = (0)(-7) + (0)(0) + (400)(1) = 400

El valor de Zmax se obtiene asi:

Znmax = (0)(60) + (0)(165) + (400)(120) = 48,000

Después, los valores obtenidos de Z; se vacian en la tabla 2.2.2.3, cuya

presentacion modificada se muestra a continuacion:
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TABLA 1 0 TABLEAU 1
G 300 400 0 0 0
Segundo
Variables en  término X, X. S: | S. Ss
Ce la base (solucién)
(0] S 60 5 0 1 0 =7
0 S. 165 1 0 0 1 0
400 Xo 120 0 1 0 0 1
Z; 48,000 0 400 0 0 400
C-Z;
Tabla 2.2.2.3

Para terminar la primera iteracion, se determinan los valores del renglon (Cj — Z),
para posteriormente verificar si se tiene 0 no la solucién éptima. Los valores del
renglon C;—Z; se obtienen de manera directa de la tabla 2.2.2.3, que se concluye de

la siguiente manera:

TABLA 1 0 TABLEAU 1

G 300 | 400 | O 0 0
Segundo
Variables en término X X S, S. Ss
Ce la base (solucién)

0 S. 60 5 0 1 0 -7

0 S. 165 1 0 0 1 (0]

400 Xo 120 0 1 0 0 1
Z; 48,000 0 400 0 0 400
C-Z; 300 0 0 0 -400

Tabla2.2.2.3

Completada la tabla, se procede a la verificacion del renglén (C; — Z). Asi,
distinguimos que la solucién obtenida en la primera iteracion no es éptima, porque
un coeficiente resulté ser positivo y no cumplié con la regla de valores negativos o

ceros. Por ende, se hara una segunda iteracion para obtenerla.

Paso 4
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Como la solucién obtenida en la primera iteracién no resultd 6ptima, se procede a

repetir todas las acciones realizadas en el paso 3, pero ahora tomando como

referencia la tabla 2.2.2.3. Como se expone a continuacion.

En primer lugar, la variable sera x1, porque es la Unica no basica que queda en el

caso del modelo 2.1.2.a. En segunda instancia, se establecera qué variable de la

base (Cg) sale, dividiendo cada uno de los coeficientes de la columna del segundo

término (soluciodn) entre los coeficientes positivos de la columna xj que entra, en este

caso X1, y se elegiré la variable que tenga el cociente resultante minimo.

En el modelo 2.1.2.a, los cocientes resultantes minimos a obtener seran los de s1 y

S, asi:

S1=—

I
[N
N

S3=——=165

Por tanto, la variable que saldra o sera sustituida por x2 sera si. De modo que la

tabla 2.2.2.3, modificada, queda como se muestra en la tabla 2.2.2.4:

TABLA 20 TABLEAU 2

(@ 300 | 400 0 0 0
Segundo
Variables en  término X, X. S: | S | Ss
Ce la base (solucidn)
300 X, 60 5 0 1 0 -7
0 S. 165 1 0 0 1 0
400 Xo 120 0 1 0 0 1
Z; 0 0 0 o| o o
Ci-Z; 300 | 400 0 0 (0]
Tabla 2.2.2.4
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Después, se procede a la actualizacion inicial de la tabla 2.2.2.4, que comienza
transformando el renglon asociado con la variable que sale. Es decir, identificando
el elemento pivote hallado en la interseccion de la columna que entra y el renglén

gue sale (para el caso de este modelo, es 1/5).

El rengldn actualizado se alcanza aplicando la transformacion elemental 1
mencionada anteriormente, multiplicando un renglén por un escalar; es decir, el
renglon reemplazante se calcula dividiendo todos los coeficientes y el valor del
segundo término entre el elemento pivote (para este caso, 1/5). Lo anterior se puede
notar en la tabla 2.2.2.5 como sigue:

TABLA 2 0 TABLEAU 2

G 300 400 (0} 0 0
Segundo
Variables en término X X. S, S. Ss
C. la base (solucién)
300 X, 12 1 0 1/56| 0 -7/5
] S.
400 Xeo
Z;
C-7Z;
Tabla 2.2.2.5

Modificado el renglon reemplazante, se actualiza el resto de los renglones de la
tabla 2.2.2.5, aplicando la transformacion elemental 3, multiplicando un renglén por

un escalar y sumandolo al siguiente.

En el modelo 2.2.1.a, las actualizaciones de los renglones para s1 y X2 se haran
combinando los coeficientes de las tablas 2.2.2.4 y 2.2.2.5, como se describe a

continuacion.

Se multiplicara el renglén pivote de la tabla 2.2.2.5 por el coeficiente de 5, pero con
signo negativo, para el renglon que contiene a s,. Después, se le sumara

algebraicamente al renglon de si1 contenido en la tabla 2.2.2.4, y el renglén
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resultante se anotara en la tabla 2.2.2.5. Esta operacion se repetira para el renglén

que contienen a xo, pero se empleara el coeficiente 0. Asi, los valores de dichos
renglones son los siguientes.

Para s2:
165 1 0 0 1 0
-1 12 1 0 1/5 0 -7/5
153 0 0 -1/5 1 775
Para x2:

120 0 1 0 0 1

) 12 0 1/5 0 -7/5

120 0 1 0 0 1

Se procede a vaciar la actualizacién de los renglones que contienen a s; y x2a la
tabla 2.2.2.5, como sigue:
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TABLA 2 o0 TABLEAU 2
C; 300 | 400 | O 0 0
Segundo
Variables en término X, X. S. S. S
Cs la base (solucién)
300 X, 12 1 0 1/5| o |-7/5
0 S. 153 0 0 - 1 7/5
400 X 120 0 1 1/5| 0 1
0
Z;
C-Z;
Tabla 2.2.2.5

Obtenida la actualizacién de los renglones de la tabla 2.2.2.5, se determina el valor

del renglon Zj. Para el caso del modelo 2.2.2.a, los valores son los siguientes:

NNNEN
IR TRRTIT

(SN

(800)(1) +(0)(0)  + (400)(0) = 300
300)(0) +(0)(0)  + (400)(1) = 400
300)(1/5) + (0)(-1/5) + (400)(0) = 60
300)(0) +(0)(1)  +(400)(0)= O

300)(-7/5) + (0)(7/5) + (400)(1) = -820

El valor de Zmax se obtiene asi:

Zymax = (300)(12) + (0)(153) + (400)(120) = 51,600

Los valores de Zj se vacian en la tabla 2.2.2.5, la cual queda modificada de la
siguiente manera:
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TABLA 2 0 TABLEAU 2

G 300 400 (0] (0] (0]
Segundo
Variables en| término X X. S. S. Ss
Ce la base (solucidn)

300 X, 12 1 0] 1/5| 0 -7/5
0] S. 153 0] 0] -1/5| 1 7/5

400 Xeo 120 (0] 1 (0] 0 1
Z; 51,600 300 | 400 | 60 0 -820

Ci-Z;
Tabla 2.2.2.5

Para concluir la primera iteracion, se determinan los valores del renglon (C;— Z)) y
luego se verifica si se ha llegado o no la solucion 6ptima. Los valores del renglon Cj
—Zj se obtienen de manera directa de la tabla 2.2.2.5, la cual queda terminada de la

siguiente manera:

TABLA 2 0o TABLEAU 2

C; 300 | 400 | O 0 0
Segundo
Variables en término X, X. S. S. Ss
Ce la base (solucidn)

300 X, 12 1 0 1/5| 0 -7/5
0 S. 153 0] 0 - 1 7/5

400 Xo 120 0] 1 1/5| 0 1

0
Z; 51,600 300 | 400 | 60 0 -820
C-Z; 0 0 -60 | O 820
Tabla 2.2.2.5

Completada la tabla, se procede a la verificacion del renglén (c; — z). Se advierte,
entonces, que la solucion de la segunda iteracion no es Optima porque un
coeficiente resulté positivo y no cumplié con la regla de valores negativos o ceros.
Por ende, se debera hacer una tercera iteracion para obtenerla.

Paso 5
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Como la solucion obtenida en la segunda iteracion no fue la 6ptima, se procede a

repetir todas las acciones realizadas en el paso 4, pero tomando como referencia la

tabla 2.2.2.5.

Para empezar, ahora la variable que sale sera sz, la Unica que queda en el caso del

modelo2.1.2.a. En segunda instancia, se establecera qué variable de la base (cv)

sale, dividiendo cada uno de los coeficientes de la columna del segundo término

(solucién) entre los coeficientes positivos de la columna sj que entra, en este caso,

S3; Y se elegira la variable que tenga el cociente resultante minimo.

Para el modelo 2.1.2.a, los cocientes resultantes minimos a obtener seran los de s>

Y X2, asi:

_ 158 =109.28

715

X2 =

— =120
1

Por consiguiente, la variable que saldra o sera sustituida por sz es s, de manera

que tabla 2.2.2.5 queda modificada como se muestra en la tabla 2.2.2.6:

TABLA 30 TABLEAU 3

G 300 | 400 | O 0 0
Segundo
Variables en término X, X. S, S. Ss
Ce la base (solucidn)

300 X, 12 1 0 1/5| 0 -7/5
0 S, 153 0 0 - 1 7/5

400 Xe 120 0 1 1/5| 0 1

0
Z; 51,600 300 | 400 | 60 0 -820
C-Z; 0 0 -60 | O 820
Tabla 2.2.2.6
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Después, se realiza la actualizacion inicial de la tabla 2.2.2.6, transformando el
renglon asociado con la variable que sale. Se comienza identificando el elemento
pivote que se halla en la interseccion de la columna que entra y el rengldn que sale,

gue para el caso de este modelo es 5/7.

El renglén actualizado se obtiene aplicando la transformacion elemental 1
mencionada anteriormente, multiplicando un renglon por un escalar. Es decir, el
renglon reemplazante se calcula dividiendo todos los coeficientes y el valor del
segundo término entre el elemento pivote, que para este caso sera 5/7. Esto se

puede apreciar en la tabla 2.2.2.7 como sigue:

TABLA 30 TABLEAU 3

G 300 400 (0] (0] (0]
Segundo
Variables en término X X. S, S. Ss
Ce la base (solucion)
300 X
0] Ss 109.28 0 0 - | 58/7 1
400 Xo 1/7
Z;
C-Z;
Tabla 2.2.2.7

Modificado el renglon reemplazante, se actualiza el resto de los renglones de la
tabla 2.2.2.6 aplicando la transformacion elemental 3, que consiste en multiplicar un

renglon por un escalar y sumarlo al siguiente.

En el modelo 2.2.1.a, las actualizaciones de los renglones para x1 y X2 se realizaran
combinando los coeficientes de las tablas 2.2.2.6 y 2.2.2.7, como se explica a

continuacion.

Se multiplica el renglon pivote de la tabla 2.2.2.6 por el coeficiente de 7/5, pero con

signo positivo, para el renglédn que contiene a si3. Después, se le suma
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algebraicamente al renglon de x: contenido en la tabla 2.2.2.6; y el renglén

resultante se anota en la tabla 2.2.2.7.

Esta operacion se hara de manera similar para el renglon que contienen a X2, pero
el coeficiente a utilizar ahora es 1 con signo negativo. Asi, los valores de dichos

renglones ahora son los siguientes:

Para xi:
12 1 0 1/5 0 -7/5
7/5 109.28 0 0 -1/7 5/7 1
65 1 0 0 1 0
Para x2:
120 0 1 0 0 1
-1 109.28 0 0 -1/7 5/7 1
10.72 0 1 177 -5/7 0

Con la actualizacién de los renglones que contienen a x1 y a X2, se procede a

vaciarlos a la tabla 2.2.2.7, y ésta queda actualizada como sigue:

TABLA 30 TABLEAU 3

G 300 400 0 (0} 0
Segundo
Variables en término X, X. S, S. Ss
Ce la base (solucién)
300 X, 165 1 0 0 1
0 Ss 109.28 0 0 - 5/7 1
400 Xo 10.72 0 1 1/7 |-5/7
1/7
Z;
C-Z;
Tabla 2.2.2.7
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Obtenida la actualizacién de los renglones de la tabla 2.2.2.7, se determina el valor

del renglon z;. Para el modelo 2.2.2.a, queda asi:

+ (0)(0) + (400)(0) = 300

+ (0)(0) + (400)(1) = 400
+ (0)(-1/7) + (400)(1/7) = 60
+(0)(5/7) + (400)(-5/7) = 14.29
+ (0)(1) + (400)(0) =0

El valor de Zuax Sse encuentra asi:

Zyax = (800)(165) + (0)(109.28) + (400)(10.72) = 53,784

Los valores de Z;j obtenidos se vacian en la tabla 2.2.2.7, la cual queda modificada

de esta manera:

TABLA 30 TABLEAU 3

(O 300 | 400 | O (0} 0
Segundo

Variables en término X X. S, S. Ss

Ce la base (solucién)
300 X, 165 1 0 0 1 0
0] Ss 109.28 0 0] - 5/7 1
400 Xo 10.72 0 1 1/7| -5/7 0

1/7
Z; 53,784 300 | 400 | 60 | 14.29 | O
C-Z;
Tabla 2.2.2.7

Para concluir la segunda iteracion, se procede a determinar los valores del renglén

(cj — zj), para luego verificar si se tiene la solucion optima.

Los valores del renglon cj — zj se obtienen de manera directa de la tabla 2.2.2.7, la

cual gueda terminada de la siguiente manera:
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Una vez completada, se procede a la verificacion del renglon (cj — z). Entonces, se

puede notar que la solucion obtenida en la tercera iteracion es 6ptima: cumple con

la regla de valores negativos o ceros.

Paso 6

Se puede concluir para la resolucion al modelo 2.2.1 del planteamiento del

problema definido por la compafiia del problema 2.1.1 lo siguiente:

Se necesitara producir 165 autos compactos, los cuales
generan una contribucion de $300.00 USD, y 10.71 pick-ups,
las cuales dan una contribucién de $400.00 USD. En

conjunto, la produccion total de ambos vehiculos genera un

beneficio total de $53,784.00 USD.

El problema 2.1.1, planteado a través del modelo 2.1.2.a, consistié en un proceso

de maximizacion, y se ha podido resolver tanto con el método grafico como con el

simplex.

Sexto semestre

G 300 | 400 | O 0 (0}
Segundo

Variables en término X X. S, S. Ss

Cs la base (solucién)
300 X, 165 1 0 0 1 0]
0 S. 109.28 0 0 - 5/7 1
400 X 10.72 0 1 1/7 | -5/7 0

1/7
Z; 53,784 300 | 400 | 60 14.29 0]
Ci-Z; 0 0 -60 | -14.29 | ©
Tabla 2.2.2.7
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Por otro lado, dentro del algoritmo que rige la funcionalidad y operatividad del
método simplex, existe el proceso de minimizacién. Cuando en un problema
determinado se pretende obtener este proceso, implica que en el modelo de
programacion lineal que lo define se generan excedentes en las restricciones que
rigen al problema. Luego, cuando se quiere minimizar, en vez de maximizar, existe
un cambio pequefo pero significativo. Entonces, como se menciono, el criterio de
optimalidad se convierte en lo siguiente: la solucion 6ptima sera si (Cj — Zj) es menor
o igual a cero para toda; es decir, se deben tener todos los valores no negativos en
el criterio del renglén neto.

Para que el estudiante comprenda como se desarrolla y resuelve un proceso de

minimizacioén utilizando como herramienta al método simplex, se expone el siguiente

ejemplo.

Problema 2.2.2.2

Dado el siguiente modelo de programacion lineal, se pide obtener la solucion éptima

gue cumpla con las condiciones del siguiente proceso de minimizacién para el

mismo.
Minimizar: Z=3x1+ 8x2
Modelo de programacion lineal
Sujeto a: X1+ 4x2 >= 3.5
X1+ 2x2 >=2.5
Donde: X1, X2, >=0
. 110 de 419
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Solucién

Para obtener la solucion 6ptima del modelo de programacion lineal planteado en el
presente proceso de minimizacion, se utilizard4 el método simplex de la siguiente

forma.

Paso 1

De la misma manera que el proceso de maximizacion, el modelo de programacion
lineal para un proceso de minimizacion es matematico, cuyas restricciones se
conforman por una serie de inecuaciones donde estan involucradas directamente

las variables de decisidon o no basicas.

Por tanto, para que las inecuaciones del modelo de programacion lineal propuesto
en el presente ejemplo se conviertan en ecuaciones, es necesario modificar el
modelo agregando una serie de variables basicas a las que se llegara aplicando el

criterio b explicado anteriormente.

Ya que las inecuaciones que definen las restricciones del problema se han
convertido en ecuaciones, se podra notar que en ellas intervendran de manera
conjunta variables béasicas y no basicas. En consecuencia, la funciéon objetivo
original del modelo de programacion lineal también sufrirh cambios, pues de igual
forma intervendran en ella de manera conjunta variables basicas y no basicas que
se obtuvieron en las restricciones del problema. Cuando el modelo de programacion
lineal propuesto se haya modificado con dichos cambios, se podra empezar a
aplicar y a ejecutar las instrucciones que ordena el algoritmo del método simplex,
para obtener la solucion 6ptima al planteamiento del problema original, que en este
caso es llegar a la minimizaciéon del modelo de programacion lineal sugerido que
permita obtener el minimo costo esperado en las condiciones que puntualiza este

modelo.
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Asi, el modelo de programacion lineal propuesto quedara en forma modificada,
aplicando en dos ocasiones el criterio b. Ello significa que a la funcién objetivo se le
agregaran dos variables basicas de excedente: una para la cantidad que exceda en

la restriccion 1 de dicho modelo, y otra para la que sobrepase la restriccion 2.

Entonces, la modificacion del modelo de programacion lineal propuesto resultante
a estos cambios es como se muestra en el modelo de programacion lineal a, de la

siguiente forma:

Minimizar: Z=3X1+8x2-0s1+A1-0s2+ A

Sujeto a: X1+ 4X2 - S1 = 35-A1
X1 + 2X2 -S2 = 25-A

Donde: X1, X2, S1, S2, A1, A2 >=0

Modelo de programacion lineal a

A su vez, el modelo de programacion lineal a puede re-expresarse de la siguiente

manera, resultando:

Minimizar: Z=3X1+8x2 -0s1+A1-0s2+ Az
Sujeto a: X1+4X2-s1 + A1 =35
X1 + 2X2 -S2+ A2 =25
Donde: X1, X2, S1, S2, A1, A2 >=0
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Sexto semestre



Informatica

Modelo de programacion lineal a

Paso 2

Se procede a aplicar el método simplex al modelo de programacion lineal a,
obteniendo en primera instancia su solucién basica inicial, desde el siguiente
concepto: la solucion basica factible que tiene el mayor valor para la funcién objetivo
se dice que es un problema de maximizacion y, por consiguiente, sera la solucion
Optima. En caso contrario, cuando ésta tiene el menor valor, se dice que es un

problema de minimizacion, y sera la solucion optima.

Luego, para el caso del problema de programacion lineal a, se identifica la tabla
inicial. Para ello se necesita saber qué variables seran basicas y cuéles no béasicas.
En este problema, s1, S2, a1 y a2 seran las variables basicas; mientras que X1 Yy X2,

las no basicas.

De la misma forma que en el proceso de maximizacion, en el de minimizacion, la
razén por la cual se eligieron a si, Sz, a1 y a2 como variables basicas es porque al
igualar x1 y X2 a cero, se puede encontrar de manera inmediata la solucién al

conjunto de ecuaciones.

Sin embargo, no siempre resulta sencillo identificar una solucion factible inicial
basica. Ante esto, el procedimiento mas eficiente consiste en considerar una matriz

identidad de orden “m x m” con los coeficientes de las restricciones.

Determinadas las variables basicas y las no basicas, se procede a transferirlas a la
tabla inicial, junto con las modificaciones que la funcién objetivo gener6 en su forma

candnica ampliada.
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La tabla inicial del modelo de programacion lineal a se muestra en la tabla 2.2.2.8,

de la siguiente forma:

TABLA INICIAL o TABLEAU INICIAL

C; 3 8 o M| o M

Segundo
Variables en término X X. S| A | S: | A

Ce la base (solucién)
M A, 3.5 1 4 -1 1 (0] (0]
M A. 2.5 1 2 (0] (0] -1 1
Z; 6M 2M 6M -M M | -M M
C-7Z; 3-2M |[8-6M | M | 0o | M | o

Tabla 2.2.2.8
Paso 3

Ahora se procede a mejorar la solucion basica inicial del modelo de programacion
lineal a propuesto, desde el siguiente concepto: si en un problema dado la solucién
basica inicial resulta 6ptima, ésta soélo sera valida cuando busca ser maxima,
entonces, todos los coeficientes resultantes del renglén deberan ser ceros o valores
negativos. En cambio, cuando la solucion Optima busca ser minima, todos los

coeficientes resultantes del renglon deberan ser ceros o valores positivos.

En caso de que la solucién basica inicial no cumpliera el criterio, se deberé buscar
una nueva solucion basica y verificarla; asi se har4 en forma sucesiva hasta
obtenerla. Como en este caso la solucién basica inicial no lo cubre, se hallara una
nueva solucién que resulte 6ptima o que la mejore, a este movimiento se le
denomina primera iteracion. Luego, para dar con la nueva solucién, se hara lo

siguiente.

Como el objetivo del modelo de programacion lineal a es minimizar, para obtener

una nueva solucion, lo primero que se hara es establecer qué variable de las no
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bésicas entrard; se elegira la que tenga el mayor valor positivo de la funcion objetivo.

En este caso, la variable no béasica que entra es xo, por ser la mas negativa.

En segunda instancia, se establecerd qué variable de la base (Cg) sale. Para ello,
se dividirA cada uno de los coeficientes de la columna del segundo término
(solucién) entre los coeficientes positivos de la columna x; que entra, en este caso,
X2; ¥ se elegira a la variable con el cociente resultante minimo. En esta accion se
excluyen los coeficientes cero y los negativos. Si hay empate para el cociente
minimo, puede elegirse cualquiera de los renglones involucrados como la variable

que sale.

Para el modelo de programacién lineal a, los cocientes resultantes minimos a

obtener seran los de A1 y Az:

A= 35 =0.875 Az = 25

— =125
4 2

Por tanto, la variable que saldra o sera sustituida por x, sera A1, porque es la que
se agota mas rapidamente. Luego, la tabla inicial modificada queda como se

muestra en la tabla 2.2.2.9:

TABLA INICIAL o TABLEAU INICIAL

G 3 8 o | M| o M
Segundo
Variables en término X, X S| A | S | A
Ce la base (solucién)
8 X. 3.5 1 4 -1 1 (0] (0]
M A. 2.5 1 2 (0] (0] -1 1
Z; 6M 2M 6M -M| M -M| M
C-Z; 3-2M [8-6M | M | o | M | o
Tabla2.2.2.9
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Luego, se procede a realizar la actualizacion inicial de la tabla 2.2.2.9,
transformando el renglon asociado con la variable que sale. La transformacion
comienza identificando el elemento pivote hallado en la interseccion de la columna

que entra y el renglén que sale (para el caso de este modelo es 1/4).

El renglén actualizado se obtiene aplicando la transformacion elemental 1
mencionada anteriormente, multiplicando un renglén por un escalar, es decir, el
renglon reemplazante se calcula dividiendo todos los coeficientes y el valor del
segundo término entre el elemento pivote (para este caso, 1/4). Esto se puede notar
en la tabla 2.2.2.9:

TABLA 10 TABLEAU 1

G 3 8 (0] M (0] M
Segundo
Variables en término X X S, A, S: | A
Ce la base (solucién)
8 X. 0.875 1/4 1 -1/4 | 1/4 0 0]
M A.
Z;
C-Z;
Tabla 2.2.2.9

Modificado el renglon reemplazante, se actualiza el resto de los renglones de la
tabla 2.2.2.9, aplicando la transformacion elemental 3, o sea, multiplicando un

renglon por un escalar y sumandolo al siguiente.

En el caso del modelo de programacion lineal a, la actualizacion del renglon para Az
se realizara combinando los coeficientes de las tablas 2.2.2.8 y 2.2.2.9, asi: se
multiplica el renglon pivote de la tabla 2.2.2.9 por el coeficiente de 2, pero con signo
negativo para el renglon que contiene a xz; después, se le suma algebraicamente al
renglén de Az contenido en la tabla 2.2.2.8; y el rengldn resultante se anota en la

tabla 2.2.2.9. Luego, los valores de dicho renglén son los siguientes.
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Para Az
2.5 1 2 0 0 -1 -1
-2 0.875 1/4 1 -1/4 1/4 0 0
0.75 0.5 0 0.5 -0.5 -1 -1

Hecha la actualizacion del rengldn que contiene a A2, se procede a hacer lo propio

con la tabla 2.2.2.9, que queda asi:

TABLA 10 TABLEAU 1

G 3 8 (0} M (0] M
Segundo
Variables er término X X. S, A, S: | A.

C:  |labase (solucién)
8 Xe 0.875 1/4 1 -1/4 1/4
M A. 0.75 0.5 0.5 -0.5 -1 | -1

Z;

C-Z;
Tabla 2.2.2.9

Obtenida la actualizacion del renglon de la tabla 2.2.2.9, se procede a determinar el

valor del renglén Z;.

Para el caso del modelo de programacion lineal a, los valores son los siguientes:

Z, = (8)(1/4) + (M)(0.5) = 2+ 0.5M
Zo=(s)(1) +(M)0) =8

Zs = (8)(-1/4) + (M)(0.5) = -2 + 0.5M
Zi=(8)(1/4) + (M)(-0.5) = 2-0.5M
Z;=(8)0) +M)-1) =-M
Zo=(3)0) +M)-1) = -M

El valor de Zwin Se obtiene asi:

ZviN = (8)(0.875) + (M)(0.75) = 7 + 0.75M
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Los valores de Zj obtenidos se vacian en la tabla 2.2.2.9 que, modificada, queda de

la siguiente forma:

TABLA 10 TABLEAU 1

(@ 3 8 o M o M

Segundo
Variables er] término X X. S, A, S. | A

C: |1a base (solucion)

8 X. 0.875 1/4 1 -1/4 1/4 0]
M A. 0.75 0.5 0 0.5 -0.5 -1 -1
Z; 7+ 0.75M 2 + 0.5M 8 -2+05M | 2-05M |-M| M
Ci-Z;
Tabla 2.2.2.9

Finalmente, para concluir la primera iteracion, se determinan los valores del renglon

(Cj — Z)) para luego verificar si se tiene 0 no la solucion optima.

Los valores del renglon Cj—Zj se obtienen de manera directa de la tabla 2.2.2.9, que

estara terminada de la siguiente forma:

TABLA 10 TABLEAU 1

(@ 3 8 0 M oM

Segundo
Variables erl término X X. S. A, S. | A.

C: |1a base (solucién)
8 X. 0.875 1/4 1 -1/4 1/4 o|o0
M A. 0.75 0.5 o 0.5 -0.5 -1 | -1

Z; 7+ 0.75M 24+05M | 8 -24+05M | 2-0.5M |-M
C-Z; 1-0.5M 0 2-05M | -2+4+15M | M | o0
Tabla2.2.2.9

Enseguida, se procede a la verificacion del renglon (C; — Zj) y se notara que la

solucion obtenida en la primera iteracion no es Optima: dos coeficientes resultaron
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ser negativos; no se cumplié con la regla de valores positivos o ceros. Por ende, se

hard una segunda iteracion.
Paso 4

Como la solucién obtenida en la primera iteracion no resultd 6ptima, se procede a
repetir todas las acciones realizadas en el paso 3, pero ahora tomando como

referencia la tabla 2.2.2.9.

Para iniciar, la variable que saldra ahora es xi, la Unica no basica que queda en el
caso del modelo 2.1.2.a. En segundo lugar, se debera establecer qué variable de la
base (Cg) saldra. Para esto, se dividira cada uno de los coeficientes de la columna
del segundo término (solucion) entre los coeficientes positivos de la columna x; que
entra, que en este caso es X1, y se elegira la variable que tenga el cociente resultante

minimo.

Para el caso del modelo de programacion lineal a propuesto, los cocientes

resultantes minimos a obtener seran los de x> y Az:

0875

X2=—=35 A2 0.75 _
1/4

=——=15
1/2

Por tanto, la variable que saldra o va a ser sustituida por x;1 sera A.. De tal forma

que la tabla 2.2.2.9 modificada queda como se muestra en la tabla 2.2.2.10:
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TABLA 2 0 TABLEAU 2
G 3 8 0 M o | M
Segundo
Variables er] término X, X. S: A S. | A.
C |la base (solucidn)
B
8 X. 0.875 Ya 1 -1/4 1/4 o | o
3 X, 0.75 0.5 o 0.5 -0.5 -1 | -1
Z; 7+ 0.75M 2+05M | 8 -2 + 0.5M 2-05M |-M | M
C-Z; 1-0.5M o 2 - 0.5M 2+15M | M | o
Tabla 2.2.2.10

Ahora se procede a realizar la actualizacion inicial de la tabla 2.2.2.10,
transformando el renglon asociado con la variable que sale. La transformacion
comienza identificando el elemento pivote situado en la interseccién de la columna

que entra y el renglén que sale (para el caso de este modelo, 1/0.5).

El rengldn actualizado se obtiene aplicando la transformacién elemental 1
mencionada anteriormente, multiplicando un renglon por un escalar. Es decir, el
renglon reemplazante se calcula dividiendo todos los coeficientes y el valor del
segundo término entre el elemento pivote, que para este caso es 1/5. Esto se puede

apreciar en la tabla 2.2.2.11:

TABLA 2 0 TABLEAU 2

G 3 8 0] M oM
Segundo
Variables en  término X X. S. A S. | A
Ce |1a base (solucién)
8 X
3 X, 1.5 1 0 1 -1 -2 | 2
Z; 7+ 0.75M 2+05M | 8 -2 + 0.5M 2-05M |-M| M
Ci-Z; 1-0.5M 0] 2-05M | -2+15M [ M| o
Tabla2.2.2.11
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Modificado el rengldn reemplazante, se actualiza el resto de los renglones de la
tabla 2.2.2.11, aplicando la transformacion elemental 3, o sea, multiplicando un

renglon por un escalar y sumandolo al siguiente.

Para el caso del modelo de programacion lineal a, la actualizacion del renglon para
X1 se realizara combinando los coeficientes de las tablas 2.2.2.10 y 2.2.2.11. Lo
anterior se logrard multiplicando el renglén pivote de la tabla 2.2.2.10 por el
coeficiente de 1/4, pero con signo negativo, para el rengléon que contiene a Xi; y
después se le sumara algebraicamente al renglén de x> contenido en la tabla
2.2.2.10; y el rengldn resultante se anotara en la tabla 2.2.2.11. Entonces, los

valores de dichos renglones son los siguientes.

Para xo:
875 1/4 1 -1/4 1/4 0 0
-1/4 1.5 1 0 1 -1 -2 2
0.5 0 1 0.5 0.5 0.5 -0.5

Después, esta actualizacion se vacia a la tabla 2.2.2.11:

TABLA 2 0o TABLEAU 2

& 3 8 0 M 0 M
Segundo
Variables término X, X. S. A, S. A.
C: |enla base (solucidn)
8 X 0.5 0 1 -0.5 0.5 0.5 -0.5
3 ). € 1.5 1 0 1 -1 -2 2
Z
C-Z;
Tabla 2.2.2.11

Obtenida la actualizacion de la tabla anterior, se determinara el valor del renglén Z;.

Para el modelo de programacion lineal a, los valores son los siguientes:
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Zy =(8)(0) +(3)(1) = 3
Zo=(8)(1)  +(3)(0) = 8
Zs = (8)(-0.5) + (8)(1) = -1
Zy=(8)(0.5) +(8)(-1) = 1
Zs=(8)(0.5) +(3)(-2) =-2
Zs = (8)(-0.5) +(3)(2) = 2

El valor de Zuin Se obtiene asi:
ZviN = (8)(0.5) + (8)(1.5) = 8.5

Los valores de Z;j obtenidos se vacian en la tabla 2.2.2.11 y ésta queda modificada

asi:
TABLA 2 o TABLEAU 2
C; 3 8 0 M 0 M
Segundo
Variables enj término X X. S. A S. A
C: |l1a base (solucidn)
8 X 0.5 0 1 -0.5 0.5 0.5 -0.5
3 X 1.5 1 0 1 -1 -2 2
Z; 8.5 3 8 -1 1 -2 2
C-Z;
Tabla2.2.2.11

Para concluir la primera iteracion, se procede a determinar los valores del renglén

(Ci— Z)) y luego se verifica si se ha llegado a la solucion 6ptima.

Los valores del renglon Cj—Z;j se obtienen de manera directa de la tabla 2.2.2.11, la

cual queda terminada de la siguiente manera:
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TABLA 20 TABLEAU 2
G 3 8 0 M 0 M
Segundo
Variables erj  término X. X. S A, S. A
C: |la base (solucién)
8 Xe 0.5 (0] 1 -0.5 0.5 0.5 -0.5
3 X, 1.5 1 (0] 1 -1 -2 2
Z; 8.5 3 8 -1 1 -2 2
C-Z; 0 0 1 M-1| ¢ | M-2
Tabla 2.2.2.11

Después, se procede a la verificacion del renglon (C; — Zj) y se conoce que la
solucion obtenida en la segunda iteracidon es 6ptima: cumple con la regla de valores

positivos o ceros.

Paso 5

Se concluye para la resolucibn al modelo de programacion lineal a del
planteamiento del problema definido por el modelo del problema 2.2.2.2 lo

siguiente:

Se necesitard producir 1.5 unidades de x1 que generan un
costo de $3.00 USD; y 0.5 unidades de x2, que implican un
costo de $8.00 USD. En conjunto, minimizan la produccion

causando un costo total de $8.50 USD.

De acuerdo con los casos analizados en los problemas 2.2.2.1y 2.2.2.2, se puede
concluir que los pasos a seguir para analizar cualquier tipo de modelo de

programacion lineal utilizando el método simplex son los siguientes:
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a. Definir el planteamiento del problema, donde aparezcan puntualizadas en
forma clara y contundente las variables de decision, asi como los
pardmetros correspondientes, para que éstos se plasmen tanto en la
funcion objetivo como en el conjunto de restricciones involucradas,

respetando el supuesto de la no negatividad de las variables de decision.

b. Definido el planteamiento del problema, se procede a transformar todas las
desigualdades de cada una de las restricciones en igualdades, aumentando
variables de holgura y disminuyendo variables de excedente. Lo anterior
para obtener todo el conjunto de variables basicas y no basicas que
conformaran la transformacion del planteamiento del problema original, de
modo que todo este conjunto de valores se pueda colocar en forma tabular
en unatabla de simplex inicial, que representa la respuesta inicial al proceso

de solucion del modelo del problema.

Asi como el método gréfico, el simplex considera lo siguiente:

i.  Cuando las restricciones son expresadas por medio de ecuaciones de
primer grado, se dice que son lineales.
ii.  Cuando las restricciones son expresadas por medio de ecuaciones de

segundo grado o mas, se dice que son no lineales.

c. Encontrada la solucién inicial, se procede a mejorarla de la siguiente forma:
la seleccion de la variable que debe incluirse en la base parte de los valores
ubicados en el renglon (Cj — Zj) de la tabla simplex, donde se supone se ha
examinado ese renglén, para determinar si la solucion es optima y se
encuentran valores positivos. Se elegira entonces la variable con el mayor
valor positivo. La columna asociada con esta variable se llama columna de
entrada; y la variable que se selecciona, variable que entra o variable

nueva.
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d. En este proceso de mejora, la variable que sale se selecciona dividiendo
las cantidades de la columna del segundo término de la tabla simplex entre
los coeficientes positivos de la columna de la variable que entra, o sea, los
coeficientes positivos de la variable que entra a la base. Esto se hace

renglon por renglon.

e. Después de analizar qué variable entra y cual sale, se procede a realizar
la actualizacién inicial de la tabla, transformando el renglén asociado con
la variable que sale. Esta transformacion inicia identificando al elemento
pivote, ubicado en la interseccion de la columna que entra y el renglon que
sale. El renglon modificado se denomina reemplazante de la nueva tabla y
se calcula dividiendo todos los coeficientes y el valor del segundo término

entre el elemento pivote.

f. Luego, todos los renglones de la nueva tabla, excepto el asociado con la
variable que sale, pueden transformarse aplicando la propiedad nimero 3
de las transformaciones elementales mencionadas; es decir, multiplicando

un renglén por un escalar y sumandolo al siguiente.

g. Calculados todos los valores de los renglones faltantes de la base,
finalmente se calculan los nuevos renglones zjy (cj — z), y se procede a
verificar si se tiene la solucién 6ptima o no. Para saberlo, se debe cumplir
con la siguiente regla: se logra la solucién optima cuando el renglon (cj —z))
no tiene coeficientes mayores a cero; es decir, todos ceros o negativos para
el caso de maximizar. Y para minimizar, se dice que la solucion es 6ptima
cuando no tiene coeficientes menores a cero, 0 sea, todos ceros o

positivos.

h. Por dltimo, si no se halla una solucion Optima, se procede a iterar

nuevamente, iniciando desde el inciso c.
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En conclusion, el método simplex es bien aceptado por los gerentes para poder
resolver problemas de programacion lineal. Tiene la ventaja de que no esta limitado

para dos variables de decision, como el método gréfico.

Para ver otros ejemplos de Método Simple, se recomienda revisar el Anexo 2

Problema dual

El problema dual es una aplicacién derivada del planteamiento de un problema de
programacion lineal original, el cual se expresa a través de un modelo matemético.
Es decir, para cualquier problema de maximizacién de un modelo de programacion
lineal existira en contraparte un problema equivalente, el cual sera un problema de
minimizacion. Y para cualquier problema de minimizacion de un modelo de
programacion lineal, existird en contraparte uno equivalente, que sera un proceso

de maximizacion.

Independientemente de la situacion de analisis que el modelo de programacion
lineal trate —maximizar o minimizar—, el problema dual tiene una gran trascendencia

debido a los siguientes razonamientos.

i. El planteamiento de un problema de programacion lineal tiene como ventaja
principal una reduccién considerable en sus calculos al momento de obtener

la solucion éptima.

ii. Larelacién entre el problema principal y su correspondiente problema dual es
trascendental con el andlisis de sensibilidad, el cual se fundamenta en el
concepto del limite de una funcion, donde se marcan los cambios en todos los

coeficientes, tanto de la funcion objetivo como en los recursos disponibles.
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iii. El problema dual correspondiente a un problema principal dado permite
proporcionar distinto tipo de informacion de caracter econémico respecto de

los recursos disponibles usados cuando se le est4 analizando.

A partir de los razonamientos anteriores, se puede establecer un concepto
fundamental del problema dual, también denominado dualidad: el problema dual se
fundamenta en una relacion matematica existente entre lo que se conoce como
problema primario y su equivalente, el problema dual. La estructura operacional de
los métodos cuantitativos permite que un problema de programaciéon lineal,
denominado primario, se convierta en uno equivalente que lo relacione, el cual sera
el problema dual. Por tanto, al planteamiento del problema original se le llama
problema primario; mientras que a su equivalente en contraparte, problema
alternativo o dual.

Supoéngase que el objetivo del problema primario consiste en obtener un proceso

de maximizacion, entonces, la forma general de expresar la relacibn con su

correspondiente problema dual se muestra en el modelo 2.2.2.1.

Problema primario

Maximizar Zp=CiX1+ C2X2 + C3X3 + ........ + CnXn
Modelo 2.2.2.1
Sujeto a: aiixa + ai2xz + aisxs + ........ +ainXn <= bz
a21X1 + ax2X2 + az3x3 + ........ + axxn <= b2
asziXi + as2xXz + assxs + ........ + asnxn <= bs
amiX1 + am2X2 + am3xs + ........ + amnXn <= bn
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Donde: X1, X2, X3,eeeennnn.. , Xn>=0

Entonces, el problema correspondiente es dual y consiste en obtener un proceso de

minimizacion, el cual se muestra en el modelo 2.2.2.1.bis, de la siguiente manera.

Problema dual

Minimizar Zd = bay:r + bay2 + bays +........ + bnyn
Modelo 2.2.2.1.bis

Sujeto a: auy: + aziyz2 + asiys + ........ +amiyn <= C1

awzyi + azy2 + as2ys +........ +am2yn <= C2

aisyi + azzy2 + assys + ........ +am3yn <= C3

aiy1 + azny2 + asnys + ........ + amnyn <= Cn
Donde: Y1, Y2, Y3, eeennnnn. ,yn>=0
En el modelo 2.2.2.1, X1, X2, X3,.......... , Xn SON variables principales o primarias;
mientras que en el 2.2.2.1.bis, y1, Y2, ¥3,.++-..... , ¥n son las variables duales.

Por otra parte, el planteamiento dual de un problema primario o principal se puede

obtener siguiendo los pasos enunciados a continuacion.

i. Primero. Se reemplazan todas las variables principales x; del problema
primario por las variables duales yi en el problema dual.
ii. Segundo. Se colocan todos los coeficientes de la funcion objetivo del problema

primario, como los valores del segundo término en el problema dual.
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Tercero. Se empiezan a colocar todos los valores del segundo término del
problema primario, como los coeficientes de la funcidn objetivo en el problema
dual.

Cuarto. Se comienzan a trasponer todos los renglones de los coeficientes de
todas las restricciones correspondientes del problema primario, convirtiéndolos
en columnas de todos los coeficientes en el problema dual. O sea, se obtiene
la matriz transpuesta de la matriz principal.

Quinto. Se invierte la direccion que tienen cada una de las desigualdades del
conjunto de restricciones del problema principal. Esto significa que si las
desigualdades del problema primario son mayor o igual que, las desigualdades

del problema dual seran de menor o igual que y viceversa.

memorizar los cinco pasos mencionados, se puede aplicar la siguiente regla

nemotécnica:

Sexto

Dado el modelo matematico de un problema primario o problema
principal, para poder obtener su problema equivalente o problema
dual sera necesario realizar lo siguiente:

Del problema primario se procede a girar todos los elementos que
conforman su modelo matematico 90° en el sentido contrario a las
manecillas del reloj; de tal forma que el alumno podra ver como
efectivamente, en primera instancia, los elementos del segundo
término del problema primario pasan a ser los coeficientes de la
funcién objetivo del problema dual. En segunda instancia, se puede
ver como los elementos de la funcion objetivo del problema primario
pasan a ser los coeficientes del segundo término en el problema
dual. En tercera instancia, también se puede ver cémo los
renglones del conjunto de restricciones del problema primario
pasan a ser el conjunto de columnas para las nuevas restricciones
en el problema dual. Y finalmente las desigualdades del conjunto
de restricciones del problema primario cambian de direccion en las
restricciones del problema dual; este cambio se da debido a que se
estd girando al modelo primario en el sentido contrario a las
manecillas del reloj.
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Por tanto, una vez obtenido el planteamiento del problema dual derivado de un
problema primario, se inicia a resolverlo utilizando nuevamente el método simplex,
siguiendo los pasos explicados anteriormente, con el fin de obtener la solucién

Optima correspondiente.

La relacion problema primario-problema dual genera la siguiente inferencia: dado
un problema primario o problema principal, si éste tiene una solucion oOptima,
entonces su correspondiente problema dual también deberd tener una solucion

Optima.

De igual forma, en esta relacion problema primario-problema dual, se establece la
siguiente regla: cuando se obtiene el valor éptimo de la funcion objetivo de un
problema primario, éste debera ser igual en magnitud al valor éptimo de la funcién

objetivo del problema dual.

Para entender mejor los pasos de como se lleva a cabo el planteamiento del
problema de programacion lineal en forma dual y la obtencién de su solucién 6ptima
correspondiente dado un problema principal o primario, a continuacion se desarrolla

un ejemplo, el problema 2.2.2.1, tratado en el subtema del método simplex.

Ejemplo

De acuerdo con las condiciones previamente establecidas, la empresa del problema
2.1.1 determing el siguiente modelo de programacion lineal:

Maximizar: Z = 300x1 + 400x2
Modelo 2.1.2

Sujeto a: 5x1 + 7x2 <=900

X1 <= 165

X2 <=120
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Donde: X1, X2>=0

Aplicando el método simplex, la empresa quiere saber ahora cual es el problema
dual correspondiente y la solucion Optima que permita minimizar los costos de la
produccion tanto de autos compactos como de pick-ups y asi obtener la maxima

utilidad esperada.

Solucién

Ya se explico el tema correspondiente al método simplex, en referencia al modelo
2.1.2, donde el objetivo fue obtener la maximizacion de la utilidad esperada, y se
encontré como una solucion 6ptima. Ahora se procedera a obtener el problema dual

correspondiente a dicho modelo siguiendo estos pasos.

Paso 1

De acuerdo con lo tratado a lo largo del tema referente al problema dual dado un
problema primario, y con base en los conceptos analizados, el problema dual
correspondiente al problema primario del modelo 2.1.2 es el que se muestra en el
modelo 2.1.2.bis, de la siguiente forma:

Minimizar: Z =900y1 + 165y2 + 120ys
Modelo 2.1.2.bis
Sujeto a: Sy1+ y2 >= 300
7y1 + y3 >=400

Donde: yi, y2, y3 >=0
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Paso 2

Realizado el planteamiento del problema dual correspondiente al problema primario
del modelo 2.1.2, se procede a resolverlo para hallar su solucién 6ptima: el minimo
costo requerido que permita maximizar la produccion del problema primario. Para

ello, se ocupara otra vez la aplicacion del método simplex.

En consecuencia, el modelo de programacion lineal propuesto quedara modificado,
aplicando en dos ocasiones el criterio b. Ello significa que a la funcién objetivo se le
agregaran dos variables basicas de excedente: una para la cantidad que exceda en

la restriccion 1 de dicho modelo; y otra para la que exceda en la restriccion 2.
Por tanto, la modificacion del modelo del modelo de programacion lineal propuesto
resultante a estos cambios es como se muestra en el modelo de programacion lineal

b, de la siguiente forma:

Minimizar: Z =900y1 + 165y2+ 120y3 - 0s1 + A1 - 0s2+ A2

Sujeto a: Sy1+ y2 -s1 =300 - A1
7y1 + y3 -s2 =400 - A2
Donde: Y1, Y2, Y3, S1, S2, A1, A2, >=0

Modelo de programacion lineal b

A su vez, el modelo de programacion lineal a puede re-expresarse de la siguiente
manera:
Minimizar: Z =900y1 + 165y2+ 120y3 - 0s1 + A1 - 0s2+ A2

Sujeto a: Sy1+ y2 -s1 + A1 =300
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7y1 + Vs -s2 + A2 =400

Donde: Y1, Y2, Y3, S1, S2, A1, A2, >=0

Modelo de programacion lineal b

Paso 3

Se procede a aplicar el método simplex al modelo de programacion lineal b, y se
obtiene en primera instancia su solucion basica inicial, a partir del siguiente
concepto: la solucion basica factible que tiene el mayor valor para la funcién objetivo
se dice que es un problema de maximizacion y, por consiguiente, sera la solucion
Optima; en caso contrario, cuando ésta tiene el menor valor, se dice que es un

problema de minimizacion y, por consiguiente, sera la solucion optima.

Entonces, para el caso del problema de programacion lineal b, se procede a
identificar la tabla inicial. Para ello se necesita saber qué variables seran béasicas y
cuales no bésicas. Para este problema, si1, s2, A1y A2 son las basicas; y y1, Y2, s,

las no basicas.

Asi como en el proceso de maximizacién, en el de minimizacion se eligieron si, S,
A1y A> como variables basicas porque al igualar y1, y2, y3 a cero, se puede encontrar
inmediatamente la solucion al conjunto de ecuaciones. Pero no siempre resulta facil
identificar una solucién inicial basica; y para resolverlo, el procedimiento mas
eficiente es considerar una matriz identidad de orden “m x m” con los coeficientes

de las restricciones.

Determinadas las variables basicas y las no basicas, se procede a transferirlas a la
tabla inicial, junto con las modificaciones que genero la funcion objetivo en su forma

canonica ampliada.
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La tabla inicial del modelo de programacion lineal b se muestra en la tabla 2.2.2.12:

TABLA INICIAL o TABLEAU INICIAL

(@ 900 165 120 0 M 0 M
Segundo

Variables er] término y: ye ys S: | A | S. | A

C: |1a base (solucién)
M A 300 5 1 0 -1 1] 0] o0
M A. 400 7 0 1 o0 |-1]|1
Z; 700M 12M M M -M M| -M M
C-Z; 900-2M | 165-M (120-M | M | o | M | 0

Tabla 2.2.2.12
Paso 4

Nuevamente, del modelo de programacion lineal b propuesto, ahora se procede a

mejorar su solucién basica inicial, desde los siguientes conceptos.

Si en un problema dado, la solucion basica inicial resulta ser 6ptima, ésta solo sera
valida para lo siguiente: cuando la solucién 6ptima busca ser maxima, entonces
todos los coeficientes resultantes del rengldn deberén ser ceros o valores negativos.
Cuando la solucion 6ptima busca ser minima, entonces todos los coeficientes
resultantes del renglon deberan ser ceros o valores positivos. Y si la solucién basica
inicial no cumpliera lo anterior, se buscara una nueva solucién basica y se verificard,

y asi en forma sucesiva hasta obtenerla.

Como en este caso la solucion basica inicial no lo cumple, entonces se ubicard una
nueva soluciéon que resulte ser Optima o que la mejore (este movimiento se

denomina primera iteracion). Por tanto, se hard lo siguiente.
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El objetivo del modelo de programacion lineal b es minimizar. Asi, para obtener una
nueva solucion, lo primero que se hara es establecer qué variable de las no basicas
entrard. Se elegira la que tenga el mayor valor positivo de la funcién objetivo. En

este caso, la variable no basica mas negativa que entra es yi.

En segunda instancia, se establecera qué variable de la base (cv) sale, dividiendo
cada uno de los coeficientes de la columna del segundo término (solucién) entre los
coeficientes positivos de la columna y; que entra, que en este caso es yi1, Yy Se
escogera la variable que posea el cociente resultante minimo. En esta accion se
excluyen los coeficientes cero y los negativos. Si hay empate para el cociente
minimo, puede elegirse cualquiera de los renglones involucrados como la variable

que sale.

Para el modelo de programacién lineal a, los cocientes resultantes minimos a

obtener seran los de A1 y Az:

300 _
5

Por consiguiente, la variable que saldrd y sera sustituida por y1 es Az, pues es la

400

Al 60 AZ = T = 5714

gue se agota mas rapido. Asi, la tabla inicial modificada queda como se muestra en
la tabla 2.2.2.13:

TABLA INICIAL o TABLEAU INICIAL

G 900 165 120 0 M 0 M
Segundo
Variables ey  término y: ye ys S: | Av | S | A
C: [la base (solucién)

M A, 300 5 1 0 -1 1 0 0
900 y: 400 7 0 1 0 0 -1 1
Z; 700M 12M M M -M M -M| M

C-Z,; 900 — 2M 165-M | 120-M | M | o | M | o

Tabla 2.2.2.13
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Después se realiza la actualizacion inicial de la tabla 2.2.2.13 transformando el
renglon asociado con la variable que sale. La transformacién comienza identificando
el elemento pivote situado en la interseccion de la columna que entra y el renglén

que sale, que para el caso de este modelo es 1/7.

El renglén actualizado se obtiene aplicando la transformacién elemental 1
mencionada anteriormente, multiplicando un renglén por un escalar. Es decir, el
renglon reemplazante se calcula dividiendo todos los coeficientes y el valor del
segundo término entre el elemento pivote, que para este caso es 1/7. Esto se puede

apreciar en la tabla 2.2.2.14:

TABLA 10 TABLEAU 1

G 900 165 120 0 M 0 M
Segundo
Variables ey  término y ye ys S: | Av | S | A
C: |la base (solucidn)
M A
900 v 57.14 1 o 1/7 0 o - | 1/7
1/17
Z
C-Z;
Tabla 2.2.2.14

Modificado el renglon reemplazante, se actualiza el resto de los renglones de la
tabla 2.2.2.14, aplicando la transformacién elemental 3, o sea, multiplicando un

renglon por un escalar y sumandolo al siguiente.

En el caso del modelo de programacion lineal b, la actualizacion del renglon para A
se realizara combinando los coeficientes de las tablas 2.2.2.13 y 2.2.2.14. Se
multiplicara el renglon pivote de la tabla 2.2.2.14 por el coeficiente de 5, pero con
signo negativo, para el rengléon que contiene a yi; y después se le sumara

algebraicamente al renglon de A: contenido en la tabla 2.2.2.13, y el renglon
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resultante se anotara en la tabla 2.2.2.14. De este modo, los valores de dicho
renglon son los siguientes.

Para Az:

300 5 1 0 -1 1 0 0
-5 57.14 1 0 1/7 0 0o -1/7 1/7

14.80 0 1 -5/17 -1 1 5/7 -5/7

Luego, se procede a vaciar los resultados de la actualizacion del renglén que

contiene a A; a la tabla 2.2.2.13, con lo que la tabla 2.2.2.14 queda actualizada asi:

TABLA 10 TABLEAU 1

G 900 165 120 0 M 0 M
Segundo
Variables er] término y: \G ys S: | A S. A.
C: |la base (solucidn)
M A, 14.30 0 1 -5/17 -1 1 5/1 -5/1
900 y: 57.14 1 1/7 0 0 -1/17 1/17
Z
G-7Z
Tabla 2.2.2.14

Lograda la actualizacion del renglén de la tabla 2.2.2.14, se procede a determinar
el valor del renglon Z;. Para el caso del modelo de programacion lineal b, los valores
son los siguientes:

Z, =(M)(0) + (900)(1) = 900
Zo=(M)(0) +(900)(0) = 0O

Zs = (M)(-5/7) + (900)(1/7) = 128.57 — 5/7M
Zi=(M)(-1)  +(900)(0) = -M

Z; = (M)(1) +(900)0) = M

Ze = (M)(6/7) + (900)(-1/7) = -128.57 + 5/7TM
Z7;=M)(-5/7) +(900)(1/7) = 128.57 - 5/7TM
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ZviN = (M)(14.80) + (900)(57.14) = 51,426 + 14.30M

Los valores de Zj obtenidos se vacian en la tabla 2.2.2.14, la cual queda modificada

COMo Sse muestra a continuacion.

TABLA 10 TABLEAU 1

G 900 165 120 o M 0 M
Segundo
Variables er] término v ye ys S | A S. A.
Cc |la base (solucién)
M A, 14.30 0 1 -5/17 -1 1 5/1 -5/17
900 Y 57.14 1 0 1/7 0 0 -1/17 1/7
Z; 51,426 + 900 M 128.57—| -M | M |-128.57 + | 128.57 -
14.30M 5/7M 5/7M 5/7M
G-Z;
Tabla 2.2.2.14

Para concluir la primera iteracion, se procede a determinar los valores del renglon

(Cj — Z)) y luego verificar si se tiene o0 no la solucion optima.

Los valores del renglén Cj —Z; se obtienen de manera directa de la tabla 2.2.2.14,

con lo cual ésta queda terminada de la siguiente manera.
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TABLA 10 TABLEAU 1

G 900 165 120 o | M 0 M
Segundo
Variables ery término v ye ys S| A S. A.
C: |la base (solucién)
M A, 14.30 0] 1 -5/ -1 1 5/7 -5/7
900 y: 57.14 1 0 1/7 0 0 -1/7 1/7
Z; 51,426 + 900 M 128.57—| -M | M |-128.57 + |128.57 -
14.30M 5/7TM 5/7TM 5/7M
C-Z; 0] 165-M| -8.57+ | M 0 128.57 — | -128.57 +
5/7TM 5/7M 12/7M
Tabla 2.2.2.14

Completada la tabla, se procede a la verificacién del renglon (C; — Z;) y se notara
que la solucion obtenida en la primera iteracion no es 6ptima: dos coeficientes
resultaron negativos; y no se cumplié con la regla de valores positivos o ceros. Por

ende, se hard una segunda iteracion.

Paso 5

Como la solucién obtenida en la primera iteracién no resultd éptima, se procede a
repetir las acciones del paso 3, ahora tomando como referencia la tabla 2.2.2.14,

como se describe a continuacion.

Para iniciar, la variable que sale sera y», porque es la segunda no béasica de mayor
valor que sigue en el caso del modelo 2.1.2.bis. Después, se establecera qué
variable de la base (Cg) sale. Para ello, se dividira cada uno de los coeficientes de
la columna del segundo término (solucién) entre los coeficientes positivos de la
columna yj que entra, en este caso Y-, y se elegira la variable que tenga el cociente

resultante minimo.
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En el modelo de programacion lineal a propuesto, los cocientes resultantes minimos
a obtener seran de A: porque los de y: corresponden a cero. Estos cocientes

resultantes son los siguientes:

14.30

Al=—-=14.30
1

Por tanto, la variable que saldrd o sera sustituida por y» sera Ai. Entonces, la tabla

2.2.2.14 modificada queda como se muestra en la tabla 2.2.2.15, de la siguiente

forma:
TABLA 2 o TABLEAU 2
G 900 165 120 0 M 0 M
Segundo
Variables erl término v ye ys S| A S. A.
Ce |la base (solucidn)
165 ye 14.30 0 1 -5/17 -1 1 5/17 -5/17
900 NE 57.14 1 0 1/17 0 0 -1/17 1/17
Z; 51,426 + 900 M 128.57—| -M | M |-128.57 + | 128.57 -
14.30M 5/7M 5/7M 5/7™
C-Z; 0 165-M| -857+ | M | 0 | 128.57— |-128.57 +
5/7M 5/7M 12/7M
Tabla 2.2.2.15

Después, se procede a realizar la actualizacion inicial de la tabla 2.2.2.15, que se
inicia transformando el renglén asociado con la variable que sale. La transformacién
comienza identificando el elemento pivote situado en la interseccion de la columna

que entray el renglon que sale, que para el caso de este modelo es 1/0.5.

El renglén actualizado se obtiene aplicando la transformacién elemental 1
mencionada anteriormente, es decir, multiplicando un renglén por un escalar. Es
decir, el renglon reemplazante se calcula dividiendo todos los coeficientes y el valor
del segundo término entre el elemento pivote. En este caso, el renglon reemplazante
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gueda de la misma forma debido a que el coeficiente de y. es 1. Esto se puede

observar en la tabla 2.2.2.16 como sigue:

TABLA 2 0o TABLEAU 2

G 900 165 120 0 M 0 M
Segundo
Variables er término yi ye ys S | A S. A.
C: |la base (solucidn)
165 ye 14.30 0 1 -5/17 -1 1 5/17 -5/1
900 y:
Z
C-Z
Tabla 2.2.2.16

Ahora se procede a actualizar el resto de los renglones de la tabla 2.2.2.16

aplicando la transformaciéon elemental 3, o sea, multiplicando un renglén por un

escalar y sumandolo al siguiente.

En el modelo de programacion lineal b, la actualizacion del renglon para y. se

realizara combinando los coeficientes de las tablas 2.2.2.15 y 2.2.2.16, de la

siguiente manera: se multiplicara el renglén pivote de la tabla 2.2.2.15 por el

coeficiente de 0, para el renglédn que contiene a y», y después se le sumara

algebraicamente al renglon de y: de la tabla 2.2.2.15, y el renglon resultante se

anotara en la tabla 2.2.2.16. Por tanto, los valores de dichos renglones son los

siguientes.

Para yi:

57.14 1 0 1/7 0 0 -1/7  1/7
0 14.30 0 1 -5/7 -1 1 5/7  -5/17
57.1% I 0 177 0 0 -1/7 177

Se procede a vaciar la actualizacion del renglén que contienen a y; a la tabla

2.2.2.16, con lo que ésta queda actualizada asi:
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TABLA 2 0 TABLEAU 2

G 900 165 120 0 M 0 M
Segundo
Variables er término yi ye ys S | A S. A.
C: |la base (solucidn)
165 ye 14.30 0 1 -5/1 -1 1 5/17 -5/1
900 y: 57.14 1 0 1/7 0 0 -1/7 1/7
Z
C-Z;
Tabla 2.2.2.16

Obtenida la actualizacion de los renglones de la tabla 2.2.2.16, se procede a
determinar el valor del renglon Z;. Para el caso del modelo de programacion lineal

b, los valores son los siguientes:

Z, =(165)(0) +(900)(1) = 900
Zo=(165)(1)  +(900)(0) = 165
Zs = (165)(-5/7) + (900)(1/7) = 10.72
Zy=(165)(-1) +(900)(0) = -165
Zs;=(165)(1)  +(900)(0) = 900
Ze = (165)(5/7) + (900)(-1/7) =-10.72
Z7=(165)(-5/7) + (900)(1/7) = 10.72

El valor de Zuin Se obtiene asi:

ZmiN = (165)(14.30) + (900)(57.14) = 53,784

Los valores de Zj obtenidos se vacian en la tabla 2.2.2.16, la cual queda modificada

como a continuacién se muestra:
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TABLA 20 TABLEAU 2
G 900 165 120 0 M 0 M
Segundo
Variables ery  término v ye ys S A S. A.
Ce |la base (solucidn)
165 ye 14.30 0 1 -5/17 -1 1 5/7 -5/7
900 Y 57.14 1 0 1/7 0 0 -1/7 1/7
Z; 53,784 900 165 10.72 | -165 | 900 | -10.72 10.72
C-Z;
Tabla 2.2.2.16

Finalmente, para concluir la primera iteracion, se determinan los valores del renglon

(Cj — Z)) para luego verificar si se tiene la solucién 6ptima.

Los valores del renglon Cj —Z; se obtienen de manera directa de la tabla 2.2.2.16,

con lo cual la tabla 2.2.2.17 queda terminada de la siguiente forma.

TABLA 2 0o TABLEAU 2

Ci 900 165 120 0 M o M
Segundo
Variables er] término v ye ys S A, S. A.
C: |la base (solucidn)
165 y: 14.30 o 1 -5/1 -1 1 5/17 -5/17
900 y: 57.14 1 0 1/7 0 0 -1/7 1/7
Z; 53,784 900 165 10.72 | -165 900 -10.72 10.72
Ci-Z; 0 0] 109.28 165 | M -900 10.72 M -10.72
Tabla 2.2.2.17
Completada la tabla, se procede a la verificacion del renglon (C;j — Zj), y se nota que
la solucion obtenida en la segunda iteracién es 6ptima: cumple con la regla de
valores positivos o ceros.
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Paso 6

Se puede concluir para la resolucion al modelo de programacion lineal b del
planteamiento del problema definido por el modelo del problema 2.2.2.1 que se
necesitara costear 57.14 unidades de y1, las cuales generan un costo de $900.00
USD, y 14.30 de y2, que dan un costo de $165.00 USD, que en conjunto minimizan
el costo implicando un costo total de $53,784.00 USD. Este valor obtenido también

representa la maxima utilidad esperada, la cual fue obtenida del problema primario.

Por ultimo, con la obtencién del problema dual y su resolucion llevada a cabo en el
ejemplo anterior se puede deducir que el valor 6ptimo de la funcién objetivo de un
problema primario es igual en magnitud al valor 6ptimo de la funcion objetivo del
problema dual, que fue de $53,784.00 USD.

2.2.3. Mediante el uso de computadora

Uno de los elementos fundamentales en la actualidad que ha ayudado al
crecimiento de la investigacion de operaciones es la computadora. Sin ésta, la
investigacion de operaciones estaria muy restringida en cuanto al uso de todas sus
aplicaciones. Por ejemplo, al traducir un problema a un modelo matematico, hay
qgue resolverlo con métodos de programacion lineal, a veces muy laboriosos y
complejos. Y con la computadora se reduce en gran medida la complejidad
matematica del modelo, asi como la carga de los célculos implicitos al emplear

diferentes métodos de solucion.

Hoy dia, se han desarrollado distintos paquetes o programas informaticos que
facilitan el trabajo a los analistas para emplear los métodos de solucion vistos a lo
largo de esta unidad. Entre los mas utilizados, se encuentran Manager, Solver,

Lindo, Tora, Derive y Matlab.
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Todos estos programas o softwares tienen una gama de versiones o linea de
productos disefiados y desarrollados para diferentes necesidades de acuerdo con

el nivel requerido por parte de los usuarios.

2.3. Modelo de transporte

El modelo de transporte es de tipo cuantitativo y se fundamenta en la resolucion de
problemas relacionados con el término de distancias, que en conjunto son
establecidos previamente a través de distintos itinerarios posibles. El propésito es

hallar la ruta 6ptima para resolver el objetivo.

Cada una de las distancias que conforman ese conjunto de itinerarios posibles son
definidas o determinadas a través de un itinerario previamente establecido entre un
punto de origen denominado fuente y uno llamado destino. Asi, el problema de
transporte tiene relacion con la seleccion de rutas previamente establecidas entre
las plantas de fabricacion y las bodegas de distribucion, o entre las bodegas de
distribucion de una region y los puntos de distribucién locales. En consecuencia,
cuando la gerencia aplica el método de transporte su intencion es dar con la ruta de
distribucién que optimizard ese objetivo. Y esta ruta de distribucion, en forma
cuantitativa, puede ser referida a las siguientes atribuciones:

e Minimizacion del costo total de transporte.
e Maximizacion de utilidades.

e Maximizacion del tiempo total involucrado.
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Por otra parte, este método fue disefiado por primera vez como un algoritmo de
caracter propio, cuya tarea principal fue encontrar el programa de costo minimo
consistente en la distribucion de unidades homogéneas de un producto, el cual se
derivaba desde varios puntos de abastecimiento a varios puntos de consumo, 0 sea,
de varias fuentes a varios destinos. Por ejemplo, si un fabricante posee 6 plantas y
24 bodegas, ubicadas en distintas situaciones geograficas durante un periodo
especifico, entonces cada origen tiene una capacidad determinada y cada destino
un requerimiento determinado. Asi, también se conocen los costos unitarios que se
generan al embarcar el producto de cada fuente con rumbo final a cada destino,
cuyo objetivo serd programar los embarques de las fuentes a los destinos, para

lograr que se minimice el costo total del transporte de estos productos.

A partir del ejemplo anterior, se puede concluir que el método de transporte es un
muy socorrido por los diferentes analistas, tanto de administracion como de
finanzas, para la resolucién de todo estudio técnico propuesto para la formulacién y
evaluacion de proyectos de inversion, consistente en la determinacion de la

localizacion de la planta o macrolocalizacion.

De la misma forma como se tratd6 el método simplex, ahora se analizara el de
transporte, mediante un ejemplo, donde se daran todos los pasos que ordena este

algoritmo.

Problema 2.3.1

La Junta Local de Caminos del Estado de Hidalgo ha recibido un contrato para
abastecer de grava a tres nuevas carreteras proyectadas en las ciudades de Apan,

Tizayuca e Ixmiquilpan.
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Los ingenieros de la obras han calculado asi las cantidades de grava necesarias en

los tres proyectos de construccién para estas carreteras®.

PROYECTO UBICACION REQUERIMIENTO
1 APAN 76
2 TIZAYUCA 106
3 IXMIQUILPAN 45
TOTAL 227

Ademas, la Junta Local de Caminos del Estado de Hidalgo tiene tres plantas de
grava localizadas en los municipios de Pachuca, Tula y Tulancingo. La grava
requerida para los tres proyectos de construccion se puede abastecer de esas tres
plantas; y el despachador en eje ha calculado las cantidades de grava que seran

abastecidas por cada de estas plantas.

PLANTA UBICACION REQUERIMIENTO
A PACHUCA 60
B TULA 86
C TULANCINGO 81
TOTAL 227

De igual forma, la Junta Local de Caminos del Estado de Hidalgo ha calculado los
costos de entrega de cada una de las plantas segun cada localizacién del proyecto.
Por tanto, los costos de entrega por carga de caminos entre cada una de las plantas

y cada una de las localizaciones varian directamente con la cantidad distribuida:

6 Ejemplo tomado de Arturo Camacho Quiroz, Principios de investigacion de operaciones, México:
Editorial ECAFSA, 1997, pp. 145-160.
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DE A PROYECTO 1 PROYECTO 2 PROYECTO 3
PLANTA A $4 $8 $8
PLANTA B $16 $24 $16
PLANTAC $8 $16 $24

Con base en la informacién proporcionada por la Junta Local de Caminos del Estado
de Hidalgo, se quiere determinar la ruta 6ptima que se debera seguir a fin de

minimizar el costo total para poder llevar a cabo los tres proyectos de construccion.
Solucién

Para resolver este problema, lo primero que debera realizar la Junta Local de
Caminos del Estado de Hidalgo es una esquematizacion en donde se establezcan
las fuentes y destinos, y finalmente se marquen los costos de entrega por carga (los

cuales varian directamente con la cantidad distribuida).

Esta informacién se puede esquematizar de la siguiente manera:
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PLANTAS PROYECTOS
FUENTES DESTINO
“PACHUCA” 4 “APAN”
PLANTA A PROYECTO 1
60 CARROS 76 C.R
DISPONIBLES
“TULA” . .
PLANTA B TIZAYUCA
86 CARROS “PROYECTO ¢2”
DISPONIBLES 106 C.R
“TULANCINGO” « .
PLANTA C I)“(MIQUILPA”N
81 CARROS IXMIQUILPAN
DISPONIBLES 45 C.R

Figura 2.3.1

Definido el esquema anterior, se procede a colocar su informaciéon mediante el

establecimiento de una matriz o tabla de transporte, mostrada en la matriz 2.3.1,
como sigue:

MATRIZ DE TRANSPORTE

PROYECTO 1 PROYECTO 2 PROYECTO 3 CAPACIDAD
DE/A APAN TIZAYUCA IXMIQUILPAN PLANTA
PLANTA A 4 8 8 60
PACHUCA
PLANTA B 16 24 16 86
TULA
PLANTA C 8 16 24 81
TULANCINGO
REQUERIMIENTOS 76 106 45 2271227
Matriz 2.3.1
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Ahora se procede a establecer una solucion inicial mediante uno de los dos métodos

mas utilizados, el de la esquina del noroeste (el otro es el del costo minimo).

El método de la esquina del noroeste, como su nombre lo indica, consiste en ir
rellenando desde la parte del noroeste de la matriz de transporte las cantidades
correspondientes de acuerdo con lo que disponen las fuentes para poder cumplir
con las necesidades de los destinos. Asi, para el ejemplo que analizamos, la

solucion inicial aplicando este método queda como se muestra en la siguiente

matriz:
MATRIZ DE TRANSPORTE
PROYECTO 1 PROYECTO 2 PROYECTO 3 CAPACIDAD
DE/A APAN TIZAYUCA IXMIQUILPAN PLANTA
PLANTA A 4 8 8 60
PACHUCA 60
PLANTA B 16 16 70 24 16 86
TULA (76-60) (86-16)
PLANTAC 8 36 16 45 24 81
TULANCINGO (106-7oy (81-367
REQUERIMIENTOS 76 106 45 2271227

Matriz 2.3.2

Después, se procede a obtener el valor del costo total de la suma de cada uno de
los productos de las celdas ocupadas. Cada producto se conoce al multiplicar la
cantidad de carga-requerimiento utilizada por el costo unitario que cuesta enviar
dicha carga-requerimiento, sumando cada uno de los productos consistente en
multiplicar el valor de las cargas-requerimientos por cada uno de los costos

unitarios.

Para este caso, el valor del costo total de la solucién inicial se alcanza asi:
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Costo Total = (60 x 4) + (16 x 16) + (70 x 24) + (36 x 16) + (45 x 24)

Costo Total = 240 + 256 + 1680 + 576 + 1080

Costo total = 3,832

Luego se procede a comprobar el numero de casilleros ocupados, utilizando la Ec.
2.3.1, como sigue:

Numero de casilleros ocupados=n+m -1 Ec.2.3.1

Entonces, como la matriz es de orden “m x n”, es decir, “m renglones” por “n

columnas”, en donde m =3 y n = 3, sustituyendo, se tiene:

NuUmero de casilleros ocupados=3 + 3 -1 = 5

Como se puede observar, el resultado obtenido en la matriz 2.3.1 indica el nimero
de celdas ocupadas por la solucion inicial, que para el caso del ejemplo resultd

cinco.

Sila Ec. 2.3.1 hubiera dado un resultado diferente al nimero de celdillas ocupadas,
significaria que esa posible solucién no es factible. Como en este ejemplo se
advierte que la solucién obtenida si cumple con las caracteristicas de una solucién

inicial, ahora se procede a probar si es factible.

Después de haber obtenido la solucién inicial, la siguiente accion es determinar si
es la mejor, o sea, representa la solucion de costo minimo. Este procedimiento de
evaluacion implica examinar cada celdilla de las que quedaron vacias para valorar

si es mas deseable cambiar el embarque a uno de ellos. Esta evaluacion, por tanto,
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tiene como propdsito determinar si existe un mejor programa de embarques de las
fuentes a los destinos; en el caso del ejemplo de las plantas a los proyectos, la
solucion inicial fue de costo minimo. Para llevar a cabo esta actividad se dan los

siguientes pasos:

a. Construir una tabla o matriz que represente las asignaciones alternas de la

fuente a destino.

b. Colocar los costos de embarque, es decir, los unitarios, denominados costos

de puntos de apoyo. Se asignan con la letra c.

Estos pasos se pueden esquematizar en la siguiente matriz:

ELEMENTOS DE MARGEN
DERECHO (M.D.) = a

4
16 24
16 24
—

ELEMENTOS DE MARGEN INFERIOR (M.I.)=b

Matriz 2.3.3

c. Luego, se seleccionara el menor de los costos unitarios anotados. Si existen
dos 0 mas costos iguales, se elegira el que se desee, siempre y cuando se
anote entre paréntesis dicho valor en el renglon que mas celdillas tenga

ocupadas.

d. Se obtienen los valores de los margenes derecho (M. D. = a) e inferior (M. I.
= b) y los demas costos unitarios (costo unitario = c¢), a través de las

relaciones mostradas en las Ecs. 2.3.2, 2.3.3y 2.3.4:

. 152 de 419
Sexto semestre



it p
l'aj%- Informatica

c=a+b Ec.2.3.2
a=c-b Ec. 2.3.3
b=c- a Ec.2.3.4

Los incisos ¢ y d se pueden apreciar en la matriz 2.3.4, como sigue. Primero se
obtienen los valores de los margenes inferiores (M. 1) y derecho (M. D.), ya

determinados en la matriz 2.3.4, como sigue:

M.D.=a
4¢ _8
16 24¢ 4)
16°¢ 24¢ -4
M.I.=b 12 20 28
Matriz 2.3.4

Los valores de los margenes inferior (M. I.) y derecho (M. D.) fueron calculados

aplicando las Ecs. 2.3.3 y 2.3.4 de la siguiente manera:

b=c-a=16—-4=12
b=c—a=24 -4=20
a=c—b=4-12=-8
b=c—a=16—-20=-4
b=c—a=24-(-4)=28

Después, ubicados los valores del margen inferior (M. 1.) y del derecho (M. D.), ya
determinados en la matriz 2.3.4, se procede a encontrar los valores de los costos
de apoyo; es decir, de las celdillas vacias, que no fueron ocupadas por la soluciéon

inicial. Estos valores se muestran en la matriz 2.3.5:

M.D.=a
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4 12 20 _8
16 24¢ 32 4)
8 16° 24¢ -4
M.I.=b 12 20 28
Matriz 2.3.5

Los valores de los costos de apoyo (c) fueron calculados aplicando la Ec. 2.3.2, del

siguiente modo:

c=a+b=12+ (—4)=38
c=a+b=20+(-8)=12
c= a+b=28+(-8) =20

c=a+b=28+4=32
En tercer lugar, se procede a determinar los valores de los costos minimos: a los
valores de la matriz 2.3.5 —costos modificados— se le restan los valores de la matriz
2.3.2 —costos originales—, cuyos valores se muestran en la matriz 2.3.6, de la

siguiente forma:

Costos Modificados Costos Originales Costos Minimos
4 12 | 20 4 8 8 0 4 12
16 | 24 | 32 - 16 | 24| 16 | = 0 0 16
8 16 | 24 8 16 | 24 0 0 0
Matriz 2.3.6

Determinados los valores de los costos minimos, se procede a evaluarlos para
verificar si cumplen con la siguiente regla: cuando se ha hecho el anélisis de
obtencion de los costos minimos de una solucion inicial, si los resultados de estos
costos dan ceros y valores negativos, entonces, la solucién es 6ptima; en caso
contrario, se procede a realizar una nueva iteracién a fin de encontrar una nueva
solucion que sea factible.
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Como se puede advertir, esta regla no se cumple en el ejemplo, ya que dieron
valores positivos y ceros; sera necesario hacer una primera iteracion, que conste en

lo siguiente.

Calculados los valores de las diferencias, se escogera el mayor valor positivo de la

diagonal, el cual indica que el costo total disminuira si entra en la solucion factible.

Por tanto, se asigna una cantidad (*) en la celdilla correspondiente de la matriz 2.3.2
inicial y se le resta y suma en forma alternada de cada renglon y cada columna

involucrada hasta lograr que permanezcan invariables.

En el caso del ejemplo, se distingue que el mayor valor resultante de la matriz 2.3.6
fue 16; entonces, se toma como referencia la celdilla donde esta ubicado dicho
valor; y enseguida se regresa a la matriz 2.3.2 para poder buscar la nueva solucion

factible.

Asi, a la matriz 2.3.2 se le hicieron las modificaciones que se pueden observar en

la matriz 2.3.7, como sigue:

MATRIZ DE TRANSPORTE

Sexto semestre

PROYECTO 1 | PROYECTO 2 | PROYECTO 3 CAPACIDAD
DE/A APAN TIZAYUCA IXMIQUILPAN PLANTA
PLANTA A 4 8 8 60
PACHUCA 60
PLANTA B 16 16 24 16 86
TULA (76-60) 70-(*) (*)
PLANTA C 8 16 24 81
TULANCINGO 36+ (*) 45 —-(*)
REQUERIMIENTOS 76 106 45 2271227
Matriz 2.3.7
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De la matriz 2.3.7, se determina lo siguiente: si ( *) = 45, es porque es el valor mas
pequefio de los dos que se van a restar para poder encontrar la nueva solucion.
Luego, se tiene que la matriz 2.3.7 se modifica resultando la siguiente solucion

factible mostrada en la matriz 2.3.8:

MATRIZ DE TRANSPORTE

PROYECTO 1 | PROYECTO 2 | PROYECTO 3 CAPACIDAD
DE/A APAN TIZAYUCA IXMIQUILPAN PLANTA
PLANTA A 4 8 8 60
PACHUCA 60
PLANTA B (76-60 16 (70-1 24 16 86
TULA 16 25 45
PLANTA C 8 (36 + 16 24 81
TULANCINGO 81
REQUERIMIENTOS 76 106 45 2271227
Matriz 2.3.8

Después de haber obtenido la nueva solucion factible, se procede a encontrar el

valor de su costo total, de la siguiente manera:

Costo total = (60 x 4) + (16 x 16) + (25 x 24) + (81 x 16) + (45 x 16)

Costo total = 240 + 256 + 600 + 1296 + 720

Costo total = 3,112

Posteriormente, se procede a comprobar el nimero de casilleros ocupados por la

nueva solucion, utilizando nuevamente la Ec. 2.3.1, como sigue:
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Numero de casilleros ocupados=n+m -1 Ec.2.3.1

Entonces, como la matriz es de orden “m x n”, es decir, “m renglones” por “n

columnas”, en donde m =3 y n = 3, sustituyendo, se tiene:

Numero de casilleros ocupados=3 + 3 -1 = 5

Como se puede distinguir, el resultado obtenido en la matriz 2.3.8 indica el nUmero
de celdas ocupadas por la nueva solucién factible, que para el caso del ejemplo

resultdé ser nuevamente de cinco celdillas ocupadas.

Hecha la comprobacion del numero de celdas cubiertas por la nueva solucién
factible, se procede a realizar otra vez los pasos de los incisos a, b, c y d para

verificar si esta solucién es la minima.

a. Nuevamente se obtienen los valores del margen derecho (M. D. = a) y del
margen inferior (M. I. = b), y los demas costos unitarios (costo unitario = c) a
través de las Ecs. 2.3.2, 2.3.3 y 2.3.4. Por tanto, los valores del margen
inferior (M. I.) y del margen derecho (M. D.) se encuentran ya determinados

en la matriz 2.3.9 como sigue:

M.D.=a
40
16 24¢ 16 -8
16° (4)
- 4
M.I.=b 12 20 12

Matriz 2.3.9

Los valores del margen inferior (M. I.) y del margen derecho (M. D.) fueron

calculados aplicando las Ecs. 2.3.3 y 2.3.4, de la siguiente forma:
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b=c-a=16-4=12
b=c-a=24 -4=20
b=c-a=16 -4=12
a=c—b=4-12=-8

a=c—b=16—-20=-4

Ubicados los valores del margen inferior (M. 1.) y del margen derecho (M. D.), ya
determinados en la matriz 2.3.9, se procede a encontrar los valores de los costos
de apoyo, es decir, de las celdillas vacias que no fueron ocupadas por la solucién

inicial. Estos valores se muestran en la matriz 2.3.10 como sigue:

M.D.=a
4¢ 12 4
16 24¢ 16 -8
8 16° 8 4 )
- 4
M.I.=b 12 20 12
Matriz 2.3.10

Los valores de los costos de apoyo (c) fueron calculados aplicando la Ec. 2.3.2 de

la siguiente forma:

c=a-+b=12+ (—4)=38
c=a+b=20+(-8)=12
c=at+tb=12+(-8) =4
c=at+b=12+(-4)=38
Luego, se procede a determinar los valores de los costos minimos: a los valores de

la matriz 2.3.10 —costos modificados— se le restan los de la matriz 2.3.8 —costos

originales—, cuyos valores se muestran en la matriz 2.3.11, de la siguiente manera:
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Costos Modificados Costos Originales Costos Minimos
4 | 121 4 4 | 8 8 0 4 | 4
16|24 ]116] -1]1W6]24]1W6]=1]020 0 0
8 | 16| 8 8 | 16| 24 0 0| -16

Matriz 2.3.11

Fijados los valores de los costos minimos, se procede a evaluarlos para verificar si
cumplen con la siguiente regla: cuando se ha hecho el analisis de obtencion de los
costos minimos de la solucion factible correspondiente a la primera iteracion, si los
resultados de estos costos dan ceros y valores negativos, la solucién es 6ptima; en
caso contrario, se procede a realizar una nueva iteracion, a fin de encontrar una

nueva solucién que sea factible.

Como se puede notar, esta regla no se cumple en el ejemplo: se dieron valores
positivos y negativos, y ceros; por tanto, es necesario hacer una segunda iteracion,
gue consiste en lo siguiente: una vez calculados los valores de las diferencias, se
debera escoger el mayor valor positivo de la diagonal, el cual indica que el costo
total disminuird si entra en la solucion factible. Por tanto, se asigna una cantidad (*)
en la celdilla correspondiente de la matriz 2.3.11 inicial y se le resta y suma en forma
alternada de cada renglébn y cada columna involucrada hasta lograr que

permanezcan invariables.

En el caso del ejemplo, se nota que de la matriz 2.3.11 el mayor valor resultante fue
4; en consecuencia, se toma como referencia a la celdilla donde esta ubicado dicho
valor, e inmediatamente se regresa a la matriz 2.3.2 para buscar la nueva solucién
factible. Una vez analizada la primera iteracion, este valor de 4 es el Unico valor
positivo que quedd, por eso resultd ser el mayor. Asimismo, se le hicieron las
siguientes modificaciones a la matriz 2.3.2, como se puede distinguir en la matriz
2.3.12:

B 159 de 419
Sexto semestre



M -

'h%"'??u Informatica
;) N.,-'pl“;l‘

2\ufA  SUAYED

MATRIZ DE TRANSPORTE
PROYECTO 1 | PROYECTO 2 | PROYECTO 3 CAPACIDAD
DE/A APAN TIZAYUCA IXMIQUILPAN PLANTA
PLANTA A 4 8 8 60
PACHUCA 60 -(%*) (*)
PLANTA B 16 24 16 86
TULA 16 +(*) 25— (*) 45
PLANTA C 3 16 24 81
TULANCINGO 81
REQUERIMIENTOS 76 106 45 2271227
Matriz 2.3.12

De la matriz 2.3.12, se determina lo siguiente: si ( * ) = 25, se debe a que es el valor

mas pequefio de los dos que se van a restar para encontrar la nueva solucion.

Luego, la matriz 2.3.12 se modifica y resulta la siguiente solucién factible, mostrada

en la matriz 2.3.13:
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MATRIZ DE TRANSPORTE

PROYECTO 1 PROYECTO 2 PROYECTO 3 CAPACIDAD
DE/A APAN TIZAYUCA IXMIQUILPAN PLANTA
PLANTA A (60 -1 4 8 8 60
PACHUCA 35 25
PLANTA B (16+1 16 24 16 86
TULA 41 45
PLANTA C 8 16 24 81
TULANCINGO 81
REQUERIMIENTOS 76 106 45 2271227
Matriz 2.3.13

Después de hallar la nueva solucion factible, se procede a obtener el valor de su

costo total de la siguiente manera:

Costo total = (35x4) + (25 x 8) + (41 x 16) + (45 x 16) + (81 x 16)

Costo total = 140 + 200 + 656 + 720 + 1296

Costo total = 3,012

Posteriormente, se procede a comprobar el niumero de casilleros ocupados por la

nueva solucién, utilizando otra vez la Ec. 2.3.1:

Numero de casilleros ocupados=n+m -1 Ec.2.3.1

Entonces, como la matriz es de orden “m x n”, es decir, “m renglones” por “n

columnas”, en donde m = 3 y n = 3, sustituyendo, se tiene:

Numero de casilleros ocupados=3 + 3 -1 = 5
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Asi, el resultado obtenido en la matriz 2.3.13 indica el nimero de celdas ocupadas

por la nueva solucién factible, que para el caso del ejemplo resulté ser también de

cinco celdillas ocupadas.

Hecha la comprobacion del nimero de celdas ocupadas por la nueva solucion

factible, se procede a reiterar los pasos de los incisos a, b, c y d para poder verificar

si esta solucién es la minima.

b. Otra vez, se obtienen los valores del margen derecho (M. D. = a) y los del

inferior (M. I. = b), y los demas costos unitarios (costo unitario = c), a través

de las Ecs. 2.3.2, 2.3.3 y 2.3.4. Por tanto, los valores del margen inferior (M.

I.) y del derecho (M. D.) se encuentran determinados en la matriz 2.3.14 como

sigue:
M.D.=a
4 8 8
16 16 (4)
16° 0
M.L.=Db 12 16 12
Matriz 2.3.14

Los valores del margen inferior (M. 1.) y del derecho (M. D.) fueron calculados

aplicando las Ecs. 2.3.3 y 2.3.4 de la siguiente forma:

Sexto semestre

b=c-a=16—-4=12
b=c—-a=16 -4=12
a=c—-b=4-12=-8
b=c-a=8-(-8)=16

a=c—b=16-16=0
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Ubicados los valores del margen inferior (M. I.) y del derecho (M. D.), ya
determinados en la matriz 2.3.14, se procede a encontrar los de los costos
de apoyo, es decir, de las celdillas vacias que no fueron ocupadas por la

solucién inicial. Estos valores se muestran en la matriz 2.3.15 como sigue:

M.D.=a
4¢ 8 4
16 20 16 -8
12 16¢ 12 (4)
0
M.I.=b 12 16 12
Matriz 2.3.15

Los valores de los costos de apoyo (c) fueron calculados aplicando la Ec.

2.3.2, de la siguiente manera:

c=a+b=12+ (0)=12
c=a+b=16+4=20
c=a+b=12+(-8) =4
c=a+b=12+(0)=12
Después, se procede a determinar los valores de los costos minimos: a los
valores de la matriz 2.3.15 —costos modificados— se les restan los valores de

la matriz 2.3.13 —costos originales—, cuyos valores se muestran en la matriz

2.3.16:
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Costos Modificados Costos Originales Costos Minimos
4181 4 41 8] 8 010 4
1612|116 -|1W6|24]16]=101]-4]0
1211 12 8 | 16| 24 4 10 |-12

Matriz 2.3.16

Determinados los valores de los costos minimos, se procede a evaluarlos a fin de
verificar si cumplen con la siguiente regla: cuando se ha hecho el analisis de
obtencion de los costos minimos de la solucidn factible correspondiente a la primera
iteracion, si los resultados de estos costos dan ceros y valores negativos, la solucién
es optima; en caso contrario, se procede a realizar una nueva iteracién, a fin de

encontrar una nueva solucién que sea factible.

Esta regla no se cumple en el ejemplo: se obtuvieron valores positivos, negativos y
ceros. Por tanto, serad necesario hacer una tercera iteracion, como se describe a

continuacion.

Una vez calculados los valores de las diferencias, se debera escoger el mayor valor
positivo de la diagonal, el cual indica que el costo total disminuira si entra en la
solucién factible. Por tanto, se asigna una cantidad (*) en la celdilla correspondiente
de la matriz 2.3.16 inicial, y se le resta y suma de forma alternada en cada renglén

y cada columna involucrada hasta lograr que permanezcan invariables.

En el ejemplo, se distingue que de la matriz 2.3.16 el mayor valor resultante fue 4,
por tanto, se toma como referencia la celdilla donde esta ubicado dicho valor, e

inmediatamente se regresa a la matriz 2.3.2, para buscar la nueva solucion factible.

Analizada la segunda iteracion, el valor de 4 fue el Unico positivo que quedo, por

tanto, éste resulté ser el mayor.
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Como se puede notar, a la matriz 2.3.2 se le hicieron las siguientes modificaciones,

expresadas en la matriz 2.3.17, como sigue:

MATRIZ DE TRANSPORTE

PROYECTO 1 | PROYECTO 2 | PROYECTO 3 CAPACIDAD
DE/A APAN TIZAYUCA IXMIQUILPAN PLANTA
PLANTA A 4 8 8 60
PACHUCA 35-(%) 25+ (%)
PLANTA B 16 24 16 86
TULA 41 45
PLANTA C 8 16 24 81
TULANCINGO (*) 8l - (7
REQUERIMIENTOS 76 106 45 2271227
Matriz 2.3.17

De la matriz 2.3.17, se determina que si (*) = 35 es porgue es el valor mas pequefio

de los dos que se van a restar para encontrar la nueva solucion. Entonces, se tiene

que la matriz 2.3.17 se modifica y resulta la solucion factible en la matriz 2.3.18,

como sigue:
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MATRIZ DE TRANSPORTE

PROYECTO 1 PROYECTO 2 PROYECTO 3 CAPACIDAD
DE/A APAN TIZAYUCA IXMIQUILPAN PLANTA
PLANTA A 4 (25 + 8 8 60
PACHUCA 60
PLANTA B 16 24 16 86
TULA 41 45
PLANTA C 8 (81 - 16 24 81
TULANCINGO 35 46
REQUERIMIENTOS 76 106 45 2271227
Matriz 2.3.18

Después, se procede a obtener el valor del costo total:

Costo total = (60 x 8) + (41 x 16) + (45 x 16) + (35 x 8) + (46 x 16)

Costo total = 480 + 656 + 720 + 280 + 736

Costo total = 2,872

Luego, se comprueba el numero de casilleros ocupados por la nueva solucion,

utilizando nuevamente la Ec. 2.3.1, como sigue:

Numero de casilleros ocupados=n+m -1 Ec.2.3.1

Entonces, como la matriz es de orden “m x n”; es decir, “m renglones” por “n

columnas”, en donde m =3 y n = 3, sustituyendo, se tiene:

Numero de casilleros ocupados=3 + 3 -1 = 5
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El resultado obtenido en la matriz 2.3.13 indica el nimero de celdas ocupadas por

la nueva solucion factible: cinco.

Hecha la comprobacion del nimero de celdas ocupadas por la nueva solucion

factible, se reiteran los pasos de los incisos a, b, ¢ y d, para verificar si esta solucion

representa ser la minima.

c. Otra vez, se obtienen los valores de los margenes derecho (M. D. = a) e
inferior (M. 1. = b), y los demas costos unitarios (Costo Unitario = c), a traves
de las Ecs. 2.3.2, 2.3.3 y 2.3.4. Por tanto, los valores del margen inferior (M.
I.) y derecho (M. D.) ya se encuentran determinados en la matriz 2.3.19, como

sigue:

M.D.=a

-8
16 16 (8 )
8 16° 0

M.I.=b 8 16 8
Matriz 2.3.19

Los valores de los margenes inferior (M. I.) y derecho (M. D.) fueron

calculados aplicando las Ecs. 2.3.3 y 2.3.4, de la siguiente forma:

b=c—-a=16-8=8
b=c—-a=16 -8=8
a=c-b=8-8=0
b=c-a=16-0=16

a=c—b=8-16=-8
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Luego, se procede a determinar los valores de los costos de apoyo, o0 sea,
de las celdillas vacias que no fueron ocupadas por la solucién inicial. Estos

valores se muestran en la matriz 2.3.20, como sigue:

M.D.=a
(0) 8 (0]
16 24 16 -8
8 16° 8 8)
(0]
M.I.=b 8 16 8
Matriz 2.3.20

Los valores de los costos de apoyo (c) fueron calculados aplicando la Ec.

2.3.2, de la siguiente forma:

c=a+b=8+(-8)=0
c=a+b=8+ (-8)=0
c=a+b=16+8=24
c=a+b=8+(0)=8
Después, se procede a determinar los valores de los costos minimos: a los
valores de la matriz 2.3.20 —costos modificados—, se les restan los de la

matriz 2.3.18 —costos originales—, cuyos valores se muestran en la matriz
2.3.21:

Costos Modificados Costos Originales Costos Minimos
0 8 0 4 8 8 -4 0 -8
16 | 24 | 16 - 16 | 24|16 = 0 0 0
8 16 | 8 8 | 16| 24 0 0 | -16

Matriz 2.3.21
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Encontrados los valores de los costos minimos, se procede a evaluarlos para
verificar si cumplen con la siguiente regla: cuando se ha hecho el andlisis de
obtencién de los costos minimos de la solucion factible correspondiente a la
tercera iteracion, si los resultados de estos costos dan ceros y valores
negativos, la solucién es 6ptima; en caso contrario, se procede a realizar una

nueva iteracion, a fin de encontrar una nueva solucion que sea factible.

Esta regla se cumple en el ejemplo: dieron valores negativos y ceros. No sera

necesario hacer una cuarta iteracion.

En consecuencia, para el ejemplo analizado se pueden establecer las siguientes

conclusiones con respecto a la solucion factible determinada.

La Junta Local de Caminos del Estado de Hidalgo tendra que seguir
este itinerario. Enviara 60 cargas de la Planta A de Pachuca con
destino al Proyecto 2 con sede en Tizayuca a un costo unitario de 8
unidades monetarias. Posteriormente, tendra que enviar 41 cargas
de la Planta B de Tula con destino al Proyecto 1 con sede en Apan a
un costo unitario de 16 unidades monetarias. Después, remitira 45
cargas de la Planta B de Tula con destino al Proyecto 3 con sede en
Ixmiquilpan, a un costo unitario de 16 unidades monetarias.
Inmediatamente después, mandara 35 cargas de la Planta C de
Tulancingo con destino al Proyecto 1 con sede en Apan, a un costo
unitario de 8 unidades monetarias. Finalmente, llevara 46 cargas de
la Planta C de Tulancingo con destino al Proyecto 2 con sede en
Tizayuca, a un costo unitario de 16 unidades monetarias. Todas estas
operaciones producen un costo total minimo de $2,872.00 unidades
monetarias.

Analizado el desarrollo y aplicacion del algoritmo correspondiente al modelo de

transporte en el ejemplo anterior, se resumen de manera general los pasos que
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contiene este algoritmo para poder obtener la soluciéon éptima minima dado un

problema determinado:

1.

Se procede a construir una tabla o matriz de transporte inicial, en donde se
muestre toda la informacion general que todo problema determinado

contiene para poder obtener su solucién éptima minima requerida.

Informacion que debe contener esta matriz de transporte inicial: nombres de
las fuentes y sus capacidades; nombres de los destinos, asi como los
requerimientos que necesitan, de tal forma que en un caso hipotético la suma
de todas capacidades contempladas sean iguales a todos los requerimientos
solicitados (aunque en la practica no siempre suele ser asi); y finalmente en
cada celdilla de la matriz, en la parte superior derecha, los costos unitarios
(cantidades que indican cuanto cuesta transportar cada unidad de carga

desde una fuente hasta un destino).

Contenida la informacién proporcionada por un problema determinado, se
plantea una solucién inicial, la cual se puede obtener aplicando algun

meétodo, como el de la esquina del noroeste o el del costo minimo.

Luego, se procede a valorar si la solucion inicial es 6ptima. Si no lo eso, se
procede a determinar una nueva solucién éptima, denominada factible, para

gue ésta pueda mejorarse. Para ello, se deben seguir estos pasos:
a. Para determinar si la solucion inicial es la mejor, se evalta. En dicha

verificacion, se analiza cada una de las celdillas vacias o no disponibles,

para valorar si alguna de ellas es mas deseable.
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b. El propdsito de realizar esta evaluacion es determinar si puede darse un
mejor programa de embarques desde las fuentes o plantas hacia los

destinos o proyectos, desarrollando los siguientes pasos.

- Armar la matriz de transporte donde se representen las asignaciones

alternas de una fuente hacia un destino.

- A esta matriz se le denomina de punto de apoyo, la cual se muestra en
la matriz 2.3.22:

4
16 24
16 24
«—
ELEMENTOS DE MARGEN INFERIOR (M. I.) ELEMENTOS DE MARGEN
DERECHO (M. D.)
Matriz 2.3.22

c. Después, se colocan los costos unitarios o de embarque, llamados de

apoyo.

d. De los costos anotados, se escogera el menor de ellos. Si existen dos o
mas, se seleccionara el que sea, anotando entre paréntesis dicho valor

en el renglon que tenga mas celdillas ocupadas.

e. Inmediatamente después, se determinan los valores del margen derecho
(M. D. =a) y los valores del margen inferior (M. I. = b) y los demas valores
de los costos no utilizados o que estan vacios (costo = c¢) de tal forma que

cumplan con la siguiente relacion: a + b = c.
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Se deberé seleccionar el valor mayor positivo de la diagonal, ya que éste
indica que el costo total ird disminuyendo si entra en la solucion factible.
Entonces, se asigna una cantidad ( * ) en la celdilla correspondiente de la
tabla o matriz inicial, y después se le resta y suma en forma alternada de
cada renglon y cada columna, hasta lograr que estas permanezcan

invariables.

Obtenida la evaluacion de la solucion factible, se analiza si cumple con la
siguiente regla: cuando se ha hecho el analisis de obtencion de los costos
minimos de una solucion inicial, si los resultados de estos costos dan
ceros y valores negativos, la solucion es Optima; en caso contrario, se
procede a realizar una nueva iteracion, a fin de encontrar una nueva

solucion que sea factible.

Por ultimo, si existen algunas situaciones en este método de transporte en donde la

oferta no sea igual a la demanda, para resolverlo, se debe agregar un renglén nulo

o columna nula, segun sea el caso, para que genere la situacion de equilibrio, y

después realizar todos los pasos ya explicados. Témese en cuenta que los costos

unitarios de este renglén nulo o columna nula deben ser de cero para cada una de

sus celdillas.
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2.4. Modelo de asignacion

Por lo regular, los problemas que se resuelven por el método de asignacion forman
parte de una sub-clase especifica de los problemas que se solucionan por el método

de transporte.

Para que un problema se pueda resolver aplicando el método de asignacion, su

particularidad radica en lo siguiente:

- La capacidad en cada fuente u origen y los requerimientos en cada destino
deberan ser iguales a 1. Significa que el problema trata de tomar la decision
de qué origen deberd asignar a cada destino (de aqui su nombre, de

asignacion).

- Los problemas de asignacion se pueden aplicar a distintas situaciones:
trabajadores a maquinas, equipos de trabajo a proyectos financieros,

agentes hipotecarios a fraccionamientos, etcétera.

Para una mejor comprension de coémo se aplica este método ante un problema
determinado, se expondra un ejemplo; y después se resumiran los pasos que

componen el algoritmo de este método.

Problema 2.4.1

Una compafiia dedicada al servicio de ambulancias tiene disponibles en un
momento determinado 4 ambulancias en diferentes lugares de la ciudad. Ademas,

existen 4 pacientes que requieren el servicio en diversos puntos de la ciudad.
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También se conocen los tiempos de traslado de cada ambulancia. Y los costos de

oportunidad de estos tiempos de traslado son los siguientes’:

"Paciente A""Paciente B" "Paciente C" "Paciente D"

"Ambulancia 1" 7 9 8 13
"Ambulancia 2" 16 16 15 11
"Ambulancia 3" 16 19 10 15
"Ambulancia 4" 16 17 14 16

La empresa quiere asignar las ambulancias de modo que logre minimizar el tiempo

total de traslado.

Solucioén

Para que la compairiia pueda resolver este problema, tendra que aplicar el método
de asignacion (también llamado hungaro), fundamentado en la utilizacién de una
matriz de costos de oportunidad que permitird obtener la asignacién éptima, a la

gue se llega mediante los siguientes pasos.

Paso 1

Se establecera un diagrama esquematico donde se representen las 4 ambulancias

y los 4 pacientes, a fin de establecer la relacién entre origenes y destinos. Estas

condiciones se representan en el diagrama esquematico 2.4.1:

7 Ejemplo tomado de Charles A. Gallagher y Hugh J. Watson, Métodos cuantitativos para la toma de
decisiones en administracion, México: McGraw-Hill, 1982, pp. 310-316.
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Diagrama esquemaético 2.4.1

Paso 2

Realizado el diagrama esquematico, se establece la matriz de los costos de
oportunidad que representan el tiempo de viaje de cada origen-destino, y se colocan
en el centro de cada celdilla, ya que no se escribird ningun dato mas en la misma,
pues no se requieren condiciones de frontera debido a que siempre seran igual a 1.
Esto implica que los renglones y columnas pueden intercambiarse de la misma
forma como se hace en el método de transporte. En este caso, la matriz de costos

de oportunidad se muestra en la matriz 2.4.1, como sigue:
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"Paciente A""Paciente B" "Paciente C" "Paciente D"
"Ambulancia 1" 7 9 8 13
"Ambulancia 2" 16 16 15 11
"Ambulancia 3" 16 19 10 15
"Ambulancia 4" 16 17 14 16
Matriz 2.4.1

Paso 3

De la matriz 2.4.1 de los costos de oportunidad, ahora se procede a llevar a cabo el
método de asignacion, el cual busca minimizar el costo de oportunidad, por tanto,
no usa las celdillas menos costosas. Se procede entonces a desarrollar la reduccién
por renglén de los costos de oportunidad para cada celdilla: el costo mas bajo en
cada renglon se resta de cada celdilla de ese renglon. Este proceso se plantea en

la matriz 2.4.2:

"Paciente A" "Paciente B" "Paciente C" "Paciente D"
“"Ambulancial"| (7 -7) 9 -7) (8 -7) (13 -7)
"Ambulancia2"| (16 -11) | (16 -11) | (15 -11) | (11 -11)
"Ambulancia3"| (16 -10) | (19 -10) | (10 -10) | (15 -10)
"Ambulanciad"| (16 -14) | (17 -14) | (14 -14) | (16 -14)
Matriz 2.4.2

Paso 4

De la reduccion por renglon de la matriz 2.4.2, se obtuvieron los resultados
siguientes de cada una de las celdillas para cada uno de los renglones

correspondientes, como se muestra en la matriz 2.4.3:
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Matriz 2.4.3

Paso 5

De la matriz 2.4.3, se procede a realizar una reduccién por columna, donde a cada
una de ellas se le resta el costo mas bajo a cada una de sus celdillas, como se nota

en la matriz 2.4.4:

Matriz 2.4.4

Paso 6

De la reduccion por columna, de la matriz 2.4.4, se obtuvieron los resultados
siguientes de cada una de las celdillas para cada columna correspondiente. Esto se

puede apreciar en la matriz 2.4.5:
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"Paciente A" "Paciente B" "Paciente C" "Paciente D"

"Ambulancia 1" 0 0 1 6
"Ambulancia 2" 5 3 4 0
"Ambulancia 3" 6 7 0 5
"Ambulancia 4" 2 1 0 2

Matriz 2.4.5

Paso 7

Se procede a realizar la verificacion de “optimalidad”, en donde se examina la matriz
de costos de oportunidad para comprobar si se puede realizar una asignacion

optima.

Téngase en cuenta que una asignacion 6ptima emplea solamente celdillas con
costo cero. Para el caso del ejemplo, esta prueba se lleva a cabo con la regla del
minimo numero de lineas. A partir de ésta, se encontrard el minimo namero de
lineas requerido para cubrir todos los ceros de la matriz (no se permiten lineas
diagonales). Si se analizan los resultados de la matriz 2.4.5, se necesitaron tres
lineas. Entonces, para el ejemplo planteado esta regla no se cumple: la solucién no
es optima, pues el minimo namero de lineas debe ser igual al de renglones o
columnas.

Cabe mencionar que el renglén seleccionado de la matriz 2.4.5 es el primero, dado
gue éste contiene mas ceros y los demas solamente uno. En cuanto a las columnas,
dos de ellas —la tercera y cuarta— contienen dos ceros, por tanto, son las tres lineas

elegidas. Con estas especificaciones, la matriz 2.4.5 queda de la siguiente forma:
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"Paciente A""Paciente B" "Paciente C" "Paciente D"
"Ambulancia 1" | & ' e ' E ' e
"Ambulancia 2" 5 3 4 0
"Ambulancia 3" 6 7 0 5
"Ambulancia 4" 2 1 0 2
Matriz 2.4.5

Las modificaciones de la matriz anterior, indican lo siguiente:

- Para que se cumpliera con la regla del minimo nimero de lineas en el caso
del ejemplo, falté seleccionar un renglén o columna y que hubiera tenido dos
ceros. Asi se habria encontrado la solucion 6ptima; lo cual no ocurrio.

- El renglén y las columnas marcados con una linea verde se denominan
marcados o seleccionados, en consecuencia, sus celdillas se encuentran

ocupadas. El resto de las celdillas no estan ocupadas.

Paso 8

Como no se obtuvo la solucién éptima, se realiza el proceso de revision: encontrar
el costo de oportunidad mas bajo que existe de las celdillas de los renglones que no
tuvieron ceros, 0 que no estan ocupadas, y es 1. Entonces, este valor se resta en
las celdillas no ocupadas y se suma en la interseccién renglén-columna (que son
las celdillas del renglén que fueron ocupadas). Esto se puede notar en la matriz
2.4.6:
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Matriz 2.4.6

En este caso se consideraron los renglones, pues fue lo que falté para poder cumplir

con la regla del minimo namero de lineas.

Paso 9

Los resultados de la matriz revisada se muestran en la matriz 2.4.7:

Matriz 2.4.7

En la matriz anterior se puede observar que en cada uno de los renglones al menos
ya existe un cero, y en las columnas también hay al menos una celdilla con cero.
Se procede entonces a la prueba de “optimalidad”: seleccionar las celdillas que
contienen ceros pero en forma combinada, tanto para los renglones como para las

columnas que formen parte de la solucién optima.
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Al aplicar esta prueba al ejemplo que analizamos, las celdillas que contienen ceros,
seleccionadas en forma combinada renglén-columna (es decir, los lugares que no
se encuentran ubicados en el mismo renglén o en la misma columna), son 1A, 4B,
3Cy2D.

Paso 10
Al realizar la prueba de “optimalidad”, se advierte que las celdillas seleccionadas y

situadas en forma combinada “renglén-columna”, que forman parte de la solucién

Optima, aparecen marcadas en color verde, ahora en la matriz 2.4.8:

Matriz 2.4.8

Paso 11

La asignacion queda de la forma como se muestra en la matriz 2.4.9:

Matriz 2.4.9
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A partir del ejemplo analizado por el método de asignacion, se pueden establecer

las siguientes conclusiones.

Para minimizar el tiempo de traslado de sus 4 ambulancias disponibles para
los 4 pacientes, la compaiiia debera cubrir el siguiente itinerario.

La ambulancia A debera recoger al Paciente 1, el cual le genera un costo de
7 minutos por el tiempo de traslado; la B, al Paciente 4, con un costo de
traslado de 11 minutos; la C, al Paciente 3, con un costo de traslado de 10
minutos; y la D, al Paciente 2, con un costo de 17 minutos. En suma, este
itinerario le permite a la empresa minimizar los tiempos de traslado con un total
de 45 minutos.

Revisado el ejemplo anterior, se puede concluir que el algoritmo del método de

asignacion comprende los siguientes pasos:

1. Se elabora un diagrama esquematico en el cual se pueda visualizar el
problema en cuestion, con toda la informacién pertinente a los origenes con
respecto a los destinos.

2. Se desarrollan los costos de oportunidad para cada renglén y columna de la
matriz.

3. Se realiza la prueba de “optimalidad” aplicando la regla del minimo nimero de
lineas.

4. Sino es 6ptima, se selecciona la celdilla de menor costo que no esta cubierta
por una linea y se emplea para ajustar a la matriz.

5. Se reiteran los pasos 3 y 4 hasta hallar la solucion 6ptima.

En conclusién, el método de asignacion —empleado en forma cotidiana por las
empresas en distintas actividades profesionales de procesos y de servicios— es una
particularidad del método de transporte: aplica sus mismos conceptos, reglas y

principios, pero hace que los analistas tomen mejores decisiones.
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RESUMEN

Se analiz6 el concepto de programacion lineal y se trataron los siguientes métodos
de solucién de problemas de programacion lineal:

Gréfico

Dual-simplex

De transporte

De asignacién

La programaciéon lineal es un método de solucion de problemas previamente
definidos, en el cual una funcion objetivo debe de maximizarse o minimizarse segun
sea el caso, considerando una serie de restricciones que reducen el grado en el que
puede perseguirse lo que se pretende de la funcion objetivo, tomando en cuenta la
no negatividad de las variables de decision involucradas en las restricciones que lo
definen. Y es aprovechada para resolver problemas referentes a la asignaciéon de
recursos limitados. Por ello, su aparicién y desarrollo constituyen uno de los avances

mas importantes dentro del campo de las mateméaticas o métodos cuantitativos.

El nombre de programacion se explica porque se establecen una serie de pasos
l6gicos que permiten procesar diferentes problemas desde un mismo principio o
programa para obtener un resultado 6ptimo. Para maximizar, en forma candnica el

modelo de programacion lineal queda como se muestra a continuacion:
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Para resolver el modelo de programacion lineal, el método comunmente utilizado es

el algebraico, ya que éste puede simular cualquier problemética, y con base en

procesos matematicos, determinar los puntos 6ptimos para el andlisis en general.

En esta unidad, se abordaron los siguientes métodos de solucién de problemas de

programacion lineal:

1. Grafico. Por sus caracteristicas, esta limitado para dos variables, las cuales

se representan en un diagrama cartesiano, y de aqui se parte a través de

ensayo y error.

Su ventaja radica en la representacion de los diversos comportamientos que

se tengan mediante diagramas de areas e intersecciones de rectas que

ayudan a visualizar mejor el problema. Por consiguiente, con el soporte de la

programacion lineal, este método se reduce en complejidad.
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2. Dual-simplex. Se basa en desarrollar un algoritmo consistente en establecer

una solucion optima derivada de un problema de programacion lineal.

En el lenguaje matematico, se llama solucion aquello que resuelve un
problema dado. Pero en el caso de la programacion lineal, hay diferentes
tipos de soluciones a las cuales se les califica apropiadamente, con el

propésito de identificar las respuestas que se obtengan:

a) Factible. Solucién para la cual todas las restricciones son satisfechas.

b) No factible. Resuelve el modelo matemético, pero no el de programacion
lineal, es decir, no se cumple con algun requisito impuesto por las
restricciones.

c) Optima. Brinda el valor mas favorable para la funcion objetivo. Por valor
favorable u éptimo se debe entender el mas grande para maximizar o el
mas pequefio para minimizar, que se pueden encontrar al resolver el
modelo de programacion lineal. Asimismo, es regular que un modelo de
programacién lineal cuente con una sola solucién éptima, aunque
también puede ocurrir que se tengan muchas (esto sucede cuando la
funcién objetivo es paralela a la linea que define los vértices de solucién

optima para el modelo).

Por otra parte, existe un problema equivalente derivado del principal o
primario, denominado problema dual, que consiste en generar un
planteamiento del problema el cual se origina tomando como referencia al

planteamiento del problema principal.

Si el objetivo del problema principal es maximizar, su correspondiente
problema dual sera minimizar, y viceversa. Maximizar se refiere a las
utilidades o beneficios esperados por la empresa; y minimizar, a los costos

minimos deseados para mejorar la situacion financiera.
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Cuando el modelo matematico de un problema principal se empieza a
resolver en forma tabular aplicando el método simplex, se acomodan cada
uno de los coeficientes que forman parte del modelo en una matriz (un arreglo
conformado de renglones y columnas). Y cuando se pretende hallar el
problema dual correspondiente, se obtendra la matriz transpuesta, la cual se
genera de una matriz principal, en donde los renglones de la matriz original

se convierten en columnas en la matriz transpuesta.

Para poder plantear el problema dual correspondiente a un problema primario

dado, se debe considerar que

e el numero de variables del problema dual sea igual al nUmero de
restricciones del problema primario.

e el niumero de restricciones del problema dual sea igual al nUmero de
variables del problema primario.

e la funcion objetivo del problema dual se forme de los valores que
constituyen el segundo término del problema primario.

e los valores del segundo término del problema dual sean los
coeficientes de la funcién objetivo del problema primario.

e los coeficientes de los renglones de las restricciones del problema dual
sean los coeficientes de las columnas del problema primario.

e la direccion de las restricciones del problema dual sean contrarias a

las direcciones de las restricciones del problema primario.

La computadora es un elemento fundamental que ha permitido el desarrollo
de la investigacion de operaciones. En la actualidad, hay distintos programas
informaticos (software) que facilitan el trabajo a los analistas al aplicar los
meétodos de solucién revisados en esta unidad, Entre ellos, estan el Manager,

Solver, Lindo, Tora, Derive y Matlab.
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3. Método de transporte. Hoy dia, el problema del transporte se ha constituido
como el mas importante dentro de la programacion lineal. Consiste en surtir
una serie de puntos receptores que tienen establecida cierta demanda a
partir de puntos que abastecen, dada una determinada capacidad de
almacenamiento o produccion. El punto de abastecimiento o abastecedor 1
enviara al punto receptor 1 una cantidad establecida “x11” de cierto producto.
Ademas, del mismo abastecedor se mandara al receptor 2 una cantidad
“x12,”; por tanto, es axial, pues se establece que la variable “xi” representa la

cantidad surtida desde un punto de abasto i a un punto receptor |.

Cada punto de abastecimiento puede surtir a cada uno de los receptores, de

modo que se pueda en principio establecer “m x n” relaciones.

4. Método de asignacion. Para que un problema se solvente aplicando este
método, la capacidad en cada fuente u origen y los requerimientos en cada
destino, deberan seriguales a “1”. Ello implica que el problema trata de tomar

la decision de qué origen debera asignarse a cada destino.

Suelen emplearlo las empresas en distintas actividades profesionales de
procesos, de servicios principalmente. Aunque es una variante del método
de transporte —pues aplica sus mismos conceptos, reglas y principios—, lo
hace de modo més especifico, lo que permite a los analistas tomar mejores

decisiones.

. 187 de 419
Sexto semestre



£2I2 s
0 qf g
e 2V SUAJED

Informatica

BIBLIOGRAFIA

SUGERIDA
# Autor Capitulo Paginas
1 | Gallagher, Charles A. | 8. Programacion lineal: 199-238
y Watson, Hugh J. solucion
por el método simplex.
10. Programacion lineal:
los
métodos de transporte y 281-316
de
asignacion.
2 | Roscoe, Davis K.y 3. Programacion lineal: 63-115
McKeown, Patrick G. planteamiento de modelos
4. Método simplex.
5. Analisis de sensibilidad
y 129-170
Dualidad. 185-220
3 | Camacho Quiroz, 8. Método de transporte. 145-169
Arturo
. 188 de 419

Sexto semestre



i

i (lg) e
l'aj!‘!:..;- Informatica

3 1
2\fA  SUAYED

Bibliografia basica

1. Anderson R. David, Sweeney J. Dennis y Wiliams A. Thomas, Métodos
cuantitativos para los negocios, 9.2 ed., México: Thompson, 2004, 822 pp.

2. Camacho Quiroz, Arturo, Principios de investigacion de operaciones para
contaduria y administracion, México: Grupo ECAFSA, 1997, 304 pp.

3. Eppen, G. D. et al., Investigacion de operaciones en la ciencia administrativa,
5.2 ed., México: Prentice Hall, 2000, 755 pp.

4. Gallagher, Charles A. y Watson, Hugh J., Métodos cuantitativos para la toma
de decisiones en administracion, México: McGraw-Hill, 1982, 612 pp.

5. Hiller F. y Lieberman G. J., Introduccion a la investigacion de operaciones,
México: McGraw-Hill, 2002, 855 pp.

6. Roscoe, Davis K. y McKeown, Patrick G., Modelos cuantitativos para
administracion, 2.2 ed., México: Grupo Editorial Iberoamérica, 1994, 757 pp.

7. Taha A. Hamndy, Investigacion de operaciones, 5.2 ed., México: Alfa Omega,
2000, 960 pp.

8. Wayne L. Winston, Investigacion de operaciones. Aplicaciones y algoritmos,
México: Thompson, 2005, 1418 pp.

Bibliografia complementaria

1. Bueno A. G. de. Introduccion a la programacion lineal y al andlisis de
sensibilidad, México: Trillas 1990, 1889 pp.

2. Daellenback H., George J. y D. Menickle, Introduccion a técnicas de
investigacion de operaciones, México: CECSA, 1986, 771 pp.

B 189 de 419
Sexto semestre



Informatica

Sitios de internet

Sitio

Descripcion

http://www.investigacion-
operaciones.com/Metodos Solucion
PL.htm.

Métodos de solucion de programacion

lineal.

http://www.faces.ucv.ve/eac/materias/
5537/documentos/Introduccion%2010

-pdf.

Programacion lineal.

Sexto semestre

190 de 419


http://www.investigacion-operaciones.com/Metodos_Solucion_PL.htm
http://www.investigacion-operaciones.com/Metodos_Solucion_PL.htm
http://www.investigacion-operaciones.com/Metodos_Solucion_PL.htm
http://www.faces.ucv.ve/eac/materias/5537/documentos/Introduccion%20IO.pdf
http://www.faces.ucv.ve/eac/materias/5537/documentos/Introduccion%20IO.pdf
http://www.faces.ucv.ve/eac/materias/5537/documentos/Introduccion%20IO.pdf

are.
....

Licenciatura: Informatica

UNIDAD 3

Teoria de redes




wciatura: Informatica

OBJETIVO PARTICULAR

Al finalizar la unidad, el alumno identificard, aplicard y analizara el manejo de la
teoria de redes en las distintas &reas de la empresa, para encontrar el modelo de
actuacion optimo entre objetos discretos que le permita una correcta toma de
decisiones.

TEMARIO DETALLADO
(14 horas)

3. Teoria de redes

3.1. Conceptos

3.2. Problema del arbol de peso minimo
3.3. Problema de la ruta mas corta

3.4. Problema del flujo maximo

3.5. CPM (método de la ruta critica)
3.6. PERT/costo PERT/tiempo
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INTRODUCCION

Originada a partir de las ciencias de la computacion, las ciencias de las redes y la
teoria de grafos, la teoria de redes es una rama de la investigacion de operaciones
gue ha crecido de manera vertiginosa en el funcionamiento, desarrollo y crecimiento

de las empresas.

Sin la teoria de redes no se podrian resolver algunos problemas que enfrentan las

empresas.

e Disefio y sintesis de circuitos secuenciales.

e Disefio de contadores para diversas areas operativas y de servicios.

e Disefio de sistemas de apertura

e Aplicacion del dibujo computacional que se lleva a cabo en algunas areas de
la ingenieria.

e Modelacion y disefio de trayectos requeridos por algunas lineas de
autobuses urbanas, troncales y foraneas, que buscan obtener caminos
Optimos para el trayecto que quieran seguir de un corredor o ramal. En este
caso, pueden aplicarse “algoritmos” como el de Floyd.

e En la administracion de proyectos, se emplea con la técnica PERT/CPM,
método en el que se modelan los “problemas” que utilizan grafos y permiten

la optimizacion de los tiempos para concretarlos.

La teoria de redes también ha sido fundamental para realizar aplicaciones de
problemas en las ciencias sociales, especialmente para trabajar en un concepto no

metaforico denominado red social o redes sociales, que sustituye a los nodos por
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los actores sociales y, por consiguiente, verifica la posicidén, centralidad e

importancia de cada actor conectado en la red o redes.

Asi, este concepto permite cuantificar y abstraer una serie de relaciones complejas,
lo que quiere decir que la estructura social de la red o redes puede representarse
en forma grafica y/o esquematica. Ademas, se puede dar el caso de que en una red
se represente la estructura de poder dentro de una sociedad, y se identifiquen todos
sus vinculos o aristas, asi como su direccion e intensidad. Por consiguiente, permite

proporcionar una idea de la forma como se transmite el poder y a quiénes se dirige.

En algunas literaturas, la teoria de redes suele llamarse teoria de grafos o grafos,
debido a que este término significa “grafica” o “esquema”. Por ello, los grafos son
muy importantes en el estudio de cualquier disciplina. Por ejemplo, la biologia y el
habitat ecoldgico resuelven problemas diversos a través de la teoria de redes. En
estos casos, el vértice representa un habitat y las “aristas” o edges, los senderos de
los animales o migraciones. Con esta informacion, los cientificos entienden de
manera mas concisa como puede cambiar o afectar esto a las especies en su
héabitat.

En resumen, la teoria de redes trata de resolver problemas donde se deben analizar
situaciones en las cuales intervienen una serie de elementos tangibles e intangibles,
para hacerlos que funcionen, se desarrollen y crezcan. En consecuencia, es
imprescindible para que las empresas o0 grupos corporativos sean competentes y

tengan presencia en sus mercados respectivos.
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3.1. Conceptos?®

En esta unidad, se analiza la teoria de redes desde el enfoque profesional en el cual
se fundamenta, es decir, en una rama de la administracion conocida como

administracion de proyectos.

Gracias a la importancia de la teoria de redes en el campo de la investigacién de
operaciones, las empresas han podido tener muchos éxitos, pues han resuelto
problemas industriales y administrativos diversos que las aquejan dentro del entorno

en el que se desenvuelven:

Construccién de todo tipo de presas.

e Determinacion de la ruta de transporte mas econémica o corta entre dos
puntos.

e Disefio y construccion de un avion.

e Programacion 6ptima de una serie de actividades.

e Introduccion y comercializacion de un producto nuevo.

En primera instancia, hay que sefalar que red es el conjunto de nodos conectados
por una serie de arcos. Por tanto, puede considerarse que cualquier red se integra
de tres elementos: nodos, arcos Yy flujos de arcos, como se ilustra en la siguiente

figura:

8 Davis Roscoe K. y Patrick McKeown G., op. cit., pp. 288-290.
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“Figura 3.1.1”

En la imagen anterior, se observa que los circulos representan a los nodos y éstos
se encuentran unidos por una serie de arcos, dirigidos y no dirigidos. Los primeros
son aquellos sobre los cuales puede moverse el flujo en una sola direccion
especifica; y en los segundos, el flujo se puede mover en cualquier sentido sin

restriccion alguna.

En este caso, los arcos que ligan losnodos 1y 2,1y 3,2y 4, 3y 4 son dirigidos;

mientras que el arco que une los nodos 2 y 3 es no dirigido.

Normalmente, a los nodos se les asigna un nimero; por consiguiente, los arcos se
denotan por los nodos que éstos vinculan. Por ejemplo, el arco que une los nodos
2 y 4 se identificaria como 24.
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Finalmente, el flujo que circula de un nodo a otro a través de un arco es un factor

gue se desconoce en la red y se le denota como x; para el flujo entre los nodos i y

J-

El flujo de una red se puede constituir en una serie de diversos bienes 0 servicios.

Por ejemplo:

e Distribucion de gas natural en un gasoducto.

e La asignacion que las empresas realizan a la produccién a periodos.

El costo unitario del flujo para cada arco se denota cjj para los nodos iy |.

Ademas, en una red podran existir ciertas combinaciones de nodos y arcos con

propiedades especiales.

Otro concepto importante dentro de la teoria de redes es el de cadena: una sucesién
de nodos y arcos que conectan un nodo L a un nodo K. Lo que se puede notar en

la figura 3.1.2:
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“Cadena”

©

“Figura 3.1.2”

En la figura anterior se advierte que los nodos 1, 2, 3y 4, y los correspondientes

arcos de la figura 3.1.1, forman una cadena.

Ahora, cuando una cadena conecta a un nodo consigo mismo, se dice que es un

anillo, como lo muestra la figura 3.1.3:
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“Anillo”

“Figura 3.1.3”

En la figura anterior, hay una cadena que forma un anillo porque el nodo 1 se

conecta a si mismo a través de los nodos 2 y 3.

Por otro lado, en la teoria de redes también existe un concepto denominado arbol
abierto: un subconjunto de arcos de la red original que conecta todos los nodos,

pero que no contiene ningun circuito. Por ejemplo:

“Arbol Abierto”

“Figura 3.1.4”
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A partir de la figura 3.1.4, se puede concluir que un arbol abierto de una red es
especial, debido a que corresponde en forma general a una solucion basica para

las restricciones de la programacion lineal.

Otro concepto muy empleado en teoria de redes es el de actividades ficticias,
aguellas que forman parte de un proyecto final, que no han sido identificadas y
consumen un tiempo cero y un costo cero en recursos. Se representan con flechas

punteadas, como lo muestra la figura 3.1.5:

“Red’,

“Actividad Ficticia”
~

“Figura 3.1.5”

En esta unidad, se analizaran los siguientes casos de problemas:

Del arbol de peso minimo

e De la ruta més corta

e Del flujo méximo

e De CPM

e De PERT/costo y PERT/tiempo
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3.2. Problema del arbol

de peso minimo

El problema del arbol de peso minimo es conocido también como del &rbol
expandido minimo o &rbol de expansion minima. Representa una aplicacion muy
importante en la actualidad y consiste en lo siguiente: todos los nodos que
componen una red deberan conectarse entre ellos sin que éstos conformen un bucle
o loop. Por consiguiente, es un tipo comun de redes que permite resolver toda clase
de problemas, donde éstos tienen demasiada sobra y cualquier linea es muy
expansiva; o problemas donde el flujo circulante a lo largo de los arcos que unen
los nodos de la red es muy instantaneo. Por ejemplo, los problemas de sistemas de

transito pueden ser resueltos por el problema del arbol del peso minimo.

Para una mejor comprensién de como llevar a cabo el algoritmo que permite
resolver toda clase de problemas vinculados al problema del arbol del peso minimo,

se desarrollara el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.1

La Secretaria de Transportes y Vialidad (SETRAVI) del Gobierno del Distrito Federal
esté llevando a cabo una planificacion de la construccién de la linea 4 de la Red del
Sistema de Transporte Metrobus, que se unira a la red que tiene actualmente este
sistema. En este caso, los responsables del proyecto deberan considerar lo

siguiente.
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1. Las linea 4 de la Red del Sistema de Transporte Metrobus de la Ciudad de
México debera conectar 8 puntos importantes que comprenden centros

comerciales, de trabajo y turisticos.

2. Los responsables de la obra deberan entregar a SETRAVI del gobierno del
DF un conjunto de distintos servicios que ofrecera la linea 4 que conecten a

todos los centros, los cuales reflejaran un costo minimo.

3. Los responsables de la obra deberan establecer una red que permita la
existencia de una factibilidad econémica para que la linea 4 pueda ser

construida.

4. La SETRAVI del DF debera obtener el minimo costo posible de la linea 4 de

la Red del Sistema de Transporte Metrobus.

Analizadas las consideraciones, el objetivo de este proyecto consiste en que los
responsables de la obra deberan presentar la red factible minima que logre llevar a

cabo la construccion de la linea 4 de la Red del Sistema de Transporte Metrobus.

Solucién

Para que los responsables de la obra puedan entregar su planeacién, lo primero
gue deberan establecer es una red en la cual se encuentren conectados todos los
centros comerciales, de trabajo y turisticos, para establecer la ubicacion especifica

de cada uno de ellos.

Como se trata de un problema de redes, cada uno de los centros (comercial, trabajo
y turistico) se asignara a través de un nodo numerado. Asimismo, se ubicaran los
arcos que unen a cada uno de los nodos previamente identificados, y sobre los

arcos se colocaran los costos que cada uno de ellos generaria.
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Por tanto, cuando los responsables de la obra realizaron estas acciones por los
corredores posibles, encontraron que la red que permitira la construccion de la linea

4 de la Red del Sistema de Transporte Metrobls quedé compuesta como se

muestra la figura 3.2.1:

“Red de “Planeacion” para la "Construccion de la Linea 4"
del “Sistema de Transporte Metrobis” de la “Ciudad de

México™
“Zona”
Norre

S

“Zona™
Poniente
Trabajo

“Figura 3.2.1"

La figura anterior muestra como los responsables han definido el proyecto de
construccion de la linea 4 de la Red del Sistema de Transporte Metrobus. Luego,
se procederd a darle una solucién que permita resolver el problema del proyecto;
es decir, obtener el arbol de peso minimo que posibilite obtener el minimo costo de
la linea. Se puede hallar la solucién a partir de los siguientes algoritmos: de Dijkstra,

de Kruskal y de Prim, el mas flexible. Este ultimo es el que utilizaremos.

Para que el lector pueda comprender mejor como se resolvera este ejemplo, en
primera instancia, se explicara la manera como se lleva a cabo el procedimiento de
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la solucién del algoritmo de Prim. Luego, se dara solucion al ejemplo a través de

este procedimiento.

El algoritmo de Prim fue creado y desarrollado originalmente por el matemético
Vojtech Jarnik en 1930 y, posteriormente, por el cientifico computacional Robert C.
Prim, en 1957. Finalmente, fue redisefiado en 1959 por Dijkstra. Por ello se le
denomina también como algoritmo DJP, pues toma como referencia la primera letra

de los apellidos de cada uno de sus creadores.

Este algoritmo tiene como objetivo principal determinar el arbol de peso minimo, y
toma como base de funcionalidad la teoria de grafos. El arbol de peso minimo se

determinara, precisamente, con un grafo conexo.

En el grafo conexo, se establece la condicién de que para cada par de nodos, éstos
se encuentran conectados por un camino o direccion. Es decir, si dado un par de
nodos, 1y 2, entonces existir4 por lo menos un camino o direccion posible desde 2

hacia 1. Y este grafo a su vez es no dirigido.

Una vez que se ha establecido la posible existencia de un camino o direccion, se

procede a analizar la situacién de sus aristas, que deberan estar etiquetadas.

Lo anterior nos lleva a concluir que el algoritmo de Prim logra la obtencion de un
subconjunto de aristas, de modo que éstas formen un arbol con todos los vértices,
donde el peso de todas las aristas en el arbol sea el minimo posible. Pero si el grafo
no es conexo, el algoritmo obtendra un arbol recubridor minimo para uno de los
componentes conexos que forman parte de dicho grafo no conexo (éste es aquel

donde hay nodos que no pueden ser conectados a través de un camino o direccion).
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Explicado el procedimiento que lleva a cabo el algoritmo de Prim, ahora se
procedera a llevarlo a cabo para determinar la solucion al ejemplo 3.2.1,

desarrollando los siguientes pasos.
Paso 1

Se escoge el nodo con el que se iniciara la obtencion del arbol de peso minimo, y

se marca. En este caso, supéngase que sera el 1, como lo indica la figura 3.2.1.a:

“Red de “Planeacion” para la “Construccion de la Linea 4”°”
del “Sistema de Transporte Metrobus ” de la “Ciudad de
México”

“Zona”
Norte
Trabajo

,\Q “Centro”

“Zona” Comercial

“Zona”
Centro

Turistica
“Zona”

Oriente

“Centro”
Comercial

“Figura 3.2.1.a”

Paso 2

Se procede a analizar las aristas del nodo escogido, en este caso, el 1. De éste
salen tres aristas: (1, 2); (1, 3) y (1, 7). Y de ellas se escoge la de menor valor
incidente, (1, 3) = 6, y se marca, asi como el otro nodo en el que incide, el 3, como

lo presenta la siguiente figura:
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“Red de “Planeacion” para la “Construccion de las Linea 4°”
del “Sistema de Transporte Metrobus ” de la “Ciudad de

“Zona”
Norte
Trabajo

'\0
“Zona”
Poniente
Trabajo
“Zona”
Centro
Turistica

Paso 3

México”

Turistica

“Figura 3.2.1.b”

Se escoge la arista con un menor valor incidente, en un nodo marcado y en otro que

no lo esté. Para este caso, se tienen tres opciones: (1, 2); (3, 2) y (3, 7); por tanto,

la de menor valor incidente es (1, 2) = 10, y se marca. A su vez, se marca el nodo

no marcado, o sea, el 2, como se presenta en la figura 3.2.1.c:
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“Red de “Planeacion” para la “Construccion de las Linea 4””
del “Sistema de Transporte MetrobUs ” de la “Ciudad de
México”

“Zona”

Norte
Trabajo

'\Q “ i

“Zona” Turlstlca
Poniente
Trabajo

“Zona”
Centro
Turisti ca

“Zona”

Oriente

“Centro”
Comercial

“Figura 3.2.1.c”

Paso 4

Se selecciona la arista que tenga un menor valor incidente en un nodo marcado y

en otro que no lo esté. En este caso, se tienen cinco opciones: (2, 4); (3, 4); (3, 5);

(3, 6) y (3, 7). Por tanto, la de menor valor incidente es la (3, 4) = 13, y se marca.

Asi también se marca el nodo no marcado, el 4, de la siguiente manera:
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“Red de “Planeacion” para la “Construccion de las Linea 4
del “Sistema de Transporte Metrobls” de la “Ciudad de
México”

“Zona”
Norte
Trabajo

'\Q
“Zona” Turistica
Poniente
Trabajo
“Zona”
Centro
Turistica

“Figura 3.2.1.d”

Paso 5

Ahora se escoge la arista que tenga un menor valor incidente, en un nodo marcado

y en otro que no lo esté.

Se tienen cuatro opciones: (4, 5); (3, 5); (3, 6) y (3, 7). Luego, la de menor valor
incidente es (3, 5) = 15, y se marca. También se marca el nhodo no marcado, el 5,

como lo presenta la figura 3.2.1.e:
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“Red de “Planeacion” para la “Construccion de las Linea 4””
del “Sistema de Transporte Metrobus ” de la “Ciudad de
México”
“Zona”
Norte
Trabajo
)\Q
“Zona” Turistica
Poniente
Trabajo
“Zona”
Centro
Turistica
“Figura 3.2.1.e”
Paso 6

Se selecciona la arista con un menor valor incidente, en un nodo marcado y en otro
gue no lo esté. Se tienen, entonces, cuatro opciones: (5, 8); (5, 6); (3, 6) y (3, 7).
Luego, la de menor valor incidente es (5, 8) = 12, y se marca. De igual forma, se
marca el nodo no marcado, o sea, el 8, como lo expresa la figura 3.2.1.f:
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Paso 7
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Se escoge la arista que tenga un menor valor incidente, en un nodo marcado y otro

gue no lo esté. Se tienen cinco opciones: (3, 6); (3, 7); (5, 6); (8, 6) y (8, 7). Entonces,

la de menor valor incidente es (5, 6) = 13, y se marca. De igual manera, se marca

el nodo no marcado, es decir, el 6, como lo indica la figura 3.2.1.g:
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Se elige la arista con menor valor incidente, en un nodo marcado y en otro que no

lo esté. Se tienen dos opciones: (6, 7) y (8, 7). Entonces, la de menor valor incidente

es (8, 7) = 30, y se marca. De igual manera, se marca el nodo no marcado, o sea,

el 7, como lo muestra la figura 3.2.1.h:
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“Red de “Planeacion” para la “Construccion de las Linea 4””
del “Sistema de Transporte Metrobus” de la “Ciudad de
México”

“Zona”
Norte
Trabajo

N .
“Zona” Comercial Turistica
Poniente
Trabajo 73
“Zona”
Centro

Turistica
“Zona”

Oriente

“Figura 3.2.1.h”

Paso 9

A partir de las acciones de los pasos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7y 8, se observa que todos los
nodos han quedado marcados, asi como las aristas que tienen los menores valores
incidentes de cada uno de ellos. Por consiguiente, tanto los nodos como las aristas
marcados formaran la solucién del arbol de peso minimo buscado para el ejemplo
3.2.1, consistente en la construccion de la Linea 4 que formara parte de la Red del

Sistema de Transporte Metrobus. Asi lo expresa la figura 3.2.1.i:
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“Red de “Planeacion” para la “Construccion de las Linea 4””
del “Sistema de Transporte Metrobus ” de la “Ciudad de
Meéxico”

“Zona”

Norte
Trabajo

N “Centro” @ “Zona”
“Zona” Comercial Turistica
Poniente
Trabajo 73
6

“Zona”
Centro

Turistica
“Zona”

Oriente

“Centro”
Comercial

“Figura 3.2.1.i”

De la solucion obtenida para el ejemplo 3.2.1 del proyecto consistente en la
construccion de la Linea 4 de la Red del Sistema de Transporte Metrobus de la

ciudad de México, se pueden concluir que la construccion cubrira lo siguiente:

1. Una linea principal que ird del nodo 1 hacia el nodo 7, pasando por los 3, 5
y 8.

2. Tres lineas alimentarias:
a. Primera: cubrira del nodo 1 al 2.
b. Segunda: cubrira del nodo 1 al 4, pasando por el 3.

c. Tercera linea: cubrira del nodo 1 al 6, pasando por los 3y 5.

Por otro lado, esta propuesta fue la que resultd, de acuerdo con las consideraciones
establecidas en forma previa, y que los responsables del proyecto entregarian a la
Secretaria de Transportes y Vialidad del Gobierno del Distrito Federal para que diera

el visto bueno del inicio de la obra.
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Finalmente, se puede deducir que el problema del &rbol del peso minimo es una
herramienta muy practica para tomar toda clase de decisiones en el ambito de
sistemas de transporte. En el caso de la ciudad de México, es aprovechada en los

siguientes sistemas de transporte:

e METRO

e Metrobus

e Tren Ligeroy Trolebuses

¢ Red de Transporte Popular (RTP)

e Transporte concesionado: autobuses, microbuses y combis

e Taxisy sitios

Y en proyectos nacionales e internacionales, en los sistemas de transporte

aéreo, maritimo, terrestre y ferroviario, en pasajeros y carga.
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3.3. Problema de la ruta méas corta®

Cuando en un momento determinado se define una red de tal forma que los
coeficientes de cada arco sean no negativos, ello implica que el analista del proyecto
se interesa en hallar la ruta mas corta entre dos nodos de la red. Este tipo de
problemas se conoce como de la ruta més corta. Para ilustrarlo, se presenta el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.1

Un vehiculo desea realizar un viaje entre la ciudad de México y la poblacion de
Apan, municipio ubicado al sur en el estado de Hidalgo, en el tiempo mas corto,
dentro de lo legal. Las carreteras que enlazan ambas poblaciones forman la red

mostrada en la figura 3.3.1:

9 Ipid., pp. 294-297.
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“Rutas de Manejo entre la “Ciudad de México” y”
“ Apan, Hidalgo”

“Ciudad Sahagun” g

“Otumba” 4°

“Calpulalpan”

“Ciudad de”
Mexico “Texcoco”

“Figura 3.3.1”

En la figura anterior, se advierte con precisidon que las distancias son los tiempos de
viaje en vehiculo expresados en minutos. Véase, asimismo, que con el objeto de
plantear la situacion en forma de problema de costo minimo, se podré elegir en
cualquier nodo sélo el camino a través de un arco. Ello implica que sera necesario

tener los siguientes flujos en los arcos, a través de esta proposicion:

- N
1 Si se viaja a través de carretera entre la ciudad i y la ciudad |.
Xij = < s
0 De otra manera.
\~ J
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Entonces, mediante la proposicion anterior se puede afirmar lo siguiente:

Sise recorre la ruta (i, j), no puede utilizarse ninguna otra ruta que parta de la ciudad
i Por ejemplo, si se viaja por la carretera que une a la ciudad de México con
Texcoco, el flujo entre esas ciudades sera igual a 1y, por tanto, xi13 sera 0.

Luego, existe la posibilidad de que se satisfagan las condiciones usando en la red
un flujo imaginario de una unidad: lo que quiere decir que este flujo parte del nodo
de salida u origen, en este caso, la ciudad de México, y llega al nodo final o terminal,
Apan, Hidalgo.

En otras palabras, existe un suministro de una unidad en el origen y una demanda
de una unidad en el nodo terminal. En este caso, habria un suministro de una unidad
u oferta en la ciudad de México; y una demanda por esa misma unidad en la
poblacién de Apan, Hidalgo.

Contestada la proposicion anterior, se procede a realizar el siguiente

cuestionamiento: ¢ qué costos deben utilizarse en este problema de flujo minimo?

Para responder este cuestionamiento, véase que si xj = 1, significa que sera
necesario viajar de los nodos i al j. Por tanto, si se denotan las distancias mediante
di;, el costo para esa ruta se convierte en dj X xj. Dado que x; es 0 o 1, el costo para
cualquier ruta se transforma en djj 0 0. Por esta razén, se pueden usar distancias dj
como los costos para el problema de flujo de costo minimo. Luego, para plantear el
problema que permita resolver el ejemplo 3.3.1, quedaria modelado de la siguiente

manera:

Minimizar: 40x12 + 60x13 + 35%24 + 55x%25 + 45x%34 + 25x35 + 35X46 + 25X56

Sujeto a:
Ciudad de México x12 + Xi3 =1
Texcoco X12 - X24 - X25 =0
Otumba X13 - X34 — X35 =0
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Calpulalpan X24 + X34 - X46 =0
Ciudad Sahagun X25 - X35 - Xs6 = 0
Apan Xa6 + Xs6 = 1
Donde: xjj>= 0 paratoda iy toda j

Modelo 3.3.1

Ahora, para resolver el problema con fines de analisis, se anotara con qué ciudad
se relaciona cada una de las restricciones que lo constituyen. La restriccion de la
ciudad de México establece que puede usarse la carretera que va a Texcoco o la
que se dirige a Otumba; no ambas. También se sabe que las soluciones de
problemas de programacion lineal aplicadas a problemas de redes son enteras. Asi,
se tiene la seguridad de que x12=1 0 0; y que x13 = 1 0 O; al tiempo que la restriccion

impone que x12 =1 0 Xx13=1; mas no ambas.

Todas las restricciones de Texcoco, Otumba, Calpulalpan y Ciudad Sahagun
requieren que el flujo que llega a esos nodos o ciudades sea igual al flujo que sale,
puesto que no existe demanda en ninguno de ellos. Ademas, la restriccion de Apan,
Hidalgo, exige llegar a esta poblacion, ya sea por Ciudad Sahagun o Calpulalpan,

obligando a que la suma de los flujos sea igual a uno.

Para el ejemplo 3.3.1, la solucion se basa en el siguiente presupuesto: dado que se
estd intentando minimizar el costo que permitira que el vehiculo pueda realizar el
viaje entre la ciudad de México y Apan, poblacion ubicada al sur del estado de
Hidalgo, lo cual se podra hacer a través de X6, a este arco se le asigna el valor de

1y se le otorgan costos de cero a los demas arcos de la red.

Entonces, utilizando estas consideraciones, la solucion del problema aplicando el

meétodo simplex de programacion lineal es:
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Arco 3—-5" (x35) =0

Arcol-2 (x12) =1

Arcol -3 (x13) =0

Arco 2 — 4 (x24)= 1.

Arco2 -5 (x25) =0

Arco 4 — 6 (xa6) =1

Ahora bien, aplicando el método simplex de programacién lineal se requieren 6
iteraciones para obtener el costo minimo del ejemplo 3.3.1, cuyo tiempo minimo es

de 110 minutos, que se generan siguiendo en este orden l0os arcos Xi2, X24 Y Xae.

De la solucion obtenida del ejemplo 3.3.1, se puede concluir que el vehiculo que
efectuara el viaje entre la ciudad de México —nodo 1—, y Apan, poblacién situada al
sur del estado de Hidalgo —nodo 6—, requerira realizarlo en un tiempo minimo de
110 minutos, con este itinerario: primero, tendrd que viajar por el arco 1 — 2, que
une a la ciudad de México con Texcoco en el Estado de México; posteriormente,
tomara el arco 2 — 4, que une a Texcoco con Calpulalpan, en el estado de Tlaxcala;

y finalmente tomara el arco 4 — 6, el cual une Calpulalpan con Apan.

Este tipo de problemas también son una alternativa para resolver asuntos de
transporte: como existe una oferta-demanda entre los distintos nodos que

conforman la red, se obtiene el costo minimo, asi como el itinerario a seguir.

Como se puede notar, la solucion ha requerido el empleo de algoritmos especiales

gue poseen algunos paquetes o programas de computacion.
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3.4. Problema del flujo maximo?®

Este problema no se caracteriza por determinar los valores generados a través de
cierto flujo que pasa por una red, sino que busca precisar el flujo maximo que

atraviesa una red (de aqui su nombre, de flujo maximo).

Para estudiar este tipo de problemas, es necesario suponer que existen
restricciones de capacidad en los arcos. De lo contrario, el flujo maximo que pasaria

a través de la red seria infinito.

Como ejemplos de este tipo de problemas podemos mencionar los referentes a

gasoductos y a lineas de trasmision.

Para comprender el desarrollo y solucion de esta clase de problemas, se plantea el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4.1

Una compafiia debe enviar gas natural desde uno de sus campos ubicado en la
ciudad de México con destino a Monterrey, a través de una red de gasoductos,
cuyos valores encerrados en semicirculos en cada arco representan las
restricciones de capacidad en millones de pies cubicos por hora, de la siguiente

manera:

10 |bid., pp. 294-297.
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“Red de Gasoductos”
Ciudad de México - Monterrey
“Figura 3.4.1”
Solucion

Para determinar el flujp maximo Optimo que debera enviarse por la red de
gasoductos entre las ciudades de México y Monterrey, a partir de la figura anterior,
se puede notar que se muestra una cantidad desconocida de flujo f que entra en el
gasoducto en el nodo 1, que en referencia es el campo de gas ubicado en la ciudad
de México y que sale del gasoducto en el nodo 5 con terminal en Monterrey.

Entonces, usando este flujo f como referencia, el problema del ejemplo 3.4.1 se

puede plantear como se expresa en el modelo 3.4.1:
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Maximizar: f

Sujeto a:
X12 + Xi3 =f
X12 - X23 - Xo24 =0
X13 + X23 - X34 — X35 =0
X24 + X34 - X45 =0
X35 - X45 =f
X12 =< 10, X13=<6, X23=<3, X4 =< 5
Donde: xjj >= 0 paratoda iy toda j

Modelo 3.4.1

Por otra parte, dado que el modelo anterior es un planteamiento que no se ajusta a
una formulacién estandar de programacion lineal de flujo de costo minimo, pues el
flujo f que se desconoce se muestra como variable de la funcién objetivo en forma
de valor del lado derecho de las restricciones. Por consiguiente, si este modelo se
planteara de esta manera, seria imposible utilizar el método del flujo de costo

minimo para solucionarlo.

Para evitar esta dificultad, primero se eliminaré el flujo f y se incorporara un arco
artificial o arco ficticio que conecte los nodos 5y 1. Esto permitira establecer que el

objetivo sea maximizar el flujo que regresa del nodo 5 al 1.

Entonces, maximizar el flujo que regresa del nodo 5 al 1 por un arco ficticio sin
capacidad dara la cantidad de flujo que va del nodo 1 al 5 a lo largo de la red de

capacidades.
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A partir de la figura 3.4.1, en donde se muestra la red de gasoductos, se obtendra

un planteamiento modificado. Luego, la red modificada queda como se presenta en

la figura 3.4.2:

“Red de Gasoductos”

Ciudad de México - Monterrey

“Arco Ficticio de”
Regreso

“Figura 3.4.2”

En la figura anterior se puede visualizar que el objetivo es maximizar xs1. Por tanto,

el modelo modificado se expresa en el modelo 3.4.2, asi:
Maximizar:  Xs1

Sujeto a:

X51 - X12 - X13

X12 - X23 - X24

X113+ X23 - X34 —X35

1]
-~ O O O

X24 + X34 - X45

X35 - X45

X12 =< 10, X13=<6, X23=<3, X2 =< 5, X34 =<7, X35 =< 8, X45 =< 8

¢ 223 de 419
Sexto semestre



(Ll

i Informatica

Donde: xjj>= 0 paratoda iy toda j

Modelo 3.4.2

Una vez que el problema ha quedado planteado y homologado a la forma estandar
de programacion lineal de redes —con la salvedad de que aqui no existen ofertas ni

demandas—, se procede a resolverlo a través de algoritmos especiales.

Para el ejemplo 3.4.1, la solucion se basa en el siguiente criterio: dado que se esta
intentando maximizar el flujo que pasa a través de x51, a este arco se le asigna el

valor de —1 y se le otorgan costos de cero a los demas arcos de la red.

Ademas, los arcos reales de la red tienen cotas, y el arco artificial no, por lo que se

asigna una cota artificialmente alta de 100 para el arco 5 — 1.

Por tanto, la solucion del problema es la siguiente:

Arco 1 — 2 (x12): 8 millones de pies cubicos
Arco 1 — 2 (x12): 8 millones de pies cubicos
Arco 2 — 3 (x23): 3 millones de pies cubicos
Arco 2 — 4 (x24): 5 millones de pies cubicos
Arco 3 — 4 (x34): 1 millones de pies cubicos
Arco 3 — 5 (xs5): 8 millones de pies cubicos
Arco 4 — 5 (x4s5): 6 millones de pies cubicos

Arco 5 -1 (xs1): 14 millones de pies cubicos
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De la solucion dada en el ejemplo 3.4.1, se puede concluir que el flujo que circula
por el arco de regreso 5 — 1 representa el flujo maximo que puede enviarse a traves
de la red de gasoductos entre las ciudades de México y Monterrey; y los flujos
sefialan la cantidad enviada a través de cada una de las ramas que conforman el

gasoducto.

A este tipo de problemas se les denomina redes circulares, y para solucionarlos se
requieren algoritmos especiales contenidos en algunos paquetes o programas de

computacion.

3.5. CPM (método de la ruta critica)!

Generalidades

El CPM (Critical Path Method) o método de la ruta critica fue desarrollado por la
compafiia Dupont, en conjunto con la division UNIVAC de la Remington Rand, para
controlar el mantenimiento de proyectos referidos a plantas quimicas de la
compafia Dupont. Hoy dia, es una de las dos técnicas de redes aplicadas en la

administracion de proyectos.

Actualmente, esta técnica se encuentra asociada al método PERT (Programs
Evaluation and Review Tecnique), pues ambos tienen como objetivo principal
analizar el factor de incertidumbre y los intercambios de tiempos y costos. De ahi

gue algunos autores se refieren a la designacion comun CPM/PERT.

11 |bid., pp. 294-297.
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Aspectos generales de CPM/PERT

Aunque el método CPM fue desarrollado de manera independiente del PERT; por
su estructura, se encuentra estrechamente relacionado con éste, debido a que se
enfoca a analizar los intercambios entre el costo de un proyecto y su fecha de
terminacion. Lo que significa que pretende reducir el tiempo necesario para concluir
una actividad, utilizando mas empleados y/o recursos, lo que en la mayoria de las

situaciones implicaria mayores costos.

Con el método CPM se puede suponer con certidumbre el tiempo necesario para
terminar diversas actividades de un proyecto, al igual que la cantidad de recursos
que se invertiran. Por ello, el método CPM no se ocupa de tiempos inciertos de
diversas actividades como si lo hace el PERT, sino que se fundamenta en el

intercambio entre tiempos y costos.

El PERT fue creado y disefiado en la década de 1950 y se us6 de manera frecuente
en la administracién de proyectos militares de investigacion y desarrollo de los
Estados Unidos, cuyo proyecto mas importante fue el referente a los misiles Polaris
para la armada estadounidense. Asi, fue implantado por el Departamento de la
Defensa de los Estados Unidos de Norteamérica con el fin de apoyar en lo que
respecta a la planeacién, programacion y control de diversas actividades militares

asociadas al proyecto.

El método PERT también lo han aprovechado muchas empresas industriales.

Una de las principales caracteristicas del método PERT es su capacidad de
identificar los programas y planes requeridos para las actividades en las cuales se
puedan manejar las incertidumbres que existen en los prondsticos de tiempos para

terminar diversas actividades.
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Procedimiento para llevar a cabo el método CPM/PERT

Una red CPM/PERT describe la secuencia de un conjunto de actividades que

resulten necesarias para desarrollar y llevar a cabo todo un proyecto en cuestion.

Para construir el trazo y desarrollo de una red CPM/PERT hay que seguir estos

pasos'?:

I Llevar a cabo un analisis profundo donde se enunciaran con detalle todas
las operaciones y métodos de trabajo —incluidas sus limitantes— que se
deberan seguir para la realizacién del proyecto. En éste se establecera
la secuencia légica de cada una de las operaciones que incluye.

il. Definir la matriz de secuencias, que puede llevarse a cabo mediante dos

opciones:

a. Opcion 1. Se les preguntara a los responsables de las operaciones
del proyecto cuales seran las actividades que deberan quedar
terminadas para poder ejecutar cada una de las que se enumeran en
la lista. Esto implica la confirmacién de que todas y cada una de las
actividades tengan al menos una de antecedente (en la actividad

inicial, la antecedente sera cero).

b. Opcién 2. Se les preguntara a los responsables de la ejecucion del
proyecto cuales seran las actividades que deberan realizarse al
terminar cada una de las que aparecen enumeradas en la lista. Para

esto, se debera presentar la matriz de secuencias de tal forma que

12 Arturo Camacho Quiroz, op. cit., pp. 193-205.
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inicie con la actividad cero, la cual sera util para indicar el punto de

partida con respecto a todas las demas.

Ser& importante tomar en cuenta esta informacion de cada una de las

actividades enumeradas sin pasar por alto ninguna.

iii. Definir los tiempos mas préximo y mas lejano.

a.

Sexto semestre

Tiempo mas proximo. Lapso estimado en el que sucedera el evento
si las actividades que le preceden comienzan lo mas pronto posible.
Estos “tiempos” se obtienen al realizar un paso hacia adelante a
través de la red, iniciando con los primeros eventos y trabajando hacia
adelante en el tiempo, hasta los Ultimos eventos. Y de esa manera se
va determinado en forma sucesiva el tiempo en el cual sucedera cada
uno, si el precedente inmediato ocurre en su tiempo mas proximo y
cada actividad que interviene ocupa exactamente su periodo

estimado.

Tiempo mas lejano. Este tiempo se refiere al tltimo momento, también
en forma estimada, en el que puede suceder un “evento” sin que se
retrase la terminacién del proyecto, el cual va mas alla de su tiempo

MAas proximo.

En esta situacion, los tiempos mas lejanos se fijan en forma sucesiva
para los eventos al efectuar ahora un movimiento hacia atras a través
de toda la red, iniciando con los ultimos eventos y trabajando hacia
atrds en el tiempo hasta llegar a los primeros. Y determinando el
tiempo final en el que puede suceder un evento de tal forma que los

gue le sigan sucedan en su tiempo mas lejano si cada una de las
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actividades que se involucran ocupan exactamente su tiempo

estimado.

Para comprender mejor este procedimiento, se expondra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.5.3.1

Una empresa se dedica a construir casas de interés social, para lo cual lleva a cabo
una lista en la cual se enumeran el conjunto de actividades que intervendran y se

ejecutaran, asi como los tiempos de realizacién para cada una de ellas.

El conjunto de actividades que conforman toda la secuencia l6gica del proyecto se

muestra en la matriz 3.5.3.1;

No. Actividad Descripcion de la Actividad

1 Inicio.

2 Excavacion.

3 Cimientos.

4 Obra Negra.

5 Plomeria Exterior.

6 Colado de Techos.

7 Plomeria Interior e Instalacion Electrica.

8 Recubrimiento Exterior.

9 Recubrimiento Interior.

10 Pintura Exterior.

11 Colocacion de Pisos.

12 Pintura Interior.

13 Acabados Interiores y Acabados Exteriores.
"Matriz 3.5.3.1"

Los tiempos de realizacion del conjunto de actividades que intervendran en toda la

secuencia logica del proyecto se muestran en la matriz 3.5.3.2:
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| "Matriz 3.5.3.2" |

El objetivo que persigue la empresa es determinar el tiempo requerido que necesita

el proyecto para la conclusion de la casa de interés social.

Solucién

Para determinar el tiempo requerido para llevar a cabo la obra y conclusion de la

construccién de la casa de interés social, se llevaran a cabo los siguientes pasos.

Paso 1

Se establece el disefio y composicion de la red en forma grafica en el proyecto final,

de modo que los responsables de las operaciones y su ejecucion tengan una vision

lo mas amplia posible del mismo.

Para el ejemplo 3.5.3.1, la red del proyecto final —consistente en la construccién de

una casa de interés social- se muestra en la figura 3.5.3.1:
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“Red del Proyecto Final consistente en la”
construccion de una Casa de Interés Social

“Figura 3.5.3.1”

En la red del proyecto final se notan todas las actividades que la conforman, asi
como los tiempos de ejecucion de las mismas. De igual manera, se pueden observar

con puntualidad las dos actividades ficticias requeridas para su ejecucion.

Paso 2

Se procede a determinar el tiempo mas proximo maximo que requiere el proyecto
final para llevarse a cabo, el cual se va determinando desde los eventos iniciales

hasta los finales, siempre yendo hacia adelante.

Este tiempo mas proximo maximo se expresa en la matriz 3.5.3.3:
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NUumero Evento Tiempo Tiempo Tiempo més
Secuencial JInmediatamente mas dela Proximo
del Evento Precedente Proximo Actividad Maximo

"Matriz 3.5.3.3"

Como se distingue en la matriz anterior, al ser determinado, el tiempo mas proximo
maximo para el proyecto final consistente en la construccion de una casa de interés

social dio un total de 44 dias.

Paso 3

Se procede a precisar el tiempo mas lejano minimo que el proyecto final requiere

para llevarse a cabo, el cual se va determinando desde los eventos finales hasta los

eventos iniciales; siempre yendo hacia atras.

Este tiempo mas lejano minimo esta determinado en la matriz 3.5.3.4:
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"Matriz para determinar el "Tiempo mas Lejano Minimo" para"
Illevar a cabo el "Proyecto Final" consistente en la
"Construccion de una Casa de Interés Social"

NUumero Evento Tiempo Tiempo Tiempo mas
Secuencial JInmediatamente mas - de la = Lejano
del Evento Siguiente Lejano Actividad Minimo

13 - - - 44
12 13 44 6 38
11 12 38 0 38
10 13 44 2 42
9 12 38 5 33
11 38 4
8 10 42 9 33
7 9 33 8 25
6 8 33 7 26
5 8 33 0 20
7 25 5
4 7 25 7 16
6 26 6
5 20 4
3 4 16 10 6
2 3 6 4 2
1 2 2 2 0
"Matriz 3.5.3.4"

Nuevamente, como se puede observar en la matriz anterior, al ser determinado, el
tiempo mas lejano minimo para el proyecto final consistente en la construccion de

una casa de interés social dio un total de 44 dias.

Hasta este paso se puede hacer la siguiente conclusién parcial: para llevar a cabo
este proyecto final consistente en la construccion de una casa de interés social se
requieren 44 dias, dado que este lapso es el resultante entre el tiempo mas proximo
y el més lejano para poder terminarlo.

Paso 4

Determinados el tiempo mas préximo maximo y el mas lejano minimo para el
proyecto final, éstos se muestran como si fueran un par de coordenadas en cada
una de las distintas actividades que las conforman (estas coordenadas se

denominan eventos). Esto se puede apreciar en la figura 3.5.3.2:
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“Red del Proyecto Final consistente en la”
construccion de una Casa de Interés Social

“Figura 3.5.3.2”

(37,39)

En la figura 3.5.3.2, se nota que, efectivamente, se requieren en total 44 dias para
poder llevar a cabo el proyecto final consistente en la construccion de una casa de

interés social.

Paso 5

Posteriormente, se determinan las holguras correspondientes, sabiendo de
antemano gue la holgura de un evento se obtiene de la diferencia entre su tiempo
mas lejano y su tiempo mas préximo. Entonces, la holgura para una determinada
actividad (i, j) esta dada por la diferencia entre el tiempo mas lejano i del evento y el

tiempo mas proximo i, mas el tiempo calculado para la actividad.
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Por tanto, si se considera que todo marcha en orden, la holgura para un evento
indica cuanto retraso se puede aceptar para llegar a ese evento sin que se demore
la conclusion del proyecto final. A su vez, la holgura para una determinada actividad

indicara lo mismo respecto a un retraso en la conclusién de esa misma actividad.

Asi, las holguras para cada uno de los eventos que conforman el proyecto final se

muestran en la matriz 3.5.3.5, de la siguiente forma:

"Matriz para determinar las "Holguras de los Eventos" para"
llevar a cabo el "Proyecto Final" consistente en la
"Construccién de una Casa de Interés Social”

Numero Holgura del Evento
Secuencial JTiempo mas| - [Tiempo mas] = | Valor de la
del Evento Lejano Préoximo Holgura
1 (0] 0 (0]
2 2 2 (0]
3 6 6 (0]
4 16 16 (0]
5 20 20 (0]
6 26 22 4
7 25 25 (0]
8 33 29 4
9 33 33 (0]
10 42 38 4
11 38 37 1
12 38 38 (0]
13 44 44 0

"Matriz 3.5.3.5"

En forma analoga, las holguras para cada una de las actividades que conforman el

mismo proyecto final se muestran en la matriz 3.5.3.6:
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"Matriz para determinar las "Holguras de las Actidades""
para llevar a cabo el "Proyecto Final" consistente en la
"Construccion de una Casa de Interés Social"
Namero Holgura de la Actividad
Secuencial |Tiempo mas| - T.L. mas = | Valor de la
Actividad Lejano T. E. Holgura
@1, 2) 2 0+ 2) (0]
2, 3) 6 2+ 4) 0
@3, 4 16 (6 + 10) 0
4, 5) 20 (16 + 4) 0
4, 6) 26 (16 + 6) 4
4,7 25 (16 + 7) 2
5, 7) 25 (20 + 5) (0]
(6, 8) 33 22+7) 4
7, 9) 33 (25 + 8) 0]
(8, 10) 42 (29 + 9) 4
9, 11) 38 (33 +4) 1
9, 12) 38 (33 +5) (0]
(10, 13) 44 (38 +2) 4
(12, 13) 44 (38 + 6) 0
"Matriz 3.5.3.6"
Paso 6

Obtenidas las holguras tanto de los eventos como de las actividades se procede a
determinar la ruta critica del proyecto final. Por ruta critica se entiende la ruta a
seguir de todas las actividades cuyas holguras resultantes fueron cero. Es decir, se

incluyen tanto “eventos” como “actividades” cuyo valor de su holgura es cero.

Para el caso del ejemplo 3.5.3.1, si se verifican los valores de las holguras obtenidos
en la matriz 3.5.3.6, las actividades que tienen como holgura cero del proyecto final
son las que conformaran la ruta critica a seguir:

1-2-3-54-55-57—-9-512-513

En lenguaje coloquial, esta ruta critica quiere decir lo siguiente: si se quiere evitar

retrasos en la conclusion del proyecto, a esta secuencia de actividades cuya holgura
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resultd ser cero se le deberd poner atencion en forma estricta con respecto a sus

tiempos.

Ademas hay otro tipo de proyectos —o este mismo— que pueden tener mas de una
ruta critica y que exigen una atencion especial de los responsables. La Unica forma
de hacerlo es mediante la informacion proporcionada por los tiempos mas cercanos
y los mas lejanos, las holguras y la ruta critica. Estas herramientas ayudan a
investigar los efectos que pueden suceder en el proyecto final, asi como las mejoras
de éste, para llegar a una planeacion adecuada y cumplir el objetivo: mantenerse a

tiempo y evaluar el impacto de los retrasos.

3.6. PERT/costo PERT/tiempo?*

Desde sus origenes hasta nuestros dias, el método PERT ha tomado dos enfoques:

e PERT/costo
e PERT/tiempo

Estos enfoques hacen que el analista tenga una mayor vision tanto de los costos

como de los tiempos cuando se esta resolviendo un problema.

Método PERT/costo

Cuando naci6 el método PERT, asi como el CPM, ambos estaban enfocados s6lo

a la variable tiempo, lo que signific6 que los administradores de proyectos

13 |bid., pp. 294-297.
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desarrollaran y crearan diversos algoritmos de tiempos, fundamentados en la

planeacidon y monitoreo de toda clase proyectos complejos.

Por obvia razén, en ninguna circunstancia se habia considerado al costo como otra
variable de importancia. Sin embargo, el método CPM en su concepto incluyé los
términos de costos directos, indirectos y contingentes; pero €stos no se tomaban

como una variable importante.

Entonces, la base del enfoque PERT/costo se fundamenta en la medicién y control
de los costos mediante grupos de actividades, las cuales representan las partes
clave del proyecto en cuestion; por tanto, la responsabilidad es determinada

facilmente.

También se ha de considerar que los gerentes de las empresas deben tener el
conocimiento de los montos de los gastos que se van a requerir para cada una de
las actividades con respecto a la duracion planeada del proyecto. Por ello, existe
una relacion crucial entre el costo de los recursos asociados y el cumplimiento de la
fecha especifica de terminacion del proyecto final. De otra manera, significa que los

costos se relacionan en una reduccion de la fecha de conclusion.

Por tanto, muchas actividades de una red determinada pueden reducirse en su
conclusién con so6lo aumentar los costos. Sin embargo, estas actividades no se
disminuirdn mas alla de cierto limite, sin importar la cantidad de recursos monetarios
adicionales necesarios. Por eso hay un tope minimo respecto del tiempo total para
terminar un proyecto; y mas alla de este limite, el costo por concepto se
incrementara sin que se logre reducir el tiempo total para la terminacion del proyecto

final.

B 238 de 419
Sexto semestre



fz:'i»ri’ ""% { % Licenciatura: Informatica
(e 4 d
o ¢

SUAVED

En la figura 3.6.1.1, se muestra un diagrama cartesiano en la cual se observa como
se relacionan el tiempo de terminacion y el costo de un proyecto final, de la siguiente

manera:

“Curva que relaciona al “Tiempo” con el “Costo” de un”
“Proyecto Final” en cuestion

“ Costo del”
Proyecto

“Programa de”
Tiempo Minimo

“Programa de”
“ Costo” Costo Minimo
Minimo

“ Tiempo” “ Tiempo de Terminacién”
Minimo del Proyecto

“Figura 3.6.1.1”

En la figura anterior se advierte que cada uno de los puntos que forman parte de la
curva permite establecer un programa factible para el proyecto final. Entonces, la
trayectoria que sigue esta curva indica que existe un programa de tiempo minimo y
uno de costo minimo. Solamente este programa factible aparecera sobre cualquier

punto situado sobre la curva, asi como en sus dos puntos extremos.

Ahora, para definir una funcién que permita establecer una relacién entre el tiempo

y el costo, se inicia considerando la siguiente suposicion:
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El programa de costo minimo del proyecto final en cuestion puede concluirse en un
tiempo menor, lo que significa que la reduccién en el tiempo de terminacion necesita
gue se disminuyan algunos tiempos de las actividades e implica un requerimiento
de recursos monetarios adicionales. Pero esto no quiere decir que deban
aminorarse los tiempos en todas las actividades en forma simultanea, sino que se
realizar4 en forma secuencial, para asi lograr la maxima reducciéon por unidad
monetaria invertida.

Ahora bien, quienes desarrollaron el método PERT/CPM denominaron a este

proceso reduccion de los tiempos de las actividades o tiempos de urgencia.

Para determinar la reduccion de los tiempos de las actividades, se considerara cual
actividad debera reducirse y en cuanto. Para llevarlo a cabo, es necesario

establecer los siguientes criterios:

e Conocer el valor del costo esperado asociado con cada tiempo esperado de
actividad.

e Conocer el tiempo mas corto posible para cada una de las actividades,
siempre y cuando se aplique el maximo de recursos.

e Conocer el costo esperado para la actividad y asociado al tiempo mas breve

posible para tal actividad.

Con base en estos criterios, se pueden establecer las siguientes relaciones

funcionales, mostradas en las Ecs. 3.6.1.1y 3.6.1.2:

tD — tn _tc Ec.3.6.1.1

Donde: to = Reduccién maxima de tiempo para cada actividad.
tn = Tiempo normal (valor esperado) para la actividad.
tc = Tiempo reducido: el valor menor de tiempo posible para poder

terminar la actividad; es decir, la reducciéon maxima.
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COStOemergencia - C(‘.)Stonormal _ G —-C G —C,
—Tiempo t

Tiemponormal _ tc tD Ec.3.6.1.2

emergencia n

Donde: S = Costo de reduccién por unidad de tiempo
cn = Costo asociado con el tiempo normal de la actividad
cc = Costo de reduccion: el costo asociado con el menor de tiempo

posible para la actividad

Cuando son evaluadas las Ec. 3.6.1.1 y 3.6.1.2, éstas permiten establecer una
relacion funcional entre el costo de la actividad y su tiempo de terminacion. Dicha

relacion se muestra en el diagrama cartesiano de la figura 3.6.1.2:

2333

“Curva que relaciona los “Tiempos” y los “Costos Normales
y reducidos para las “Actividades”

“ Costo de la”
Actividad

“Operacion con la”
Reduccién Maxima Posible

“Operacion”
Normal

“ Tiempo de Terminacion”
de las Actividades

“Figura 3.6.1.2”

Finalmente, este enfoque del modelo PERT/costo permite comprobar que siempre

existird un programa de tiempo minimo y, por consiguiente, uno de costo minimo.
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PERT/tiempo

En lo que respecta a la incertidumbre de los tiempos de las actividades, al aplicar el
método de CPM/PERT a diversos proyectos de los sectores de la construccion y
mantenimiento, cabe la posibilidad de contar con una serie de cantidades de
caracter estimativo lo suficientemente precisas en relacion con los tiempos de las
actividades que conforman el proyecto final, dado que las empresas normalmente
poseen informacion de esta indole de caracter histérico que, por la tecnologia que

utilizan, suele estar estable.

Pero no todos los proyectos suelen tener estas ventajas, dado que también existen
proyectos referidos a la investigacion y desarrollo en los que la tecnologia es menos
estable. En consecuencia, los productos no son muy comunes, por lo cual no es

facil llegar a estimaciones puntuales sobre los tiempos de las actividades.

Entonces, para tomar en cuenta estas situaciones de incertidumbre, originalmente,
los creadores del método PERT permitieron a los usuarios usar tres tipos de

estimaciones para los tiempos de cada una de las actividades:

e Tiempo mas probable (tm). Tiempo requerido para terminar la actividad en
condiciones normales.

e Tiempo pesimista (tp). Tiempo maximo que se necesitaria para terminar la
actividad si se encontraran retrasos considerables en el proyecto final.

e Tiempo optimista (to). Tiempo minimo requerido para finalizar una actividad

si todo sucede como se visualiz6.

Por tanto, el método PERT puede usar estas estimaciones para determinar el valor

de un concepto denominado tiempo esperado para el cual puede durar una
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actividad, aplicando la siguiente expresion algebraica que se muestra en la Ec.
3.6.2.1:

¢ t,+4t, +t,
e 6 Ec.3.6.2.1
Donde: te = Tiempo estimado

to = Tiempo optimista
tm = Tiempo mas probable
to = Tiempo pesimista

4y 6 = Constantes de una distribucion beta

Para que se entienda mejor el uso de la Ec. 3.6.2.1, referido a la determinacion del
tiempo esperado, se seguira utilizando el caso del ejemplo 3.5.3.1, en el que se

presenta a continuacion.

Ejemplo 3.6.2.1

En la empresa dedicada a la construccion de casas de interés social, los
responsables de los proyectos proporcionan tres estimaciones de los tiempos
requeridos para concluir cada una de las actividades del proyecto final consistente
en la construccion de una casa de interés social. Utilizando en este caso como

referencias “valores histéricos”, éstos se muestran en la matriz 3.6.2.1:
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"Matriz 3.6.2.1"

Luego, de la informacién proporcionada en la matriz 3.6.2.1 se procede a aplicar la
Ec. 3.6.2.1 para cada una de las actividades que conforman el proyecto final, cuyos

tiempos esperados estan determinados en la matriz 3.6.2.2:

"Matriz 3.6.2.2"

- 244 de 419
Sexto semestre




Informatica

Los valores de los tiempos estimados, determinados mediante la Ec. 3.6.2.1, son
cantidades derivadas de ponderaciones de los que desarrollaron el método PERT,

basadas en una aproximacion de la distribucion beta de probabilidad.

Se eligio esta distribucién porque es unimodal; es decir, tiene un solo valor mas alto
y, por tanto, posee puntos finales finitos y no negativos, por lo que no es
necesariamente simétrica. En consecuencia, hay una probabilidad latente de que

estas caracteristicas se presenten en la distribucion de los tiempos de actividad.

Por eso en la mayoria de las aplicaciones del método PERT/CPM las actividades
no se repiten un gran numero de veces, y si una sola. De ahi que (te) siga siendo el
mejor estimador Unico del tiempo que se requiere para una actividad y es el Unico

utilizado convencionalmente.

Determinado el tiempo esperado para cada una de las actividades del proyecto final
consistente en la construccion de una casa de interés social, se deben plantear
estas preguntas: ¢cual es el beneficio que se obtiene al realizar estas tres
estimaciones? ¢ Por qué no se efectdan por simplicidad los célculos que permiten
determinar el tiempo estimado y se aplican los céalculos de CPM/PERT para

conocerlos?

Como respuesta a esas dos interrogantes, se debe tener en cuenta qué tan
confiables son los valores calculados obtenidos para estas estimaciones, y si el
tiempo requerido para terminar una actividad es muy variable. Lo que significa que
si el intervalo de dicha actividad es muy grande, se tendra menos confianza en el

tiempo probable, que si su intervalo fuera menor.

Cuando se tienen las tres estimaciones de tiempos, se puede encontrar la

dispersion de los tiempos para cada una de las actividades que conforman el
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proyecto final, y esta medida se usara para evaluar la incertidumbre de que el

proyecto se termine segun el programa establecido.

Cabe hacer hincapié que en el método CPM/PERT, de la misma forma que en otros
problemas de aplicacion estadistica comun, se usa la varianza como una medida
que permite describir la dispersion o variacion de las estimaciones de los tiempos
de las actividades. Por tanto, para determinar el valor de la varianza de los tiempos

de actividad, se tomara la Ec. 2.6.2.2, de la siguiente forma:

2

t, —t,

Oy = 6 Ec. 3.6.2.2

Donde: c% = Varianza de los tiempos de actividad
to = Tiempo optimista
to = Tiempo pesimista
6 = Constante de una distribucion beta

Entonces, al aplicar la Ec. 3.6.2.2 a la informacién que proporciona la matriz 3.6.2.1
del proyecto final, es posible determinar los valores de la dispersion para cada una
de las actividades que lo conforman. Asi, la varianza para cada una de las

actividades se muestra ya determinada en la matriz 3.6.2.3:
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"Matriz en la cual se muestra determinado el
"Valor" de la "Varianza"
para cada una de las "Actividades" del
"Proyecto Final" consistente en la "Construccion
de una Casa de Interés Social"
NUimero "Determinacién de la"
de "Varianza"
Actividad (6?)

1 0.562500

2 2.506944

3 10.562500

4 1.562500

5 2.777778

6 3.361111

7 4.840000

8 8.506944

9 1.361111

10 0.380278
11 1.173611
12 0.284444
13 3.300278

"Matriz 3.6.2.3"

Luego, a partir de esta informacion obtenida y presentada en la matriz 3.6.2.3, se
concluye que del conjunto de actividades evaluadas que forman parte del proyecto
final consistente en la construccion de una casa de interés social, se puede observar
que la actividad 1 presenta un menor grado de incertidumbre, al tener una varianza
de 0.562500, en comparacién con la actividad 13, la cual posee mayor grado de

incertidumbre, con una varianza de 3.300278.

Esta situacién es verificable porque, al examinar la matriz 3.6.2.1, el intervalo de la
actividad 1 es de 1 a 3.5; mientras que el de la actividad 13, de 3.9 a 7. Luego, el
anico fin de la varianza es proporcionar una medida de certidumbre en las
estimaciones de cada una de las actividades que conformen un proyecto final

determinado.

Ahora, si se desea conocer el valor de variabilidad en la fecha de terminacién de un

proyecto final determinado, se puede plantear la siguiente pregunta: ¢cémo se
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obtendria el valor de la variabilidad en la fecha de conclusion de un proyecto final?
Y se llega a la siguiente respuesta: cuando se determind la ruta critica del proyecto
final, consistente en la construccion de una casa de interés social, se obtuvo con
base en los tiempos esperados de duracion para los tiempos de las actividades.
Este valor alcanzado fue una duracion esperada para el proyecto, lo que significa
qgue es probable que cada una de las actividades varie en duracion en vez de ser

fija.

Por tanto, el tiempo de terminacién del proyecto final sera variable; y en algin caso,
muy especifico si existieran variaciones considerables en las actividades de la ruta
critica. Lo que no significa necesariamente que el periodo de terminacion del

proyecto final se extienda o amplie.

Ademas, si las variaciones en los tiempos de las actividades que conforman la ruta
critica dan como resultado que uno o mas tiempos sean mayores a lo esperado, la

culminacién del proyecto final sera mayor que el valor obtenido en forma previa.

Pero también se debe considerar la situacion de cuando la variabilidad de las
actividades de la ruta critica que conforman un proyecto final determinado cambia
y, en consecuencia, da como resultado valores menores al esperado. Entonces, hay
posibilidad de que la fecha de terminacion del proyecto final ocurra antes del valor

calculado previamente obtenido.

En ambas situaciones se us6 como referencia el concepto de posibilidad o valor
probable debido a que las variaciones en el resto de las actividades del proyecto
final que no forman parte de su ruta critica podrian provocar una demora lo
suficientemente grande y, por consiguiente, obligar a determinar una nueva ruta
critica que dé como resultado un valor cuya duracién rebase a la obtenida en la

anterior.
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Por ello, se utiliza la varianza de una actividad como medida importante en el
proyecto final, en tanto se refiere a la variacion de la incertidumbre de la misma. Por
eso puede aplicarse para obtener la variacion total en el tiempo esperado para la
terminacion requerida por el proyecto final. Para lograrlo, se toman las varianzas de
todas las actividades que forman parte de la ruta critica que se haya determinado
en un proyecto final y se suman. Y en cuanto al valor obtenido, se afirma lo siguiente:
cuando la varianza total tenga un valor mayor, existe mas posibilidad de que el
tiempo real de terminacién de un proyecto final difiera del tiempo esperado

previamente alcanzado.

Aplicando lo anterior al caso del ejemplo 3.6.2.1, un proyecto final consistente en la

construccion de una casa de interés social, se puede encontrar lo siguiente.

Se tiene la ruta critica obtenida para este proyecto:
1-2-3-54—->5->7—-9-512->513

Entonces, el valor de la varianza del proyecto es el siguiente:
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
O =0, t0,+0,+t0,+0; +0, t0y +0, +0;

62 =0.562500 + 2.506954 + 10.562500 +1.562500 + 2.777778 + 4.840000 +1.361111 + 0.28444 + 3.300278
c? = 27.75 dias
También se puede conocer el valor de la desviacion estandar de este valor extraido

de la varianza total del proyecto final, y que es igual a la raiz cuadrada de la

varianza:
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o =o? =+27.75 =5.2685

Por consiguiente, la desviacidén estandar para que se concluya el proyecto final es
de 5.26 dias o aproximadamente 6 dias.

Como la desviacion estandar da como resultado 6 dias, con respecto a los 44 dias
—que fue el valor esperado obtenido previamente—, existe una relacion de caracter

intrinseco con la variabilidad del proyecto en si.

Ahora, si se quiere saber la relacion entre la desviacion estandar y el valor esperado
con la distribucién de probabilidad que describe los tiempos reales del proyecto en

cuestion, se puede aplicar lo que se explica a continuacion.

Quienes desarrollaron originalmente el método PERT utilizaron como referencia una
distribucion beta para describir las variaciones de las actividades que conforman
un determinado proyecto final de probabilidad y estadistica. Pero se conoce muy
bien que los tiempos de terminacion de un proyecto en cuestion no estan descritos
por una distribucion beta, sino por una distribucion normal, mejor conocida como
campana de Gauss, que para el caso del ejemplo 3.6.2.1, de acuerdo con los

valores obtenidos su distribucion normal, se muestra en la figura 3.6.2.1:
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“Variacion de los “Tiempos de Terminacion” del”
“Proyecto Final” consistente en la “Construccion
de una Casa de Interés Social”

“Escala x”

“Escala z”

“Figura 3.6.2.1”

Como se nota en la figura anterior, la variacién del tiempo total del proyecto final
consistente en la construccién de una casa de interés social sigue una distribucién
normal, la cual tuvo como referencia la aplicacion de la ecuacion que permite
obtener el valor de Z, donde u = 44 dias y o = 6 dias. Ecuacion que se expresa a

través de la Ec. 3.6.2.3 de la siguiente manera:

z_X=H Ec.3.6.2.3

Por dltimo, la aplicacion de un escenario de probabilidades se puede realizar
utilizando la Ec. 3.6.2.3 con respecto a una fecha de terminacion més especifica, la
cual se fija en referencia con una fecha objetivo concreta de conclusion, con la

probabilidad de concluir antes o después.

Por ejemplo, para el caso del ejemplo 3.6.2.1, supdéngase que los responsables del

proyecto final han comentado que se planea terminar el proyecto 12 dias después
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del “valor esperado”. Entonces, para determinar el valor de su probabilidad, primero

se tendra que concretar el valor de Z empleando la Ec. 3.6.2.3 como sigue.

Siu =44 dias, x =56 dias y o =6 dias; entonces el valor de Z es:

_56-44
2

z 2

Ahora, si se emplea Z = 2 en una tabla de distribuciones de probabilidad normal, se
puede obtener que la probabilidad para dicho valor es de 0,9772, es decir, del
97.72%. Por tanto, la probabilidad de que el proyecto final se concluya en 56 dias o
“‘menos” es de 97.72%. Luego, los responsables deben tener la certeza de que el

proyecto final se cubrird en esa fecha.

Para ver mas ejemplos, se sugiere revisar el Anexo 3.
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RESUMEN

La teoria de redes es un procedimiento que ayuda a las empresas para llevar a cabo

una correcta toma de decisiones en su entorno interno y externo.

Las redes son el conjunto de nodos, arcos y flujos que pasan por los nodos, a través
de los arcos, y se pueden conformar de distintas maneras, como cadenas, anillos,

actividades ficticias y arboles abiertos.

El procedimiento general que se aplicé a lo largo de esta unidad fue el problema de
flujo de costo minimo, cuyo propdsito es lograr la minimizacién del costo a un
determinado nivel de flujo de entrada y a un determinado nivel de flujo de salida, a
través de los arcos que unen en forma sisteméatica un conjunto de nodos. Y se utilizd
en distintos problemas vinculados directamente con la teoria de redes: arbol de peso
minimo, ruta mas corta, flujo maximo, CPM y PERT/costo y PERT/tiempo.

El problema del arbol de peso minimo es conocido también como del &rbol
expandido minimo o arbol de expansion minima, y es uno de los mas importantes
en la actualidad. Consiste en que todos los hodos que componen una red deberan
conectarse entre ellos, sin que conformen un bucle o loop. Por ello, permite resolver
toda clase de problemas donde se tiene demasiada sobra de cualquier linea (muy
expansiva); o donde el flujo que existe y circula a lo largo de los arcos que unen los

nodos de la red es muy instantaneo.

Cuando en un momento determinado se define a una red de tal forma que los
coeficientes de cada arco sean no negativos, el analista del proyecto quiere
encontrar la ruta mas corta entre dos nodos de la red. Por eso a esta clase de

problemas se les denomina de la ruta mas corta.

- 253 de 419
Sexto semestre



Informatica

Los problemas de flujo méximo no se caracterizan por determinar los valores
generados a través de cierto flujo que pasa por una red, sino, por el contrario,
buscan el flujo maximo que atraviesa una red. Para analizar este tipo de problemas
es necesario suponer que existen restricciones de capacidad en los arcos. De lo
contrario, el flujo méximo que pasaria a través de la red seria infinito. Como
ejemplos de este tipo de problemas se tienen los referentes a gasoductos y lineas

de trasmision.

Por su parte, el método CPM o de la ruta critica es una de las dos técnicas de redes
mas empleadas en la administracion de proyectos. Muchos autores lo asocian al
método PERT o de evaluacion y revision de programas, pues ambos tienen el
objetivo principal de analizar el factor de incertidumbre y los intercambios de tiempos

y costos; y lo designan de una sola manera como CPM/PERT.

Desde sus origenes hasta nuestros dias, el método PERT ha tomado dos enfoques,
el PERT/costo y el PERT/tiempo. Ambos permiten que el analista tenga una mayor
vision cuando se esta resolviendo un problema, ya que estudian tanto los costos

como los tiempos.

La base del enfoque PERT/costo se apoya en la medicién y control de los costos
mediante grupos de actividades, las cuales representan las partes fundamentales

del proyecto, lo que permite determinar puntualmente las responsabilidades.

En cuanto a la incertidumbre de los tiempos de las actividades al aplicar el método
CPM/PERT a diversos proyectos referidos a los sectores de la construcciéon vy
mantenimiento, puede ocurrir que se tenga una serie de cantidades de caracter
estimativo lo suficientemente precisas con respecto a los tiempos de las actividades
gue conforman el proyecto final, dado que las empresas suelen contar con
informacion de caracter histérico, y por la tecnologia que utilizan ésta suele estar

estable.
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OBJETIVO PARTICULAR

Al finalizar la unidad, el alumno podra describir y analizar el manejo y aplicacion de
los modelos de inventarios en las distintas areas de la empresa, permitiendo
encontrar el modelo de actuacion optimo para la solucion de problemas mediante la

correcta toma de decisiones.

TEMARIO DETALLADO
(8 horas)

4. Modelo de inventarios

4.1. Problema general de un modelo de inventario
4.2. Modelo de lote econémico clasico

4.2.1. Propiedades del modelo

4.2.2. Caso con faltantes

4.2.3. Caso con ventas perdidas

4.2.4. Caso con tasa de produccion finita

4.2.5. Caso con descuentos por cantidad
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INTRODUCCION

Una de las partes medulares de las empresas como parte de su estructura
organizacional es lo referente al manejo y aplicacion de inventarios. De aqui la
importancia de los métodos cuantitativos, pues ayudan en la solucién y analisis de

los inventarios.

La teoria referente a los modelos de inventarios para las organizaciones tiene su
origen en 1915, cuando F. W. Harris disefié y desarrollé el modelo que actualmente
se denomina modelo de la cantidad econdmica de pedido (CEP), utilizado para
determinar la cantidad 6ptima de materiales o articulos que deben adquirirse o
fabricarse.

Posteriormente, F. E. Raymond, a principios de la década de 1930, modificd y
amplié6 el modelo de Harris. Asi, a partir de las aportaciones de estos dos
investigadores, la teoria de los inventarios ha ido creciendo hasta la actualidad.

Entre los enfoques fundamentales que han fortalecido y aplicado los modelos de
inventarios en el campo empresarial hasta nuestros dias, se pueden mencionar los

siguientes:

Cantidad econémica de pedido

Puntos éptimos de re-orden

a.
b

c. Pedidos retroactivos

d. Equilibramiento de los inventarios
e

Descuentos por cantidad
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Por otra parte, los modelos de inventarios también han sido un tema fundamental
en la investigacion de operaciones, ya que son un elemento estructural en su

funcionamiento, operacion y desarrollo.

Dentro de la administracion del capital de trabajo, con frecuencia la administracion
de los inventarios es el concepto de mayor relevancia que aparece en el estado de
situacion financiera que reporta en forma periddica las empresas. Por consiguiente,
es una de las partidas que forman parte de sus activos. Normalmente, esta partida
representa del 35 al 45% de sus activos totales.

Este impacto de los inventarios dentro del estado de situacion financiera de las
empresas obliga a que éstas utilicen las herramientas que ofrecen los métodos
cuantitativos, a fin de obtener una reduccion de los inventarios disponibles, en
cualquier cantidad porcentual por muy pequefia que sea. Esta reduccion se traduce
en distintas cantidades de unidades monetarias de ahorro altamente significativas,

independientemente de su magnitud.

El propdsito de ahorrar recursos monetarios del inventario por parte de las empresas
tiene asimismo como intencién alcanzar la maximizacién de sus clientes a los que
les venden sus productos o servicios. Por obvia razén, es normal que las entidades
no pueden reducir sus inventarios para disminuir la inversion de sus activos; y
tampoco mantener sus inventarios en un tamafio elevado a fin de satisfacer la
demanda de sus clientes. Por tanto, el manejo de los inventarios esta en funcién del
escenario econémico en el que se encuentren respecto de la oferta existente y la
demanda requerida. Es decir, la empresa pretende llegar al equilibrio entre la
satisfaccion de sus clientes y las inversiones en todo el activo mediante una buena
administracion de los inventarios, con base en modelos practicos, con el propdsito

de lograr una buena administracion de su capital de trabajo.

. 261 de 419
Sexto semestre



LY ’an
"El" i » Informatica
i K

SUA,/ED

Esta unidad se desarrolla en forma sistemética, de modo que el estudiante conozca
los conceptos fundamentales referentes a los modelos de inventarios y su
administracion, para que los identifique y aplique en distintas facetas que pueden

presentarse en el campo profesional.

Los modelos que se analizaran son de caracter deterministico.
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4.1. Problema general de

un modelo de inventario

Para que una empresa pueda resolver las distintas situaciones del manejo de sus
inventarios y tomar decisiones, tendra que usar los modelos basicos que le ofrecen

los modelos de inventarios.

En primer lugar, es necesario comprender los principales términos y conceptos
utilizados en los modelos de inventarios, para facilitar el analisis de cualquier
problema en cuestién. Por ello, en este apartado se definira el concepto de
inventarios, y después se expondra lo referente a como se estudian los problemas

de inventarios, considerando los siguientes aspectos:**

e Funciones de los inventarios
e Caracteristicas mas representativas de los modelos de inventarios

e Criterios de los costos en los modelos de inventarios

Definicién de los inventarios

Para las empresas u organizaciones los inventarios son una parte estructural muy
importante dentro de las partidas principales que conforman sus activos totales. Por
tanto, para que la entidad pueda manejar bien sus inventarios, debe obtener una

maxima ganancia, pero a un costo minimo de almacenaje. Y para ello es

14 Davis Roscoe K. y Patrick McKeown G., op. cit., pp. 485-490.
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fundamental que tenga un equilibrio, el cual depende de la velocidad con que mueva

los inventarios.

Con base en lo anterior, se puede afirmar que un inventario son los recursos que
tiene una empresa de acuerdo con su giro y sector econémico, que son utilizables

y se encuentran almacenados en algun punto determinado del tiempo.

Ejemplos

1. Si la empresa pertenece a un sector fabril, su inventario incluira todo lo
referente a materias primas, articulos semiprocesados y productos

terminados.

2. Sila empresa es del sector comercial, su inventario tendra todo el conjunto
de articulos y productos disponibles para su venta tanto al menudeo como al
mayoreo. Estos inventarios pueden incluir activos no fisicos como el dinero

en efectivo, cuentas por cobrar, etcétera.

3. Sila empresa corresponde al sector del papel, sus inventarios comprenderan
las materias primas, asi como toda la gama de productos terminados que
tendria disponibles para sus intermediarios, que son las empresas

comerciales, encargadas de vender el producto al consumidor.
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Funciones de los inventarios!®

Para

serie

gue se puedan manejar de manera eficiente, los inventarios deben tener una

de funciones, como el desglose, tipo de inventario por manufactura y tipo de

inventario por ventas al detalle.

El desglose es una funcion que permite a la empresa u organizacion separar todas

las actividades de produccion, distribucion y comercializacion.

En tanto, la manufactura es una funcién que los inventarios realizan segun su

modalidad:

1.

De materias primas. Inventarios cuya funcién es poder tomar decisiones sobre
la produccion a corto plazo de manera independiente con respecto a la
actividad del mercado de materiales. Por ejemplo, suele suceder que se

acumulen las materias primas por los descuentos de éstas en el precio.

De materiales en proceso. Permiten su desglose de todas las etapas de
produccion, lo que significa que los diversos departamentos de produccion
operan sin que haya una dependencia directa referente al programa de

produccién de los departamentos anteriores.

De articulos terminados. Posibilitan la separacién de la funcién de produccion
y la demanda de sus clientes. Como ejemplo de estos inventarios, se tiene la
demanda estacional o demanda variable de un producto, la cual es conocida,
por lo que resultara mas favorable mantener los inventarios en vez de permitir

gue oscile el nivel de produccién.

15 |bid
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En lo que respecta a las ventas al detalle, es una funcion que se les aplica a los
inventarios cuando, por ejemplo, un comprador espera a que el comerciante tenga
los productos que desea adquirir. Si en ese instante el producto no se encuentra
disponible, el comerciante pierde al comprador en lo que se refiere a ese producto;
y por una situacion posible también lo perderia en productos futuros. Entonces, para
absorber todas las fluctuaciones en la demanda, la mejor forma de dar un buen
servicio a los compradores es que los comerciantes conserven su inventario, para
gue los comerciantes eviten compensar la variabilidad de los tiempos de la entrega

por parte de sus proveedores.

Caracteristicas mas representativas de los modelos de inventarios'®

Para realizar el analisis de un problema de inventarios, es necesario establecer, en
primera instancia, qué modelo se apega mas a su analisis, a fin de darle soluciony,
por consecuencia, conduzca a tomar la decision acorde a su resultado. Y para que
los analistas puedan llevar a cabo lo anterior, es necesario que conozcan las

caracteristicas del problema y elijan el modelo mas adecuado a esas cualidades.

Entre las caracteristicas mas representativas de los diferentes modelos de

inventario, se tienen las siguientes:

1. Modelos comerciales comparados con modelos de produccion. Existen
modelos comerciales cuya cualidad principal es que los inventarios de
reabastecimiento se obtienen de proveedores externos a la firma; y ademas
suponen un reabastecimiento inmediato. Pero también hay modelos de
produccion cuyo rasgo central es que los inventarios para reabastecimiento

se fabrican en la empresa, con la salvedad de que éstos suponen un

16 |bid., pp. 486-488.
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reabastecimiento lento. Asi, la diferencia clave entre ambos modelos esta en

la manera de como se reabastecen los inventarios.

2. Demanda. Se da cuando se sabe el valor de la demanda con certidumbre, y
se establece que el tiempo es constante. Ello significa que el modelo a aplicar
es deterministico. Esto no implica que la demanda en esta clase de modelos
siempre sea constante; al contrario, puede mostrar un efecto de variabilidad

en el modelo, sin que éste deje de ser deterministico.

3. Tiempo de adelanto (demora en la entrega). Se refiere al tiempo transcurrido
entre el comienzo de la actividad de reabastecimiento —ya sea por pedido o
por produccion—y la recepcion del reabastecimiento de los inventarios. Este
periodo puede ser fijo, y su determinacion, realizarse con certidumbre o por
efectos probabilisticos. Aunque también se supone que existen las

condiciones para establecer modelos con el tiempo de adelanto variable.

4. Politicas de pedidos. Consiste en que la empresa debe establecer siempre
con puntualidad en los sistemas de inventarios dos decisiones clave:
e (Qué cantidad debe pedirse?

e ¢ Cuando debe pedirse?

Para responder lo anterior, se recurre al sistema de pedidos, que ofrece dos
modalidades:

a. Punto de orden. Se les denomina también sistemas de inventarios
perpetuos, puesto que manejan un registro perpetuo de los inventarios,

revisados continuamente.

Cuando el inventario llega a tener un limite predeterminado, se dice que

existe un punto de re-orden, y en éste comienza un pedido de
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reabastecimiento para una magnitud fija de productos terminados. Este
sistema se utiliza normalmente cuando la cantidad de productos
terminados solicitada es muy alta, y por obvia razon los “costos” para

mantener este tipo de inventarios son también muy elevados.

b. Revision periddica. En este sistema, los inventarios no son revisados
continuamente, sino que de forma perioddica se realizan evaluaciones a
intervalos fijjos predeterminados. Luego, los inventarios de
reabastecimiento que se piden pueden variar, lo que permite establecer
una comparacion entre el inventario disponible y el deseado: la diferencia

entre ambas magnitudes es la cantidad pedida o fabricada.

5. Agotamientos (falta de existencias). Los inventarios tienden a agotarse cuando
la demanda excede a la cantidad disponible. Los agotamientos pueden darse
en forma accidental o planeada. Esto da como consecuencia que se

establezca una “politica” que aborde el “problema” y le dé “solucion”.

Con frecuencia, hay un modelo que se utiliza cuando ocurren este tipo de
situaciones, el de pedidos retroactivos, que consiste en establecer una

compensacion en una fecha posterior de los agotamientos.

Por otra parte, cabe mencionar que se utilizan con regularidad los modelos que

no consideran los agotamientos, los llamados de ventas pérdidas.

6. Estructura del sistema. Se refiere a que los sistemas de inventarios pueden

presentar las siguientes formas:

a. De etapa Unica. Se caracteriza porgue sus inventarios se utilizan en forma

directa para poder satisfacer la demanda.
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b. De etapa mdltiple. Se distingue porque tiene bancos mudltiples de
inventarios o puntos multiples de almacenamiento. Esta clase de sistema
se derivo de los de etapa unica, pues en realidad son de una etapa, pero
se hicieron de etapas multiples ante la amplitud del problema y el grado de

complejidad del mismo.

7. Horizonte de tiempo del modelo. Este horizonte puede ser finito o infinito. Es
finito cuando se conoce el término del horizonte; e infinito cuando se toma en

cuenta un horizonte de tiempo infinito.

Criterios de los costos en los modelos de inventarios?!’

Los criterios de los costos también tienen una gran importancia cuando se analizan
los inventarios, ya que al hacerlo es necesario considerar una serie de variables
como el rendimiento sobre la inversion, rotacion de activos, ciclo de vida del
producto, entre otras. Todas estas variables siempre se estudian de manera
contable y financiera, en forma “continua”, es decir, considerando intervalos de
tiempo continuos. Pero el andlisis de los inventarios tendria que echar mano de

modelos mas complejos.

Asi, la mayoria de los modelos de inventarios dentro del campo de la investigacion
de operaciones se fundamentan en las compensaciones de los costos como criterio

basico de su analisis. En este orden, hay cuatro variables de costos:

e De pedido o preparacion
e De mantenimiento o conservacion

e De agotamiento o de falta de existencias

17 Ibid., pp. 488-490.
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e De adquisicion o de produccién

A continuacion se explican las caracteristicas esenciales de cada uno de estos
costos, a fin de que el alumno los pueda entender y comprender para poder

aplicarlos en el resto de los subtemas de la presente unidad.

1. Costo de pedido o preparacion. Se caracteriza por generarse en cualquier
instante en que sucede alguna actividad consistente en el reabastecimiento
de los inventarios. Si el reabastecimiento de los inventarios ocurre en un
modelo comercial, entonces, a éste se le denomina costo de pedido; y por
consiguiente, esta referido especificamente a los costos administrativos y a
los costos de oficina, vinculados a todas las secuencias y a todas las
actividades que deban seguirse desde que comienza la requisicion de
compra hasta el instante en que se recibe el pedido, el cual se pone en el

inventario y se liquida.

Algunos parametros considerados en este tipo de costo:

e Procesamiento y manejo de las érdenes de compra
e Transporte

e Recepcion

e Inspeccion

e Colocacion del inventario

e Contabilidad del inventario

e Auditoria del inventario

e Pago al proveedor del inventario

Suele establecerse que los costos de pedido seran independientes del

tamafio del lote, pues con frecuencia se utiliza un cargo fijo por pedido.
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Ahora, si el reabastecimiento de los inventarios ocurre en un modelo de
produccion, a éste se le denomina costo de preparacion, pues se refiere a los
costos administrativos y a los de oficina, vinculados en el apoyo a la

produccién.

Algunos parametros que se consideran en este tipo de costo:

e Requisiciones de los inventarios

e Recepcion del inventario

e Inspeccion del inventario

e Colocacion en el inventario

e Contabilizacion del inventario

¢ Mano de obra y materiales que se vinculan mucho con la preparacién

de la maquinaria para la produccion

En los modelos que se expondran en esta unidad, se considera que el costo
de pedido o preparacion permanecera constante, lo que significa que el costo
sera independiente de la cantidad de unidades que se pidan o autoricen para

producir.

2. Costo de conservacion o de mantenimiento. Es cuando se tiene un
determinado nivel de inventarios durante un tiempo especifico. Por tanto,
este costo considera tanto a los costos explicitos como a los implicitos

vinculados con el mantenimiento y propiedad de los inventarios.
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Algunos parametros en este tipo de costo:

e Costo de oportunidad del dinero invertido en los inventarios

e Costo de almacenamiento. Incluye renta, calefaccion, iluminacion,
refrigeracion, conservacion de registros, seguridad, etcétera

e Depreciacion del inventario

e Impuestos del inventario

e Seguros del inventario

e Deterioro del inventario

e Obsolescencia de los productos

En los modelos que se expondran en esta unidad, se considerara que el costo
de conservacién o costo de mantenimiento permanecera proporcional a la

cantidad promedio de unidades del inventario.

3. Costo de agotamiento o por falta de existencias. Ocurre cuando el inventario
disponible no satisface la demanda. Lo que implica recurrir a realizar pedidos

retroactivos, cuya magnitud variara en funcion a ellos.

Si en el inventario se autorizan los pedidos retroactivos, habrd una pérdida
permanente en las ventas de los productos que se estén demandando y que
en ese instante no se encontraban disponibles. Y los costos vinculados al
agotamiento seran los costos administrativos y de oficina referidos a esta

actividad.

Algunos parametros en este tipo de costo:

e Costo de esfuerzos especiales en estas areas

e Tiempo extra para el inventario
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¢ Manejo de personal del inventario
¢ Manejo del transporte especial del inventario

e Seguimiento del inventario

Para evitar un agotamiento en los inventarios, las empresas manejan y
mantienen un inventario de seguridad a fin tenerlo como proteccion. Lo
anterior porque los agotamientos que utilizan los pedidos retroactivos pueden
caer en la pérdida de clientes. Lo que daria como resultado incurrir en un

costo de buena voluntad.

Ahora bien, para determinar el costo de agotamiento o costo por falta de
existencias, se procede en forma distinta, segun la situacién que en ese
instante se esté presentando. En una situacion comun, se considera un costo
fijo por agotamiento, sin que se tome en cuenta su magnitud o tiempo de
duracion. Entre otras opciones, se debe suponer un costo de agotamiento
por unidad; mientras que en otras se opta por suponer el costo de
agotamiento referido a la cantidad de unidades que no se incluyen como

parte de la duracion del agotamiento.

Estas situaciones han provocado que se establezcan convenios en donde se
impongan castigos por agotamiento. Por consiguiente, para determinar el

valor de este costo es necesario aplicarle también este factor.

4. Costo de adquisicion o costo de produccién. Se caracteriza segun el tipo de
modelos al que se aplica. Si es en los modelos comerciales, este costo estara
referido al costo de compra o adquisicién del producto; mientras que para los

modelos de produccidn, se vinculara al costo de produccion del producto.

Ahora, cuando se analice una situacion en comun siempre se supondra que

el costo unitario permanecera constante sin importar la cantidad de unidades
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gue se compren o fabriquen. Pero no siempre este supuesto se llega a dar,
pues hay distintos escenarios econdmicos que pueden ocurrir y generar

rupturas o cambios fuertes tanto en la cantidad como en el precio.
En los modelos que se expondran en esta unidad, se considera que el costo

de adquisicion o produccion permanecera en forma unitaria y constante del

inventario.

4.2. Modelo de lote

econdmico clasicol®

El modelo de lote clasico, también conocido como clasico de la cantidad econdmica

de pedido (CEP), se fundamenta en suponer que estd especificado al

establecimiento de una funcidon denominada funcién comercial. Esta analiza el

ambito exterior de una compairiia, en donde se consideran dos variables importantes

a sequir:

1.

Compras. Se refiere a como la empresa adquiere todo lo referente a su
sistema productivo o de servicio, segun sea el caso. Para esto debera tener
un amplio conocimiento de lo que requiere su sistema, con el propdésito de
comprar lo que cada proveedor pueda ofrecerle, en funcion de una serie de
pardmetros a ponderar, como el comportamiento comercial, cumplimiento de
las fechas de entrega, cumplimiento de la cantidad a entregar, tipo de calidad
de los productos entregados, precio a pagar por la entrega, condiciones de
coémo se va pagar la entrega, forma como de debera inventariar los productos

comprados, etcétera.

18 |bid., pp. 490-498.
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2. Ventas. Consiste en que la empresa debera tener un amplio conocimiento
sobre su segmento de mercado con la intencidon de que pueda colocar los
productos que ha “adquirido” o producido. Esto conlleva el saber con detalle
lo que desea el cliente, asi como las caracteristicas de los productos, gustos,
condiciones de pago, etcétera. Este conocimiento le permitira a la empresa

establecer y programar las ventas segun esas cualidades.

Los inventarios forman parte de esta funcion comercial en donde la empresa
siempre esta en contacto continuo con su medio exterior. El modelo clasico de la
cantidad econdmica de pedido (CEP), entonces, se basa en esta funcion comercial

de la empresa.

4.2.1. Propiedades del modelo

1. Se tiene conocimiento de la demanda con certidumbre y, por tanto, ésta

permanecera constante con el tiempo.

2. Elvalor del tiempo de adelanto o tiempo de espera es de cero, lo que significa
gue un pedido se recibe en el instante cuando se solicita.

3. Para su uso, este modelo emplea un sistema de punto de re-orden, y por

consecuencia los inventarios son revisados continuamente.

4. El inventario se reabastecera cuando éste haya llegado en forma precisa al
nivel de cero. Por tanto, no se utilizara la existencia de seguridad y no se

permitiran agotamientos.

5. Cuando se lleve a cabo el reabastecimiento de los inventarios, se realizara

en forma inmediata. Es decir, el pedido total se recibira en un solo lote.
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6. La cantidad de pedido permanecera constante en cada orden.

7. Este modelo considera a un problema que implicara un sistema de etapa

dnica.
8. Considerara un horizonte de tiempo infinito y de forma continua.

9. Tomara en cuenta que todos los costos permaneceran en forma constante

en el horizonte de tiempo infinito.

Estas propiedades basicas se pueden observar en la figura 4.2.1.1, un diagrama
cartesiano que muestra el comportamiento de los inventarios segun el modelo

clasico de la cantidad econémica de pedido:

“Comportamiento que presentan los “Inventarios””
bajo el “Modelo Cléasico”

“Nivel de”
“Inventario”

“Tiempo”

“Figura4.2.1.1”

¢ 276 de 419
Sexto semestre



Informatica

De la figura anterior, se puede concluir que la linea que va descendiendo hacia la
derecha indica que el inventario se va reduciendo con el tiempo al valor de una tasa
constante. Lo que significa que también la demanda permanece constante.
Asimismo, se advierte que el tiempo de adelanto es igual a cero, y el
reabastecimiento del inventario es de forma inmediata; entonces, el punto de re-
orden se determina de forma automatica. A su vez, cuando el inventario alcance el

valor de cero, la cantidad que se pide en cada punto de reabastecimiento es “Q”.

Ahora, de acuerdo con las consideraciones basicas de la figura 4.2.1.1, se procede
a desarrollar el planteamiento del modelo, cuyo objetivo principal es determinar la
cantidad 6ptima de pedido (Q*) y el punto de re-orden (R*), de tal forma que logren

minimizar los costos totales de los inventarios.

De antemano se dedujo en forma légica que el punto éptimo de re-orden (R*) es
cero, entonces, el objetivo queda enfocado solamente a determinar el valor de la
cantidad econ6mica de pedido (Q*). Ademas, dentro de las consideraciones
basicas, se menciond que no hay agotamientos, es decir, su costo es cero y, en
consecuencia, se tendra que minimizar la suma de costos de pedido y

mantenimiento.

Luego, para realizar el modelo, sera fundamental analizar las relaciones entre los
costos de pedido y de mantenimiento. Relacion que se puede notar en forma gréfica

en la figura 4.2.1.2:
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“Comportamiento que presentan los”
“Costos de losInventarios” bajo el
“Modelo Clasico”

“Costo Total de Invetario”

“Costo de Conservacion”

“Costo de Pedidos”

“Costo”
de
Pedidos

“Figura4.2.1.2”

En la figura anterior se visualiza el comportamiento de cada uno de los costos de
los inventarios, de lo que se puede concluir que si aumentara la cantidad de pedido,
resultarian menos pedidos, y los costos estarian disminuyendo. Desde otra
perspectiva, si el tamafio de pedido aumentara, también lo harian los inventarios.
Lo anterior debido a que los costos de pedido y los de mantenimiento se comportan
en forma contraria; o sea, el costo de pedido tiende a disminuir, mientras que el de
mantenimiento a aumentar. Asi, la cantidad éptima de pedido (Q*) sera el punto en
donde los costos de pedido seran iguales a los costos de mantenimiento: el punto

donde las dos funciones se interceptan.

Este punto de intercepcion de “Q*” también permite observar como se cumple el
objetivo del inventario: minimizar su costo total. Es decir, a medida que la cantidad
de pedido (Q*) sube el costo total baja, por causa de la reduccion de los costos de
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pedido. De igual manera se puede observar que el costo total tiende a aumentar

posteriormente debido al crecimiento de los costos de mantenimiento.

En conclusion, el punto minimo de la funcién costo total (Cr min) Sera aquel en que

los costos de pedido sean iguales a los de mantenimiento.

4.2.2. Caso con faltantes?!®

El caso con faltantes es la aplicacion mas general que utiliza el modelo clasico de
cantidad econdémica de pedido. Como su nombre lo dice, su objetivo basico es estar
cubriendo en forma periddica los faltantes que tenga el stock de la empresa; por eso

es muy recurrente por todas las empresas en general.

Para que se entienda mejor este caso, en primera instancia se procedera a
desarrollar su planteamiento mediante un modelo matematico del modelo clasico.
Después, se expondra como se soluciona este modelo matematico. Y por ultimo, se
mostrara y solucionard un ejemplo donde pueda visualizarse, para asi entender y

comprender el uso y aplicacion de este modelo clasico a través de este caso.

19 |bid., pp. 498-501.
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Planteamiento del modelo matematico del modelo clasico

Para obtener el comportamiento de la funcién costo total de los inventarios del caso
por faltantes, es necesario definir sus parametros y variables a través de la siguiente

notacion:

Co = Costo por pedido que se coloca

Cc = Costo de mantenimiento por unidad y por periodo

Cr = Costo total del inventario por periodo

Q = Cantidad econémica de pedido o tamafio del pedido

D = Numero de unidades que se piden por periodo

En el modelo clasico, la variable de decisibn que dara solucién es la cantidad
econ6mica de pedido (Q), cuyo objetivo es minimizar el costo total de los
inventarios. Mientras que los parametros Cr, Co y Cc son constantes que permiten

determinar los costos total, de pedido y de mantenimiento para varios tamafnos.

Asi, un planteamiento general del modelo clasico es como se muestra en la Ec.
4.2.2.1:

Minimizar:

Costo total del inventario = Costo de pedidos + Costo de mantenimientos

Ec.4.2.2.1

Ahora, se sabe que el costo de pedidos es el costo de cada uno ellos (Co), el cual
se multiplica por el nUmero de pedidos, realizados por cada periodo. Esto debido a
gue la demanda del periodo se conoce; entonces, el nimero de pedidos es igual a
la cantidad economica de pedido entre el tamafio del pedido. Asi, para determinar
el costo de pedidos, se aplica la Ec. 4.2.2.2:
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CostodePedidos = Cox(gj Ec.4.2.2.2

Luego, para obtener el costo de mantenimiento, éste sera igual al costo de
mantenimiento por unidad de periodo (Cc), el cual se multiplica por la cantidad

promedio de unidades que se mantienen en el inventario.

A la cantidad promedio de unidades mantenidas en el inventario también se le
denomina inventario promedio. Y para determinarlo, se partira de la informacion que

se presenta en la figura 4.2.2.3, como sigue:

“Comportamiento que presenta el “Nivel Promedio” de”
los “Inventarios” bajo el “Modelo Clasico”

“Nivel de”
“Inventario”

“Nivel ”
Méaximo de
“Inventario”

“Tiempo”

“Figura 4.2.1.3”

De la figura 4.2.2.3, se puede observar que para determinar el inventario promedio

se calculard através de la E. 4.2.1.3:
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Ec.4.2.2.3

. . AreabajounaLineadelnventario
InventarioPromedio = - -
LongituddelPeriodo

En la figura 4.2.2.3 se puede observar que el inventario promedio es Q/2, o sea, el
area bajo la linea de inventarios dividida entre la longitud del periodo (tc). Asi, la Ec.

4.2.2.3 modifica su expresion, como se refleja en la Ec. 4.2.2.4:

1
— xalturaxbase

InventarioPromedio = 2 " Ec.4.2.2.4

C

En la Ec. 4.2.2.4 se aprecia que la altura es igual a Q; y la base, a t.. Entonces, la

Ec. 4.2.2.4 se modifica y queda expresada a través de la Ec. 4.2.2.5:

Inventario Pr omedio = Ec.4.2.25

1
EXQXtc _ (Qj

Asi, el costo de mantenimiento se determinard a través de la Ec. 4.2.2.6:

CostodeMantenimiento = ch(%j Ec.4.2.2.6

Finalmente, el planteamiento del problema expuesto en la Ec. 4.2.2.1 queda

modificado y expresado a través de la Ec. 4.2.2.7 de la siguiente manera.
Minimizar:

C; = Cox[gj + CCX[%j Ec.4.2.2.7
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Solucion al planteamiento del modelo matematico del caso por faltantes

Para resolver el modelo matematico expresado a través de la Ec. 4.2.2.7, en la
figura 4.2.2.2, se puede observar que la cantidad 6ptima de pedido (Q*) se ubica en
el punto de interseccidbn donde los costos de pedidos son iguales a los de

mantenimiento.

Entonces, utilizando las herramientas de la derivada del calculo diferencial, se
puede decir que para conocer el valor minimo de una funcién, se procedera a
obtener la derivada de la funcién costo total. O sea, obteniendo la derivada de la Ec.
4.2.2.7 e igualando el resultado de la derivada a cero, el valor de Q* quedara

expresado como se indica en la Ec. 4.2.2.8.9.

Entonces, derivando Ct con respecto a Q, resulta:

dC, _d {Co X[Ej_,_ccx[gj} Ec.4.2.2.8.a
dQ dQ |1 (Q 2

—— 4 e Ec.4.2.2.8Db

Ahora, si se iguala a cero la Ec. 4.2.2.8.b, debido a que el valor de la pendiente de

la funcion Ct es de cero en el punto minimo, resulta:

0= + — Ec.4.2.2.8.c

Finalmente, se procede a despejar el valor de (Q%*):
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c.D C
== Ec.4.2.2.8.d
Q 2
2
C.D_Q Ec.4.2.2.8.e
C. 2
2C.D
0 — =Q°* Ec. 4.2.2.8.f
C.
Y se tiene;
2C.D
Q* = 0 Ec. 4.2.2.8.9
Cc

El resultado de la Ec. 4.2.2.8.g permite obtener el valor de Q*, donde se sabe que
(Q*) es la cantidad optima de pedido. Entonces, se puede verificar en forma clara
gue los costos de mantenimiento deberan ser iguales a los de pedidos para dicho

valor de Q*.

Normalmente, los administradores también buscan determinar el numero de
pedidos por periodo, y este valor debe estar sujeto a una politica éptima y al tiempo
que transcurre entre dos periodos sucesivos. Asimismo, se determinara el costo
total en el cual se incurre al usar la politica 6ptima de pedidos. Estos valores se

alcanzan de la siguiente forma:

a. Tomando como referencia la cantidad 6ptima de pedido, el nUmero 6ptimo
de pedidos por periodo (N*) se obtiene al dividir el valor de la demanda (D)
entre el valor de la cantidad 6ptima de pedido (Q*). A este valor de N* se

llega a partir de la Ec. 4.2.2.9, de la siguiente forma:
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DC
N> = B Ec.4.2.1.9

2C,

b. El tiempo transcurrido entre dos periodos sucesivos también se denomina
ciclo del inventario (tc), y se refiere al inverso del nimero 6ptimo de pedidos

(N*). Asi, el valor de N* se obtiene de la Ec. 4.2.2.10, como sigue:

2C
t, = 0 Ec.4.2.2.10
DC

C

c. Para determinar el costo asociado con la politica 6ptima de pedidos, sélo se
debe sustituir el valor de Q* en la Ec. 4.2.2.7. Y este valor de (Q*) se obtiene

a partir de la Ec. 4.2.2.11.c:

*
c* —c X 2 +ch(Q—j Ec.4.2.2.11a
Q~* 2
Donde:
2C,D
Q* = o Ec.4.2.2.8.9
Cc

Sustituyendo, la Ec. 4.2.2.8.g en la Ec. 4.2.2.11.a, se tiene:

2C,D
C* —Cyx| ——2 |+c.x L _Cc Ec. 4.2.2.11.b
2C,D 2
Cc
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Y resulta:

c, =./2C,C.D Ec.4.2.2.11.c

Se puede concluir que, con las ecuaciones desarrolladas a lo largo del modelo
clasico, se resuelven distintos problemas practicos que cumplan con sus

propiedades o condiciones.

Para que el alumno analice como se utilizan estas ecuaciones, se expone a

continuacion un caso en el ejemplo 4.2.2.1.

Ejemplo 4.2.2.1

Una empresa se dedicada a la distribucién de antenas universales que se utilizan
en minicomponentes y componentes de electronica y comunicaciones. La demanda
es de 2,500 piezas anuales; el costo de pedido, $5.00; y el costo de almacenamiento

anual por unidad, $2.00.
De acuerdo con esta informacion, se pide determinar:

Valor de la cantidad 6ptima de pedido

Valor del costo total si el costo por unidad es de $3.50
NUmero de pedidos por afio

Tiempo entre pedidos.

Costo total asociado con la politica 6ptima de Q*

o 00k wWwbdE

Conclusiones
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Solucién

Para obtener la solucion completa del Ejemplo 4.2.2.1, se daran los siguientes

pasos.

1. Para conocer el valor de la cantidad 6ptima de pedido (Q*), se aplicara la
Ec. 4.2.2.8.g:

2C.D
= |07 Ec 4.2.2.8.
Q \ Cc g

Se sabe que Co = $5.00, C, = $2.00 y D = 2,500 unidades. Entonces,

sustituyendo estos valores en la Ec. 4.2.2.8.g, se obtiene el valor de Q*:

Q* = \/ 2(5)(5500) = \/ 25200 = /12500 =111.8033UnidadesPorPedido

2. Para determinar el costo total, se utilizara la Ec. 4.2.2.7, pero agregando el
costo anual del inventario; modificacién que permitirA obtener el costo total

del inventario. Esto se observa en la Ec. 4.2.2.12:

C,; = CostoAnual + CostodePedido + CostodeMantenimiento Ec. 4.2.2.12

Se sabe que Cy = 3.50, Co = $5.00, C = $2.00 y D = 2,500 unidades. Luego,
se obtienen cada uno de los costos que involucran ala Ec. 4.2.2.12 y después

se sustituyen en ella para obtener el valor de Cr. Y se tiene lo siguiente.

e Costo anual. Este costo se obtiene al multiplicar el valor de Cy por la
demanda anual de piezas. En este caso, se multiplicara el valor de $3.50

por las 2,500 piezas que representan la demanda anual, y resulta:
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C =C,xD =$3.50x2,500 = $8,750.00

Anual

e Costo de pedido. Se determina utilizando la Ec 4.2.2.2:

2,500

———— | =$111.8033
111.8033

Credivo = C@{Rj = $5.00x(
Q *

e Costo de mantenimiento. Se obtiene utilizando la Ec. 4.2.2.6:

*
CMantenimiento = COd X(%j = $200X(@) = $1118033

Finalmente, el costo total se obtendra al sustituir los tres costos determinados

en forma separada en la Ec. 4.2.2.12, y resulta:

C; =$8,750.00 +$111.8033 + $111.8033 = $8,973.6059

3. Para determinar el nUmero de pedidos por afio, se aplica la Ec. 4.2.2.9:

D 2500

- = 22.3606Pedidosal Afo
Q* 111.8033
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4. Para calcular el tiempo entre pedidos, se utiliza la Ec. 4.2.2.10:

. _Q*_111.8033

. = = 0.0447 Afos =16.3232Dias
D 2500

5. Para obtener el valor del costo total asociado con la politica éptima de Q*, se
aplicala Ec. 4.2.2.11.c:

C,; =+/2C,C.D = +/2x5x2x2500 = /50000 = $223.6067

6. Finalmente, del ejemplo 4.2.2.1 se pueden establecer las siguientes
conclusiones:

e Para que no se encuentre en dificultades de colocar sus productos
entre su clientela, la empresa dedicada a la distribucion de antenas
universales para todo tipo de mini-componentes y componentes en
electrénica y en comunicaciones, deberéa tener un stock en existencia
de una cantidad 6ptima de pedido, que oscila en 111.8033 unidades.

e Esta cantidad O6ptima de pedido generard un costo total de
$8,973.6059 que le permitira realizar 22.3606 pedidos anuales.

e Estos pedidos tendran un tiempo de 16.3232 dias entre cada uno de
ellos. El costo total asociado con la politica éptima de Q* fue de $
223.6067.

En este caso por faltantes, el modelo presenta una particularidad: el punto de re-

orden y el tiempo de adelanto son diferentes a cero.
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4.2.3. Caso con ventas perdidas?®

Este caso es una aplicacion del modelo clasico de cantidad econdémica de pedido,
caracterizado por cumplir con todas las condiciones o propiedades basicas, excepto
con la referente a los agotamientos, que este caso si toma en cuenta, pues
normalmente en los modelos de inventarios no se permiten agotamientos. Por eso
el caso de ventas perdidas también es denominado modelo clasico de cantidad
econ6mica de pedido con agotamientos, ello significa que no se permiten los

pedidos retroactivos.
Existen dos clases de modelos por agotamientos:

a. En donde se consideran los agotamientos como demanda perdida o ventas
perdidas; es decir, cuando la demanda no ha sido satisfecha.
b. En donde los agotamientos se satisfacen con base en los pedidos retroactivos.

Sin considerar cual de los modelos por agotamientos se aplique, en ambos se cae
en costos por falta de producto. Lo que implica que para el modelo de agotamiento
por ventas perdidas, los costos se ven reflejados en utilidades no obtenidas;
mientras que para el modelo por agotamiento por pedidos retroactivos, los costos
se encuentran asociados a una serie de esfuerzos especiales administrativos, de

oficina, tiempo extra, expedicion, transporte especial y seguimiento.

20 |pid., pp. 510-517.
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Como se puede concluir, el caso de ventas perdidas resulta contradictorio: ¢por qué
un empresario tendria que tomar una politica de llevar a cabo la realizacion de
pedidos retroactivos si esta accion le genera costos adicionales? Para responder,

en primera instancia, el analista debera considerar el siguiente supuesto.

Cuando se solicitan pedidos cuya finalidad sea cumplir la satisfaccion de la
demanda atrasada, un empresario establece normalmente una demora de sus
pedidos al proveedor, lo que significa que puede reducir su costo, pues no necesita
realizar demasiados pedidos. Por consiguiente, el empresario mantendra niveles
inferiores de inventario, porque por cada uno de los pedidos que él solicita se

asignan en forma instantanea a una demanda atrasada que debera cumplir.

Luego, si los inventarios resultan chicos, también los costos de pedido y
mantenimiento podran disminuir. Esta politica le permite al empresario equilibrar los
costos de agotamiento que por obvia razén aumentaran con respecto al
decrecimiento de los costos de pedido y los de mantenimiento, como parte de la

decision que por las necesidades de su empresa esté llevando a cabo.

Finalmente, el caso por ventas perdidas tiene como objetivo central cubrir en forma
periodica los faltantes que requiera el stock de la empresa, con la finalidad de que
esté entregando los diferentes pedidos para satisfacer una demanda atrasada que

le hagan sus clientes y que tenga que cumplir.
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Para que el estudiante comprenda mejor el caso por ventas perdidas, se procedera
a desarrollar su planteamiento mediante un modelo matematico del modelo clasico.
Después, se expondra cOmo se soluciona este modelo matematico. Y por ultimo, se

presentara y solucionara un ejemplo.

Planteamiento del modelo matematico del modelo por ventas pérdidas

Para obtener el comportamiento de la funcion costo total de los inventarios del caso
por ventas perdidas, se toma como referencia el modelo de agotamientos por
pedidos retroactivos, pues la finalidad es satisfacer la demanda atrasada. Y para
lograrlo, es necesario definir sus parametros y variables a través de la siguiente

notacion:

Co = Costo por pedido que se coloca

Cc = Costo de mantenimiento por unidad y por periodo

Cs = Costo por agotamiento por unidad y por periodo

Cr = Costo total del inventario por periodo

Q = Cantidad econémica de pedido o tamafio del pedido
D = Numero de unidades que se piden por periodo

B = Tamafio del pedido retroactivo

S = Nivel méaximo de inventario

En el caso por ventas perdidas, todas las consideraciones béasicas del modelo
clasico se cumplen, con excepcioén de la referente a que ocurran los agotamientos
en el inventario. Por tanto, las variables de decisién que daran la solucién son la
cantidad econémica de pedido (Q) y el nivel maximo de inventario (S), cuyo objetivo
es lograr la minimizacion del costo total de los inventarios. Y para alcanzar este
propésito, este caso supone que la demanda es conocida y permanecera constante
con un tiempo de adelanto de cero. Asimismo considera que el reabastecimiento de

inventario es inmediato y su cantidad de pedido permanecera constante; ademas
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de que se realizara en un sistema de una sola etapa y a un horizonte de tiempo
continuo e infinito.

El caso por ventas perdidas se plantea en la figura siguiente:

119

“Comportamiento que presentan los “Inventarios
bajo el “Modelo Clasico” por “Agotamientos”

“Nivel de”
“Inventario”

“Tiempo”

“Figura 4.2.3.1”

En la figura anterior, se distingue que en el caso de ventas perdidas se permiten

pedidos retroactivos: el nivel de inventario puede caer a cantidades inferiores a cero.

El tamafio del pedido retroactivo (B) se refiere al nimero de unidades que se
solicitaron en forma retroactiva por cada ciclo del inventario. Por consiguiente, este
tamafio de pedido retroactivo siempre serd inferior a la cantidad de pedido (Q), pues

solamente se estan enviando pedidos atrasados al solicitar los pedidos retroactivos.

El nivel méximo de inventario (S), entonces, se obtiene de la diferencia entre Q y B,
es decir, (Q — B). Ademas, el tiempo del ciclo del inventario (tc) se fracciona en dos

tiempos:
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t1 = Tiempo del “ciclo” en el que existe “inventario” disponible
t2 = Tiempo del “ciclo” en el que existen los “agotamientos”

Finalmente, los parametros Cr, Co, Cc y Cs son constantes que permiten determinar

el costo total, de pedido, de mantenimiento y por agotamiento para varios tamafios.
Un planteamiento general del modelo cldsico es como se muestra en la Ec. 4.2.3.1.
Minimizar:

Costo Total del inventario = Costo de pedidos + Costo de mantenimiento
+ Costo de agotamiento

Ec.4.2.3.1

De la misma forma que en el caso con faltantes del modelo clésico, el costo de
pedidos es el costo de cada uno ellos (Co), el cual se multiplica por el nimero de
pedidos realizados por cada periodo. Esto porque la demanda del periodo se
conoce; entonces, el nimero de pedidos es igual a la cantidad econdémica de pedido
entre el tamafio del pedido. Luego, el costo de pedidos se obtiene a través de la Ec.
4.2.3.2:

CostodePedidos = Cox(gj Ec.4.2.3.2

Asi, al obtener el costo de mantenimiento, éste sera igual al costo de mantenimiento
por unidad de periodo (Cc), el cual se multiplica por la cantidad promedio de
unidades mantenidas en el inventario. Sin embargo, en el caso de ventas perdidas,
el inventario promedio es diferente al empleado en el caso de faltantes; o sea, en el
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primero, el inventario promedio representa un inventario promedio para solamente

una determinada porcion del ciclo de inventario.

A partir de la figura 4.2.3.1, se puede determinar el inventario promedio por ciclo, a
través de la Ec. 4.2.3.3, de la siguiente forma:

. . i AreabajolaLineadeDemandacuandoexisteel Inventario
InventarioPromedioporCiclo =

LongituddelCiclo
Ec.4.2.3.3

Ahora, en la figura 4.2.3.1 también se puede observar que el inventario promedio
es S/2, o sea, el area bajo la linea de inventarios dividida entre la longitud del periodo
(t)). Entonces, la Ec. 4.2.3.3 modifica su expresion, como se muestra en la Ec.
4.2.3.4:

1
— xalturaxbase

InventarioPromedioporCiclo = 2 " Ec.4.2.34

C

En la Ec. 4.2.3.4, se puede notar que la altura es igual a S; y la base, a t1. Y como
se advierte en la figura 4.2.3.1, entonces la Ec. 4.2.3.4, se modifica y queda

expresada a través de la Ec. 4.2.3.5:

1 XSXt,

Inventario Pr omedioporCiclo = Ec. 4.2.3.5

C

Ahora, volviendo a la figura 4.2.3.1, se nota que si se aplica una propiedad
geométrica de semejanza de triangulos entre el triAngulo mayor y el menor, que

relacionan Q y S, a través de la Ec 4.2.3.6, se advierte lo siguiente:
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4 :(ﬁ}t—c Ec.4.2.36
S Q

De la Ec. 4.2.3.6, se procede a despejar el tiempo del ciclo en el que existe
inventario disponible (t1), y da como resultado la Ec. 4.2.3.7, de la siguiente forma:

f = &)S) Ec. 4.2.3.7
Q

Sustituyendo la Ec 4.2.3.7 en la Ec. 4.2.3.5, se tiene que el inventario promedio por
ciclo se determina mediante la Ec. 4.2.3.8, de la siguiente forma:

t

C

1 t.xS
— XSx
2 [Qj_(tchZJ S?

Inventario Pr omedioporCiclo = = =
2xQxt, 2xQ

Ec. 4.2.3.8

Normalmente, el comportamiento de los inventarios es frecuente, entonces, el
inventario promedio para un nimero alto de ciclos sera el valor que se determinara
mediante la Ec. 4.2.3.8. Por consiguiente, el costo de mantenimiento se conoceréa a
través de la Ec. 4.2.2.9:

2
CostodeMantenimiento = ch( ZSQJ Ec.4.2.2.9
X

El costo por agotamiento se obtiene al multiplicar el costo de agotamiento (Cs) por
el numero promedio de unidades que no se tienen disponibles. Y para determinar
este numero, se realiza el procedimiento utilizado para precisar el inventario
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promedio por ciclo. Luego, en la figura 4.2.3.1 encontramos que para encontrar el

namero promedio de unidades faltantes por ciclo se aplica la Ec. 4.2.3.10:

NUmero PromediodeUnidadesFal tan tesporCiclo = : -
LongituddelCiclo

AreabaonaL‘lneadeDuranteeIAgotamientoJ
Ec. 4.2.3.10

En la figura 4.2.3.1, se puede observar que el numero promedio de unidades
faltantes por ciclo es B/2. Entonces, el nimero promedio de unidades faltantes por
ciclo sera el area bajo la linea de agotamientos dividida entre la longitud del periodo

(tc). Por eso, la Ec. 4.2.3.10 modifica su expresion, como lo muestra la Ec. 4.2.3.11:

1
— xalturaxbase
Numero PromediodeUnidadesFal tantesporCicl o =

t

C

Ec. 4.2.3.11

En la Ec. 4.2.3.11, se puede observar que la altura es igual a B; y la base, a t>. Y
como se advierte de la figura 4.2.3.1, la Ec. 4.2.3.11 se modifica y queda expresada
através de la Ec. 4.2.3.12:

1 XBxt,,
Numero Pr omediodeUnidadesFal tan tesporCiclo =

C

Ec.4.2.3.12

Volviendo a la figura 4.2.3.1, se distingue que si se aplica una propiedad geométrica
de semejanza de triangulos entre el triangulo mayor y el menor, que relacionan Q y

B, a través de la Ec. 4.2.3.13, se nota que:
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L_ (uj _L Ec. 4.2.3.13
B Q Q

De la Ec. 4.2.313, se procede a despejar el tiempo del ciclo en el que existen los
agotamientos disponibles (t2), y da como resultado la Ec. 4.2.3.14, de la siguiente

forma:

g, — (LB Ec. 4.2.3.14
Q

Sustituyendo la Ec 4.2.3.14 en la Ec. 4.2.3.12, se tiene que el nimero promedio de

unidades faltantes por ciclo se determina mediante la Ec. 4.2.3.15:

t

C

1 t.xB
— XBX
2 (Qj_(tchzj B’

Inventario Pr omedioporCiclo = = =
2XQXt, 2xQ

Ec. 4.2.3.15
En forma analoga a como sucedi6 en el comportamiento de los inventarios, también
es frecuente que el nimero promedio de unidades faltantes por ciclo para un
namero alto de ciclos sea el valor que se determinard mediante la Ec. 4.2.3.14. Por
consiguiente, el costo de agotamiento se determinara a través de la Ec. 4.2.3.16, de

la siguiente forma:

2
CostodeAgotamiento = Cg x( ZBQJ Ec. 4.2.3.16
X

Por ultimo, el planteamiento del problema expresado en la Ec. 4.2.3.1 queda

modificado y expresado a través de la Ec. 4.2.3.17 de la siguiente manera.
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2 2
C; =C,x b +C.X > +C X B Ec. 4.2.3.17
Q 2xQ 2xQ

Pero como se menciond, B = Q — S, entonces, esta afirmacion se sustituye en la Ec.

4.2.3.17, la cual queda re-expresada en la Ec. 4.2.3.18 de la siguiente forma:

Minimizar:

C, = Cox[Ej + ch[ s j +C, X[Mj Ec. 4.2.3.18
Q 2xQ 2xQ

Solucién al planteamiento del modelo matemético del caso por ventas

perdidas

Para resolver el modelo matemético expresado a través de la Ec. 4.2.3.18, en la
figura 4.2.3.1 se puede observar que la cantidad 6ptima de pedido (Q*) sera aquella
en donde los costos de pedidos equilibren a los de agotamiento y a los de
mantenimiento. Esto significa que la Ec. 4.2.3.18 quedaria re-expresada a través de

la Ec. 4.2.3.19, como sigue:
Minimizar:

Cox[Ej = ch[s—zj +C, X[Mj Ec. 4.2.3.19
Q 2xQ 2xQ

Por tanto, de la Ec. 4.2.3.19 se determina el valor de la cantidad 6ptima de pedido

(Q*). Pero para realizarlo, hay dos inconvenientes:
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a. Puede suponerse con certeza que se tiene la seguridad desde un principio que
el costo de mantenimiento disminuira con los pedidos retroactivos; lo que
implica la posibilidad de que el inventario promedio aumente, dado que desde

este enfoque se piden cantidades mayores.

b. Supdngase que se conoce con seguridad la direccidn del cambio en los costos
de mantenimiento, entonces esto provocaria complicaciones para determinar
Q*. En consecuencia, la funcién del costo total tendria una segunda variable

de decision, S, es decir, el nivel maximo de inventario.

Luego, para obtener los valores de Q* y S* de la Ec. 4.2.3.18, se puede realizar a
través del método de ensayo y error, es decir, por un proceso de interpolacion lineal;
0 a través de las herramientas del calculo diferencial utilizando las derivadas
parciales, dado que la funcion de costo total involucra en forma conjunta a las dos

variables a despejar.

Entonces, derivando Ct con respecto a Q, primero resulta:

ac, _ d {CO X[Ej—i—CCX[ Ch j+Csx(—(Q_S)2j}
dQ dQ (1 Q 2xQ 2xQ

Ec. 4.2.3.20.a

Después, se iguala a cero la Ec. 4.2.3.20.b debido a que el valor de la pendiente de

la funcién Ct es cero en el punto minimo. Y resulta:

0= i{&x[gj + ch[ S° ]+ Csx[—(Q — S)z j}
dQ ( 1 Q 2xQ 2xQ

Ec.4.2.3.20.b
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Ahora, derivando Ct con respecto a S, primero resulta:

RS RN =)
ds dQ (1 Q 2xQ 2xQ

Ec.4.2.321.a

Después, se iguala a cero la Ec. 4.2.3.21.b, debido a que el valor de la pendiente

de la funcion Cr es cero en el punto minimo. Y resulta:

0= i{&x[gj + ch[ S° j+ Csx[—(Q — S)Z j}
dQ [ 1 Q 2xQ 2xQ

Ec.4.2.3.21b

Finalmente, se procede a despejar los valores de Q* y de S* del sistema de
ecuaciones resultante de las Ecs. 4.2.3.20.by 4.2.3.21.b, donde se obtienen ambos.
Por tanto, las Ecs. 4.2.3.22 y 4.2.3.23 podran obtener los valores de Q*y S, de la

siguiente forma:

2C.D
o* = [2SD, e FCs Ec. 4.2.3.22
Cc CS
S* = 2COI:)x Cs Ec. 4.2.3.23
C. C. +C,

Los resultados de la Ecs. 4.2.3.22 y 4.2.3.23 permiten obtener los valores de Q* y
S* respectivamente, donde se sabe que (Q*) es la cantidad éptima de pedido y (S*)

el nivel maximo de inventarios. Entonces, se puede verificar en forma clara que los
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costos de pedido deberdn equilibrar a los de agotamiento, y a los costos de
mantenimiento para dichos valores de Q* y S*.

Ahora, los administradores normalmente también buscan determinar el nUmero de
pedidos por periodo. Y este valor estara sujeto a una politica éptima y al tiempo que
transcurre entre dos periodos sucesivos. De igual manera, se debe determinar el
costo total en el cual se incurre al usar la politica 6ptima de pedidos. Estos valores

se conocen de la siguiente forma.

a. El numero éptimo de pedidos por periodo (N*) se obtiene a partir de la Ec.
4.2.3.24:

N*:\/CCDX\/ Cs Ec. 4.2.3.24
2C, "\ C, +Cq

b. El tiempo que transcurre entre dos periodos sucesivos se denomina también

ciclo del inventario (tc) y se obtiene de la Ec. 4.2.2.25:

2Cc, [c.+C
to* = 0y e s Ec. 4.2.3.25
DC, C.

c. Elcosto asociado con la politica 6ptima de pedidos se obtiene a partir de la Ec.
4.2.2.26:

C,*= /2C,C.Dx f% Ec. 4.2.3.26
c S
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Se puede concluir que con las ecuaciones aplicadas a lo largo del modelo clésico,
se obtienen soluciones de distintos problemas practicos que cumplan con sus

propiedades o condiciones.

Para una mejor comprension de cOmo se manejan estas ecuaciones, se expone a

continuacion el ejemplo 4.2.3.1.

Ejemplo 4.2.3.1

Una empresa se dedica a la distribucién de antenas universales utilizadas en forma
general en distintos tipos de minicomponentes y componentes de electronica y
comunicaciones, cuya demanda es de 2,500 piezas anuales. A su vez, el costo de
pedido es de $5.00; y el costo de almacenamiento por unidad por afio, de $ 2.00. El
fabricante esta ubicado en una zona muy cercana y puede garantizar una entrega

instantanea. Se calcula que el costo por agotamiento es de $0.50 por unidad anual.

Con base en la informacion anterior, se pide determinar:

Valor de la cantidad 6ptima de pedido

Valor del nivel de inventarios maximo

Valor del costo total si el costo por unidad es de $3.50
Numero de pedidos por afio

Tiempo entre pedidos

Costo total asociado con la politica éptima de Q*

N o o~ wDdPE

Conclusiones

Solucién

Para obtener la solucion completa del ejemplo 4.2.3.1, se daran los siguientes

pasos:
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1. Para dar con el valor de la cantidad 6ptima de pedido (Q*), se aplica la Ec.
4.2.3.22:

o* = [2CeDP, |Cc +Cs Ec. 4.2.3.22
c C.

(o3
Se sabe que Co = $5.00, Cn, = $2.00, Cs = $0.50 y D = 2,500 unidades;
entonces, sustituyendo estos valores en la Ec. 4.2.3.22, se encuentra el valor

de Q*, y resulta:

Q*= \/ 2(5)(2’500) x\/ 2 g 2'050 = /12,500%+/5 = (111.8033)(2.2360) = 249.9997

2. Para obtener el valor del nivel maximo de inventario (S*), se emplea la Ec.
4.2.3.23:

2C,D
gx— [2CoDy | Cs Ec.4.2.3.23
C C, +Cq

Cc

Se sabe que Co = $5.00, C, = $2.00, Cs = $0.50 y D = 2,500 unidades. Luego,

sustituyendo estos valores en la Ec. 4.2.3.24, se halla el valor de S*, y resulta:

S* = \/ 2(5)(2’500) x\/ 5 O'gzo = /12,500%+/0.20 = (111.8033)(0.4472) = 49.9999
+ U.

3. Paradeterminar el costo total se utilizala Ec. 4.2.2.7, pero con la modificacion
de agregar el costo anual del inventario, lo que permitira obtener el costo total
del inventario. Esto se nota en la Ec. 4.2.2.12:
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C; = CostoAnual + CostodePedido + CostodeMantenimiento + CostodeAgotamiento

Ec. 4.2.3.27

Se sabe que Cy = 3.50, Co = $5.00, C» = $2.00, Cs = $0.50 y D = 2,500
unidades. Entonces, se obtienen cada uno de los costos que involucran a la

Ec. 4.2.2.12, y después se sustituyen en ésta para encontrar el valor de Cr.

e Costo anual. Se obtiene de multiplicar el valor de C, por la demanda anual
de piezas. En este caso, se multiplicara el valor de $3.50 por las 2,500

piezas que representan a la demanda anual, y resulta:

C =C,xD =$3.50x2,500 = $8,750.00

Anual

e Costo de pedido. Se obtiene con la Ec 4.2.3.2:

CPedido = CoX R - $5_00X(ﬂj = $50.00
Q* 249.9997

e Costo de mantenimiento. Se obtiene con la Ec. 4.2.3.9:

(49.99)°

CostodeMantenimiento = $2.00x| ——
(2)(2,500)

j = ($2.00)(0.4998) = $0.9996

e Costo de agotamiento. Se obtiene con la Ec. 4.2.3.16:

2 _ 2
CostodeAgotamiento = C¢x B~ |_ ($0.50) x (249.9997 — 49.99) =$40.00
2%Q (2)(249.9997)
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Finalmente, el costo total se conocerd sustituyendo los cuatro costos

determinados en forma separada en la Ec. 4.2.3.27, y resulta:

C, =$8,750.00 + $50.00 + $0.9996 + $40.00 = $8,790.9996

4. Para determinar el numero de pedidos por afio, se utiliza la Ec. 4.2.3.24:

N* = \/ (2)(2500), | 050 _ /556y /020 = (22.3606)(0.4472) = 9.9999
(2)(5) 2.00 + 0.50

5. Para calcular el tiempo entre pedidos, se aplica la Ec. 4.2.3.25:

g x= |20 x\/ 2004050 _ /550045 = (0.0447)(2.2360) = 0.0999 Afios = 36.48Dias
(2)(2,500) 0.50

6. Para dar con el valor del costo total asociado con la politica 6ptima de Q*, se
utilizara la Ec. 4.2.3.26, y resulta:

0.50
2.00+0.50

C.*=/(2)(5)(2)(2,500)x — /50,000%+/0.20 = (223.60)(0.4472) = $99.9996

7. Se llega a las siguientes conclusiones:

e Al aplicar el modelo de inventarios para ventas perdidas,
la empresa dedicada a la distribucion de antenas
universales para todo tipo de minicomponentes y
componentes en electrénica y comunicaciones, para
gue no se encuentre en dificultades de colocar sus
productos retrasados entre su clientela, debera tener un
stock en existencia con la cantidad 6ptima de pedido,
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gue oscila en 249.9997 unidades, con un nivel maximo
de inventario de 49.99 unidades.

e Esta cantidad 6ptima de pedido le genera un costo total
de $8,790.9996, el cual le permitird realizar 9.9999
pedidos anuales. Por consiguiente, estos pedidos
tendran un tiempo de 36.48 dias entre cada uno de
ellos.

e El costo total asociado con la politica 6ptima de Q* fue
de $99.9996.

4.2.4. Caso con tasa de produccioén finita?!

El caso con tasa de produccion finita, conocido también como modelo del tamafio
del lote de produccion, a diferencia de los demas, considera que el reabastecimiento
del inventario no es inmediato. Como es un modelo de produccion, se comporta
para situaciones fabriles, donde el reabastecimiento de los inventarios se realiza a
través de una corrida de produccién, que puede consumir un tiempo considerable

hasta que se termine de hacer.

Para una mejor comprension del planteamiento y solucién de este caso, en la figura
4.2.4.1, se muestra en un diagrama cartesiano una representacion esquematica del

comportamiento de los inventarios en una operacion productiva.

21 |pid., pp. 517-522.
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“Comportamiento que presentan los “Inventarios” bajo el”
“Modelo Clasico” de “Tasa de Produccion Finita”

“Nivel de” “Nivel Maximo de” “Nivel Promedio de”
“Inventario” “Inventario” “Inventario”

i

“Tiempo

“Figura 4.2.4.1”

En la figura 4.2.4.1, se visualiza que el comportamiento de los inventarios en una
operacion productiva se fundamenta en que la produccion realizada pasa al
inventario de productos terminados; por consiguiente, los bienes que se demandan
se extraen de ahi. Asimismo, se distingue el caso de una operacion de
reabastecimiento del inventario a través de la produccion con un tiempo de adelanto
de cero, lo que quiere decir que no se permitiran, por ninguna circunstancia, los

agotamientos.

El término caso de tasa de produccion finita se emplea para realizar una descripcion
de este modelo basico, en donde la variable de decisiéon es Q*, llamada tamafo

optimo del lote de produccién.

Cuando se aplica a través del modelo clasico de cantidad econdmica de pedido, el
caso de tasa de produccion finita cumple con todas las consideraciones o
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propiedades basicas, excepto con la referente al reabastecimiento de los
inventarios, el cual no se realizara en forma inmediata, sino por medio de una corrida
de produccion que se ejecutara de manera paulatina segun las necesidades de la
empresa. Lo que significa que el pedido total se recibird en un determinado tiempo
considerable hasta que éste se cumpla.

Para una mejor comprension del caso, en primera instancia se planteara mediante
un modelo matematico del modelo clasico. Después, se expondra cOmo se
desarrolla la solucion de este modelo matematico. Por dltimo, se mostrara y
solucionarda un ejemplo en donde pueda visualizarse y entenderse el uso y

aplicacion de este modelo clasico a través de este caso.

Planteamiento del modelo matemético del caso de tasa de produccion finita

Para obtener el comportamiento de la funcidn costo total de los inventarios del caso
de tasa de produccion finita, sera necesario definir sus parametros y variables a

través de la siguiente notacion:

Co = Costo por pedido que se coloca

Cc = Costo de mantenimiento por unidad y por periodo

Cr = Costo total del inventario por periodo

Q = Cantidad econ6mica de pedido o tamafio del pedido

D = Numero de unidades que se piden por periodo

En el modelo clasico, la variable de decision que nos daré la solucion es la cantidad
econdémica de pedido (Q), cuyo objetivo es lograr la minimizacion del costo total de

los inventarios.

Ademas, de la figura 4.2.4.1, se infiere que el tamafio optimo del lote seria igual al

valor de Q* para el modelo clasico; pero de la figura 4.2.4.1, se deduce que el nivel
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méaximo de inventario que el caso de tasa de produccién tiene es menor del valor
de Q. De aqui que el inventario promedio sea menor al valor de Q/2, utilizado por el

inventario promedio del modelo clasico.

Por consiguiente, dado que el inventario promedio del caso de tasa de produccion
finita es menor al del modelo clasico, los costos de mantenimiento también seran
menores a los de mantenimiento, empleados en el modelo clasico. Mientras que los
parametros Cr, Co y Cc son constantes que permiten determinar los costos total, de

preparaciéon y de mantenimiento para varios tamafios.

Un planteamiento general del modelo clasico es como se muestra en la Ec. 4.2.4.1,

como sigue.
Minimizar:
Costo total del inventario = Costo de preparacion + Costo de mantenimientos

Ec.4.2.4.1

En la Ec. 4.2.4.1, se puede observar que el costo de pedido es sustituido por uno
denominado costo de preparacion, que consta de los costos referentes a la mano
de obra y a los materiales vinculados a la preparaciéon de la maquinaria, la cual

desarrollard una corrida de produccion.
El costo de preparacion (Co) para una corrida de produccion es idéntico al costo de

pedido utilizado en el modelo clasico. Entonces, para determinar el costo de
preparacion se utiliza la Ec. 4.2.4.2:

Costode Preparacion = Cox(g] Ec.4.2.4.2
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Luego, el costo de mantenimiento sera igual al de mantenimiento por unidad de
periodo (Cc), el cual se multiplica por la cantidad promedio de unidades que se
mantienen en el inventario. A esta cantidad promedio de unidades mantenidas en

el inventario también se le denomina inventario promedio.

Para encontrar el inventario promedio por ciclo se partira de la informacién que se

presenta en la figura 4.2.4.1, y se calculard con la E. 4.2.4.3:

. . AreabajounaLineadeDemandacuandoexisteel | nventario
InventarioPromedio =

Tiempoelcualexisteel Inventario

Ec. 4.2.4.3

Ahora, de la figura 4.2.4.1, para determinar el area bajo la linea de demanda cuando
existe el inventario, debera obtenerse el valor de M, referido al nivel maximo de

inventario.

Para determinar el valor de M, es necesario definir la tasa de produccién o
reabastecimiento y la tasa de demanda o uso, donde:

r. = Numero de unidades por periodo resultantes del proceso de produccion. Es
decir, la tasa a la cual se colocan los productos en el inventario; y para su

analisis se supone que permanece constante.
r. = Numero de unidades demandadas por periodo.

Ahora, para que el modelo del caso de la tasa de produccion finita sea factible, r1
necesariamente debera ser mayor a rz. Si esta condicion no se cumpliera, el area
de produccion no se encontraria en las condiciones de satisfacer la demanda
requerida. Por consiguiente, después de que se ponga un pedido de produccion, en
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forma instantanea, el nivel del inventario aumentara a una tasa constante igual a la
diferencia de r1 menos r, esto es, (r. — r2), hasta que termine el periodo ti; por lo
gue en ese momento el nivel de inventario es igual a M. Luego, cuando transcurre

el periodo t2, el inventario se reducira al valor de la tasa constante de demanda ro.

Entonces, sir1 es la tasa de produccion, significa que la relacion Q/r1 serd igual a ty,
que es el periodo en el cual se invierte al producir el pedido completo. Por tanto, el
namero de unidades que se demandaran durante el periodo t; sera (r2 x t1). De estas
relaciones, resulta que la demanda durante el periodo t; se determina mediante la

Ec. 4.2.4.4 como sigue:

DemandaduranteelPeriodot, = (gjxrz Ec.4.2.4.4

1

Por tanto, el valor de M se determinara mediante la Ec. 4.2.4.5:

M =Q —(%]xrz ~Q —Q(%J Ec.4.2.4.5

1 1

Determinado el valor de M, se procede a determinar el valor del inventario promedio

por ciclo a través de la Ec. 4.2.4.6.d:

Ec. 4.2.4.6.a

Inventario Pr omedioporCiclo = ((1/ 2)xMt, + 1/ 2)X|V|t2j

(L +15)

Inventario Pr omedioporCiclo = (

1/ 2)[Q-Q(r,/ )} + @/ 2)[Q-Q(r, / rl)]tzj
(t, +t,)

Ec.4.24.6.b

. 312 de 419
Sexto semestre



Informatica

Inventario Pr omedioporCiclo = (

1/ 2[Q-Q(r, / n)lt, +tz)] Ec. 4.2.4.6.c
(t+1)

Inventario Pr omedioporCiclo = [%)(1—2J Ec.4.2.46d

h

Luego, el valor del costo de mantenimiento se obtendra mediante la Ec. 4.2.4.7:

CostodeMantenimiento = (%)x(l— iijC Ec. 4.2.4.7
h

Finalmente; el planteamiento del problema de la Ec. 4.2.5.1 queda modificado y

expresado a través de la Ec. 4.2.4.8 asi:

Minimizar:

C; =G, X[Ej + ch[gjx[l— r—zj Ec.4.2.4.8
Q 2 r

Solucién al planteamiento del modelo matemético del modelo clasico

Para resolver el modelo matematico expresado a través de la Ec. 4.2.4.8, en la
figura 4.2.4.1 se puede observar que existen dos factores de costo relacionados en
la funcién del costo total (Ct). Por tanto, éstos permiten determinar el tamafio del

lote (Q*), que cumple con el objetivo de minimizar Cr.

Entonces, utilizando las herramientas de la derivada del célculo diferencial, se
puede decir que para obtener el valor minimo de una funcion se procedera a

encontrar la derivada de la funcion costo total, o sea, la derivada de la Ec. 4.2.4.8,
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e igualando el resultado de la derivada a cero. De este modo, el valor de Q* quedara

expresado como se indica en la Ec. 4.2.4.9.9.

Derivando Ct con respecto a Q, resulta:
dC; _ d JCo (D +ch[9jx 1- 2 Ec.42.49.a
dQ dQ [ 1 Q 2 r

dC; _ _COD_'_[CC jx[ _r_zj Ec.4.2.49.b

aQ  Q° 2 r

Después, se iguala a cero la Ec. 4.2.4.8.b debido a que el valor de la pendiente de

la funcion Ct es de cero en el punto minimo; y resulta:

—~C,D
0=—=9L (CC jx[ —~ r_zj Ec. 4.2.49.c
Q 2

Finalmente, se procede a despejar el valor de (Q*):

D
Co! :[chx[ _r_zj Ec. 4.2.4.9.d
Q 2 n
2C, D

o :sz[ _r_zj Ec.4.2.4.9.e

C. r,

2C,D
0 =Q°* Ec. 4.2.4.9.f
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Resulta:

Ec.4.249.9

El resultado de la Ec. 4.2.4.9.g permite obtener el valor de Q*, donde se sabe que

(Q*) es el tamario del lote.

Ahora, los administradores normalmente también buscan determinar el nUmero de
pedidos por periodo. Y este valor debe estar sujeto a una politica 6ptima y al tiempo
que transcurre entre dos periodos sucesivos. De igual manera, se determinara el
costo total en el cual se incurre al usar la politica 6ptima de pedidos. Estos valores
se obtienen de la siguiente forma.

a) Numero 6ptimo de pedidos por periodo (N*). Tomando como referencia el
tamafo del lote, se obtiene de dividir el valor de la demanda (D) entre el valor
del tamafio del lote (Q*). Este valor de N* se conoce a partir de la Ec. 4.2.4.10,

asi:

DCCx[l— rzj
.
N> = L Ec. 4.2.4.10

b) Tiempo que transcurre entre dos periodos sucesivos o ciclo del inventario (tc).
Se refiere al inverso del nimero éptimo de pedidos (N*), por lo que el valor

de N* se obtiene de la Ec. 4.2.4.11 como sigue:
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t. = 2Co Ec.4.2.4.11

DC, x[l _ rz]
rl

c) Costo asociado con la politica 6ptima de pedidos. Se obtiene sustituyendo el

valor de Q* en la Ec. 4.2.4.8. Y el valor de (Q*) se conoce a partir de la Ec.
4.2.4.12.c:

*
C; =C,Xx —D +ch[—Q ]x _ Ec.4.2.4.12.a
Q* 2 r

Donde:

2C,D

C. x[l - rzj
rl

Sustituyendo la Ec. 4.2.4.9.g en la Ec. 4.2.4.12.a, se tiene lo siguiente:

Q* = Ec.4.2.49.9

2C,D
ch[l— Zj
D r
C* =C/X +C_ X Ec.4.2.2.12.b
2C,D 2
ch[l— rzj
rl
Y resulta:
C, = \/ZCOCCD(l—:—ZJ Ec. 4.2.4.12.c
1
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En conclusion, con las ecuaciones que se desarrollaron a lo largo del caso de la
tasa de produccion finita, se solucionan distintos problemas practicos que cumplan

con sus propiedades o condiciones.

Para que el alumno comprenda como se utilizan estas ecuaciones, se muestra un

caso en el ejemplo 4.2.4.1.

Ejemplo 4.2.5.1

Una empresa se dedica a la produccién de antenas universales que se utilizan en
distintos tipos de minicomponentes y componentes de electréonica vy
comunicaciones, cuya demanda es de 2,500 piezas anuales. El costo de
preparacion por corrida es de $5.00; y el de almacenamiento por unidad por afio, de
$2.00. Una vez que la maquina estéa operando, hace estas antenas a razon de 4,000

piezas anuales. La empresa opera al menos 300 dias habiles al afio.

De acuerdo con la informacién anterior, se pide determinar:

1. Valor del tamafo del lote

2. Valor del costo total si el costo por unidad es de $3.50
3. Numero de pedidos por afio
4. Tiempo entre pedidos
5. Costo total asociado con la politica éptima de Q*
6. Conclusiones
Solucion

Para obtener la solucion completa del ejemplo 4.2.4.1, se daran los siguientes

pasos:
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1. Para obtener el valor del tamafio del lote (Q*), se aplicara la Ec. 4.2.4.9.g,

de la siguiente forma:

Ec.4.2.49.9

Se sabe que Co = $5.00, Cn = $2.00, r, = D = 2,500 unidades y r1 = 4,000
unidades. Entonces, sustituyendo estos valores en la Ec. 4.2.4.9.g se

encuentra el valor de Q*:

ox_ |_2X5x2500 _ \/25,000
5y 1. 2:500 1.875
4,000

= /13,333.3333 =115.4700

2. Para determinar el costo total, se utilizara la Ec. 4.2.4.8, pero con la
modificacidn de agregar el costo anual del inventario, lo que permitira obtener
el costo total del inventario. Esto se advierte en la Ec. 4.2.4.13:

C, = CostoAnual + Costode Preparacion + CostodeMantenimiento

Ec. 4.2.4.13

Se sabe que Cy = 3.50, Co = $5.00, C, = $2.00, r; = D = 2,500 unidades y r2
= 4,000 unidades. Luego se obtienen cada uno de los costos que involucran
ala Ec. 4.2.4.13 y se sustituyen en ésta para dar con el valor de C+. Se llega

a lo siguiente.
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» Costo anual. Se obtiene de multiplicar el valor de Cy por la demanda anual
de piezas. En este caso, se multiplica el valor de $3.50 por las 2,500

piezas que representan a la demanda anual; y resulta:

C =C,xD =$3.50x2,500 = $8,750.00

Anual

» Costo de preparacion. Se obtiene con la Ec 4.2.4.2; y resulta:

CPreparacién :COX R :$500X ﬂ =$1082532
* 115.4700

» Costo de mantenimiento. Se encuentra aplicando la Ec. 4.2.4.7:

*
CostodeMantenimiento = [Q—Jx 1- 2 xC, = (ij 1—@ X2 = $43.3012
2 r 2 4,000

Finalmente, el costo total se conocerd al sustituir los tres costos determinados

en forma separada en la Ec. 4.2.2.13; y se tiene:
C, =$8,750.00 + $108.2532 + $43.3012 = $8,901.5544

3. Numero de pedidos por afio. En este caso, se utiliza la Ec. 4.2.2.10 de la

siguiente forma:

r
DCCx(l —~ rzj 2,500x2x(1 —~ jggg] 57
LA ’ = ’10 = +/187.50 =13.6930PedidosporAfio

2C, 2x5

N* =

¢ 319 de 419
Sexto semestre



; w?ﬁ";’,, Informatica
“
=\ SUA,}ED

4. Tiempo entre pedidos. Para calcularlo, se aplica la Ec. 4.2.2.11:

2
t, = “o = 2X5 o0, \/1;35 = +/0.005333 = 0.0730 Afios
I. )
DC x| 1--% 2,500x2x| 1—-
¢ ( rlj ( 4,000)
En dias: tc = 26.64 dias

5. Valor del costo total asociado con la politica 6ptima de Q*. Se utiliza la Ec.
4.2.2.12.c:

C, = \/200ch(1—2} \/2x5x2x2 SOOx[l—%j /18,750 = $139.9306

I

6. Finalmente, se llega a las siguientes conclusiones:

e Para que no se encuentre en dificultades de colocar sus
productos entre su clientela, la empresa dedicada a la
produccion de antenas universales para todo tipo de
minicomponentes y componentes en electrénica y en
comunicaciones, debera tener un stock en existencia de un
tamafo de lote que oscila en 115.4700 unidades.

e Esta cantidad 6ptima de pedido le genera un costo total de
$8,901.5544, que le permitira realizar al menos 13.6930
pedidos anuales. Por consiguiente, estos pedidos tendran un
tiempo de 26.64 dias entre cada uno de ellos.

e El costo total asociado con la politica 6ptima de Q* es de $
136.9306.
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4.2.5. Caso con descuentos por cantidad??

El caso descuentos por cantidad aplicado con respecto al modelo clasico de la
cantidad economica de pedido toma como referencia fundamental la cantidad
econdémica de pedido, o sea, la cantidad econémica 6ptima que deberan solicitarle
al proveedor en cada uno de los pedidos que le sean requeridos, a fin de llegar al
objetivo: minimizacién de los costos asociados a los costos de pedidos y a los de

mantenimiento del total de las unidades que conformaran el inventario.

Este caso tiene también como objetivo central determinar la cantidad 6ptima de
pedido mediante la reduccién de costos. Y para lograrlo, serd necesario contestar

las siguientes preguntas:

e ¢ Cuanto se debera pedir para conformar el inventario?

e ¢ Cuando se deberd realizar el pedido que conformara el inventario?

Para resolver este caso, se utiliza la reduccion de costos, a través de la aplicacion

del modelo clasico de la cantidad econdémica de pedido.

No resulta extrafio que también en el ambito cotidiano los proveedores de las
empresas otorgan descuentos en el valor de los costos si los pedidos son muy

voluminosos, Yy si sus stocks se lo permiten, para bajar mas aun el costo total.

Cuando se aplica a través del modelo clésico de cantidad econdémica de pedido, el
caso de los descuentos por cantidad cumple con todas las consideraciones o
propiedades basicas. Por consiguiente, recurre a las mismas ecuaciones del caso
por faltantes, pues ambos se derivan como parte fundamental de la aplicacion del

modelo clasico de cantidad economica de pedido.

22 |pid., pp. 507-510.
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La diferencia entre el caso con faltantes y el de descuentos por cantidad reside en

los descuentos; en el segundo, si existen, y en el primero no.

El ejemplo 4.2.5.1 permitira al estudiante entender mejor cbmo se aplica y resuelve

este caso utilizando el modelo clasico de la cantidad econémica de pedido.

Ejemplo 4.2.5.1

Una empresa se dedica a la distribucién de antenas universales que se utilizan en
forma general en distintos tipos de minicomponentes y componentes de electrénica
y comunicaciones, cuya demanda es de 2,500 piezas anuales. El costo de pedido
por unidad es de $5.00; y de almacenamiento por unidad, de $2.00. Ademas, el

proveedor le ofrece a la empresa las siguientes opciones de descuento:

a. Cuando el pedido del inventario esta entre 0 y 100 unidades, 0 %.
b. Cuando el pedido del inventario esta entre 100 y 120 unidades, 5%.

c. Cuando el pedido del inventario esta entre 120 y 150 unidades, 10%.

Con base en la informacion anterior, se pide determinar lo siguiente:

1. Valor de cantidad 6ptima de pedido

2. ¢Qué cantidad debera ordenar, tomando en cuenta lo que el proveedor le
ofrece? ¢Por qué?
Numero de pedidos por afio

4. Tiempo entre pedidos

5. Conclusiones
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Solucioén

Para obtener la solucion completa se daran los siguientes pasos.

1. Para encontrar el valor de la cantidad éptima de pedido, se aplicard la Ec.

4.2.2.8.9:

2C,D

Q*:\ Cc

Ec4.2.2.8.9

Se sabe que Co = $5.00, C, = $2.00 y D = 2,500 unidades, entonces,

sustituyendo estos valores en la Ec. 4.2.2.8.g se conoce el valor de Q*:

Q*= \/ 2(2520)(5) = \/ 25(2)00 = /12500 =111.8033UnidadesPorPedido

Se procede a encontrar el costo total mas bajo de acuerdo con la politica
Optima del proveedor, el cual se obtendra para cada una de las tres opciones
que el proveedor le esta ofreciendo a la empresa. De esta forma, la opcion b
resultd ser la mas viable, pues la cantidad éptima de pedido se halla entre
100 unidades y 120 unidades. Luego, para determinar el valor del costo total

mas bajo se aplicara la Ec. 4.2.2.12:

C; = CostoAnual + CostodePedido + CostodeMantenimiento Ec. 4.2.2.12

Se sabe que Co = $5.00, C, = $2.00 y D = 2,500 unidades. Se sustituyen
estos valores en la Ec. 4.2.2.12; pero en primera instancia se procede a
calcular cada uno de los costos que conforman la ecuacién, para luego dar

con el valor de Ct. Se tiene lo siguiente.
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» Costo unitario de descuento. Como se escogio la opcion b, ésta indica
que el proveedor realizara un descuento del 5%. Por ello, el costo unitario
de pedido descontado (Cod), considerando la cantidad 6ptima de pedido
de 111.8033 unidades es igual a:

Cos = C, — (C,XFD) = $5.00 — ($5.00%0.05) = $4.75

» Costo anual. Se obtiene de multiplicar el valor de Coq por la demanda
anual de piezas. En este caso, se multiplica el valor de $4.75 por las 2,500
piezas que representan la demanda anual, y resulta:

C e = Cog XD = $4.75x2,500 = $11,875.00

Anual

» Costo de pedido. Se encuentra con la Ec. 4.2.2.2:

Credido = Cog X E = $4-75X[2’500j =$106.2133
Q* 111.8033

Téngase en cuenta que la opcion b presenta un limite superior de 120

unidades; entonces, el costo de pedido bajaria:

Cpedido :COdX R = $4.75X 21500 = $98.9583
* 120
Como se puede notar, la opcion b permite aumentar el valor del tamafio
de la cantidad éptima de pedido debido a que es el intervalo que el
proveedor esta manejando con el descuento del 5%. Lo que implica que

en el costo de pedido le permitira ahorrarse a la empresa $7.2549 pesos

y aumentar su cantidad optima de pedido en 8.1967 unidades.
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» Costo de mantenimiento. Se encuentra al aplicar la Ec. 4.2.2.6:

*

CMantenimiento = Cod X((gzj = $475X

(11859 _ s

Téngase en cuenta que la opcidn b posee un limite superior de 120

unidades, por lo que el costo de mantenimiento subiria:
*
CMantenimiento = COd X[(Dzj = $475X(1§o) = $28500

Como se advierte, la opcién b le permite a la empresa aumentar el valor
del tamafio de la cantidad éptima de pedido debido a que es el intervalo
gue su proveedor le estd manejando con el descuento del 5%. Lo que
implica ahora que en el costo de mantenimiento le obligar4d a pagar
$19.4672 pesos y aumentar su cantidad 6ptima de pedido en 8.1967

unidades.

Finalmente, de acuerdo con la politica 6ptima de pedidos del proveedor, el
costo total mas bajo se obtendra al sustituir los tres costos determinados en

forma separada en la Ec. 4.2.2.12; y resulta:
C,; =$11,875.00 +$98.95.83+$285.00 = $12,258.9583

3. Se procede a determinar el nimero de pedidos por afio, aplicando la Ec.
4.2.2.9, de la siguiente forma:

D 2500
Q* 111.8033

= 22.3606PedidosalAno
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A través de la opcion b, el proveedor le ofrecié a la empresa un descuento
del 5%, lo que le permite modificar el nUmero de pedidos. Y resulta:

D _ @ = 20.8333Pedidosal Ao

TQ* 120

Lo anterior le da una ventaja a la empresa, ya que realiza al afo 1.5272
pedidos menos de los que haria cuando Q* fuese igual a 111.8033 unidades;
esto implica que el costo minimo asociado bajara mas, pues se hacen menos

pedidos.

4. Finalmente, se calcula el tiempo entre pedidos, aplicando la Ec. 4.2.2.10:

. _Q*_111.8033

. =0.0447 Afos =16.3232Dias
D 2500

Recuérdese también que el proveedor le ofrecié a la empresa, a través de la
opcién b, un descuento del 5%, que le permite modificar el tiempo entre

pedidos; y se tiene entonces:

x
Q%120 bagAfios —17.52Dias
D 2500

Lo anterior le da una ventaja a la empresa, ya que el tiempo entre pedidos le
aumenta 1.20 dias de los que tendria que hacer cuando Q* fuese igual a
111.8033 unidades; esto implica que el costo minimo asociado baje mas,
pues el tiempo entre pedidos resulta mayor para su beneficio entre los

pedidos que realice la empresa.
5. Del ejemplo analizado, se pueden establecer las siguientes conclusiones:
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e Si no se hubiera determinado la cantidad minima econémica
de pedido o lote econdémico, de las tres opciones que el
proveedor le ofrece a la empresa la c resultaria la mejor, pues
ofrece un descuento del 10%.

e Perocomo en el ejemplo se tuvo que determinar por necesidad
el valor de la cantidad econémica de pedido, la alternativa que
cubre en forma satisfactoria las necesidades de la empresa con
base en la informacion proporcionada es b, dado que su costo
total asociado si baja si se toma como referencia la opcion a.

e Dentro del costo total asociado obtenido se puede notar que el
costo anual baja, asi como el costo de pedido; el que sube, por
obvia razén, es el de mantenimiento.

e Con respecto al numero de pedidos, la empresa realiza menos
de los que esperaba, dadas las facilidades que el proveedor le
otorgd. En consecuencia, su tiempo entre pedidos aumenta, lo
gue la beneficia aun mas, y por consiguiente se ve reflejado en
el costo total asociado obtenido.

e Estas condiciones soOlo se daran siempre y cuando la
capacidad de almacenaje de la empresa le permita disponer de
espacio para una adicion de producto minima, la cual se
presenta por las facilidades que el proveedor le da a la empresa
con los descuentos por unidad.

Para ampliar lo visto en esta unidad, se sugiere revisar el Anexo 4.
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RESUMEN

Los inventarios son los recursos que posee una empresa segun su giro y sector
econdémico, que son utilizables y se encuentran almacenados en algun punto

determinado del tiempo.

El manejo eficiente de inventarios implica una serie de funciones: desglose, tipo de
inventario por manufactura y tipo de inventario por ventas al detalle. Para que los
analistas lleven a cabo estas acciones, es nhecesario que conozcan las
caracteristicas del problema, a fin de poder seleccionar el modelo acorde con esas
cualidades. Entre las caracteristicas representativas de los diferentes modelos de
inventario, se tienen las siguientes: modelos comerciales comparados con modelos
de produccion, demanda, tiempo de adelanto, politicas de pedidos, agotamientos,

estructura de los sistemas y horizonte de tiempo del modelo.

Los criterios de los costos también tienen una gran importancia cuando se analizan
los inventarios, ya que para realizar dicho estudio, es necesario considerar una serie
de variables como el rendimiento sobre la inversion, rotacion de activos y ciclo de
vida del producto, entre otras. Todas estas variables siempre se examinan de
manera contable y financiera en forma continua, es decir, considerando intervalos
de tiempo continuos. Por ello, el andlisis de los inventarios tendria que echar mano

de modelos mas complejos.

Por tanto, la mayoria de los modelos de inventarios que existen en la investigacion
de operaciones se fundamentan en las compensaciones de los costos, como criterio

basico de su analisis. Hay cuatro variables de costos: de pedido o preparacién, de
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mantenimiento o conservacién, de agotamiento o falta de existencias y de

adquisicién o produccion.

En cuanto al modelo de lote clasico, también conocido como modelo clasico de la
cantidad econdmica de pedido (CEP), se fundamenta en suponer que esta
especificado al establecimiento de una funcién denominada funcion comercial. Esta
analiza el &mbito exterior de una compafia, en donde se consideran dos variables

Importantes a seguir: compras y ventas.

Se analizaron cuatro casos basicos de modelos de inventarios que se apoyan en el
modelo CEP: por faltantes, ventas pérdidas, con tasa de produccion finita y de
descuentos por cantidad.

El caso con faltantes es la aplicacion mas general que utiliza el modelo clasico de
cantidad econdmica de pedido, pues cubre en forma periddica los faltantes que
tenga el stock de la empresa, a fin de que no sufra al momento de estar entregando

los diferentes pedidos que hagan sus clientes.

El caso con ventas perdidas es una aplicacion del modelo clasico de cantidad
econémica de pedido. Se distingue por cumplir con todas las condiciones o
propiedades basicas, excepto la referente a los agotamientos. Por esta razén, este
caso también es denominado modelo clasico de cantidad econ6mica de pedido con

agotamientos: no se permiten los pedidos retroactivos.

El caso con tasa de produccion finita o modelo del tamafio del lote de produccion, a
diferencia de los demas modelos, considera que el reabastecimiento del inventario
no es inmediato. Y como es un modelo de produccién, es para situaciones de tipo
fabril, donde el reabastecimiento de los inventarios se realiza a través de una corrida
de produccion, que puede consumir un tiempo considerable hasta que se termine

de hacer.
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Por ultimo, el caso descuentos por cantidad aplicado con respecto al modelo clasico
de la cantidad econdémica de pedido toma como referencia fundamental la cantidad
econOmica de pedido, o sea, la cantidad econémica Optima que deberan solicitarle
al proveedor en cada uno de los pedidos que le sean requeridos, a fin de llegar a la
minimizacion de los costos asociados a los costos de pedidos y a los de

mantenimiento del total de las unidades que conformaran el inventario.
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OBJETIVO PARTICULAR

Al finalizar la unidad, el alumno describird y analizara el manejo y uso de las teorias
de lineas de espera en distintas areas de aplicacion en las empresas, que permitan
encontrar el modelo de actuacion Optima para la solucién de problemas a través de
una correcta toma de decisiones.

TEMARIO DETALLADO
(12 horas)

5. Linea de espera

5.1. Terminologia

5.2. Estructura basica de una linea de espera

5.3. Modelos de una cola con un servidor

5.4. Modelos de una cola con servidores multiples en paralelo

5.4.1. Caso de una cola multicanal siempre y cuando se suponga que la
poblacién es infinita

5.4.2. Caso de una cola multicanal siempre y cuando se suponga que la
poblacién es finita

5.5. Modelos de una cola con servidores multiples en serie

5.6. Comportamiento prioritario de una linea de espera
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INTRODUCCION

Fundamentales en los métodos cuantitativos, las teorias de las lineas de espera
ayudan a las organizaciones en el andlisis y solucion de distintos procesos
industriales y de servicios. Ademas, en la mayor parte de las empresas hay
procesos industriales y de servicios que generan lineas de espera, conocidas como

colas.

La teoria de lineas de espera referente a los procesos industriales en las
organizaciones tuvo su primera aplicaciéon cuando el ingeniero danés A. Erlang,
dedicado en su campo profesional a la industria telefonica, disefié y desarroll6 el
primer trabajo de investigacion a partir de estas teorias, en la realizacion de diversos
experimentos que involucraban la demanda fluctuante de instalaciones telefonicas
y los efectos de éstas sobre el equipo automatico. Pero el verdadero apogeo de la
teoria de las lineas de espera se da durante la Segunda Guerra Mundial, cuando se
aprovecho6 en la resolucién de distintos problemas para una correcta toma de

decisiones.

Hoy dia, existen muchas aplicaciones industriales y de servicios en las que se aplica
de manera recurrente la teoria de las lineas de espera, donde el costo de tiempo
perdido por el personal en la linea de esperay el costo de instalaciones adicionales

se determinan con precision.

Asi, muchas aplicaciones de este tipo pueden llegar a una solucion, de tal forma
que ésta proporcione el costo total mas bajo del tiempo perdido de las personas que

esperan el servicio, mas los sueldos de quienes lo proporcionan.
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Por otra parte, las lineas de espera también ha sido un tema fundamental en el
crecimiento de la investigacion de operaciones, pues representan una parte

estructural en el funcionamiento, operacion y desarrollo de las mismas.

El objetivo de las lineas de espera es ahorrar recursos monetarios a las empresas
en donde se minimice al maximo la pérdida de tiempos por los operarios que
trabajan en sus procesos, de manera que también logren obtener una maximizacion

de sus utilidades.

En este marco, esta unidad se expone de forma sistemética. Se muestran los
conceptos fundamentales referentes al uso de la terminologia de las lineas de
espera. De igual manera, se plantean los diferentes modelos a fin de identificarlos
y aplicarlos en distintas facetas del campo profesional.
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5.1. Terminologia®®

Para tener una idea precisa sobre los problemas de lineas de espera, se empezara
por definir y explicar cada uno de los términos basicos, importantes porque se
aplican de forma cotidiana en diversos procesos que las organizaciones poseen

para su crecimiento.
Ejemplos de procesos que originan lineas de espera o colas:

e Llamadas telefénicas que entran en un instante determinado al conmutador
de una institucion de servicios financieros.

e Servicios de gasolinera.

e Cobros de los cajeros que realizan a las personas consumidoras cuando se
encuentran formadas en una uni-fila de una tienda de autoservicio.

e Tiempos muertos generados cuando una linea de produccion debe producir
mas de dos productos con caracteristicas afines en parte de su proceso de

fabricacion.

Los problemas de lineas de espera tienen como propdsito ajustar de forma
apropiada la tasa de servicio de proceso con la tasa de llegadas de trabajos para

hacer.
A continuacion, se enumeran los términos utilizados comdnmente en este campo.

a. Cliente. Una unidad que viene requiriendo la realizacion de algun servicio.

Pueden ser personas, maquinas, partes, etcétera.

23 Conceptos consultados y adaptados de Arturo Camacho Quiroz, op. cit., pp. 246-248.
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b. Linea de espera. Se conoce también como cola. Consiste en el nimero de
clientes que esperan ser atendidos, sin incluir al que esta siendo atendido en

ese momento.

c. Canal de servicio. Se conoce como estacion de servicio. Consiste en el
proceso o sistema que esta efectuando el servicio para el cliente, el cual

puede ser de un canal o multicanal.

El canal de servicio se asigna a través del simbolo “k”, que indicara siempre
el numero de canales de servicio que en un instante determinado estén

proporcionando el servicio.

d. Tasa de llegada. Cantidad de clientes por unidad de tiempo que llegan para

ser atendidos en un servicio.

Como suposicion basica se utilizara el sentido de afirmar que la tasa de
llegada estara distribuida en forma aleatoria, mediante una distribucion de

Poisson, cuyo valor medio lo representa la razén promedio A.

e. Tasade servicio. Cantidad de clientes por unidad de tiempo a la cual un canal
de servicio puede proporcionar el servicio requerido por su cliente. Se puede
notar que ésta sera la tasa que podria alcanzar siempre y cuando el canal de

servicio esté ocupado.

Asi como ocurre con la tasa de llegada, la de servicio supone que se
encuentra distribuida en forma aleatoria, segun el modelo de Poisson; vy el

valor medio de servicio se representa mediante el simbolo .
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f. Prioridad. Método que consiste en establecer la decisidn de quién sera el
proximo cliente en ser atendido en un instante determinado. Esta
determinacion se define mediante la siguiente suposicion: el primero que

llega es el primero en ser atendido.

g. Tamafo de la poblacién. Es el tamafio del grupo que proporciona los clientes.
Cuando hay pocos clientes potenciales, se dice que la poblacion es de
caracter finito. Y si hay una gran cantidad de clientes potenciales, entre 40 y
60, por ejemplo, se habla de una poblacion infinita.

h. Distribucion de las tasas de llegada. Este concepto se fundamenta en el
servicio, el cual se basa en el supuesto de un modelo de Poisson. Por
consiguiente, esta suposicion requiere que los eventos de servicio o llegada

sean completamente independientes.

i. Numero esperado de cola. Se refiere al nUmero estimado de clientes que

esperan ser atendidos. Se representa con el simbolo Lq.
j. Numero esperado en el sistema. Cantidad estimada de clientes que se
encuentran ya sea esperando en la linea y/o siendo atendidos. Se representa

con L.

k. Tiempo esperado en la cola. Se refiere al tiempo estimado que emplea un
cliente esperando en la linea. Se representa como Wg.

|. Tiempo esperado en el sistema. Tiempo estimado que emplea un cliente

esperando mas el que invierte siendo atendido. Se representa con W.

Para determinarlo, se utiliza la Ec. 5.1 de la siguiente forma:
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Donde: W = Tiempo esperado en el sistema

Wq = Tiempo esperado en la cola

u = Tasa de servicio

m. NUmero esperado en una cola no vacia. Niumero promedio o estimado de
clientes que esperan en la linea, excluyendo aquellos tiempos en los cuales
la linea permanece vacia. Supdéngase que se recogen muestras en forma
aleatoria contando el numero de clientes en la linea y se promedian sélo
aquellos valores diferentes de cero. Lo que significa que este numero debera

ser equivalente al esperado en el sistema (L).

Se representa con el simbolo Ln.

n. Tiempo estimado de espera en una cola no vacia. Tiempo estimado que un

cliente espera en una linea en el caso de que éste se decida esperar.
Por consiguiente, este valor se refiere al “promedio” de todos los tiempos de
espera de todos los clientes que entran a la cola cuando el canal de servicio

esta ocupado.

Se representa con el simbolo Wn.
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5.2. Estructura basica

de unalinea de espera®

Cuando en la investigacion de operaciones se trata de analizar lo referente a la
estructura basica de una linea de espera, ésta suele fundamentarse en el concepto
de distribucion fisica del sistema de lineas en espera, basado en el establecimiento
del canal y de la fase del sistema, de aqui su relevancia. Esta estructura basica
puede tener una serie de modificaciones sin alterar sus dos elementos importantes:

canal y fase. Desde este criterio, se analizara el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Supoéngase que en una sucursal Bancomer que tiene un horario de 8:30 h a 16:00
h, de lunes a viernes, se escoge un dia para realizar un estudio de lineas de espera

con respecto al servicio de sus cajeros.

En primera instancia, el sistema de servicio que el banco ofrece a sus clientes se

clasifica en tres diferentes lineas de servicio:

a. Clientes preferentes. Sélo otorga el servicio al cliente que presente una
tarjeta que lo acredite como preferente, 0 mediante una contrasefia que el
ejecutivo le proporcione cuando no la porte o requiera un servicio que sea de

premura.

24 {d.
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b. Clientes Bancomer. Se le proporciona a todo cliente que tenga una cuenta

y/o tarjeta de crédito Bancomer.

c. Clientes externos. Considera a todos los clientes que no son de Bancomer,
pero necesitan de los servicios que les proporciona: cobro de un cheque
Bancomer por un pago de servicio que algun cliente proporcioné a una

empresa u organizacion.

La linea de clientes preferentes es atendida por un solo cajero; la de clientes
Bancomer, por tres; y la de clientes externos, por dos. En total, todo el sistema de

esta sucursal lo proporcionan seis cajeros.

Se pudo observar que en un instante determinado, en la linea de clientes
preferentes estaban formados 2 clientes; en la de clientes Bancomer, 6; y en la de
clientes externos, 4. En ninguna existia restriccion respecto a la cantidad de

operaciones a realizar.

A continuacion se desglosa el analisis de este caso.

a. Primer analisis. Cada una de las lineas de espera son independientes por los
tipos de clientes a los que sirven. Es decir, cuando ocurre esta situacion se
dice que cada linea esta trabajando en forma separada. Esto se puede

observar en la figura 5.2.1:
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“Lineas de Espera del Sistema de Servicios Bancarios”
“Bancomer”

oo -O—C

“Cajero 2”
“Cajero 3”
“ColacClientes Bancomer” “Cajero 4”

Fuente: Investigacion de un Servidor en Bancomer

SO s

“ColacClientes Externos”

“Figura 5.2.1”

b. Segundo andlisis. Si se considera Unicamente la linea de clientes
preferentes, se puede afirmar que esta parte del sistema consta de un sub-
sistema de un solo canal, el cual tiene solamente una estacion de servicio
para que los 2 clientes que se encuentran formados sean atendidos por dicha

estacion (un cajero). Esto se puede observar en la figura 5.2.2:
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“Linea de los Clientes Preferentes”
“Bancomer”
“Una Sola Estacién de Servicio”

“Estacion de”
Servicio (1)
“Cajero 1”

“ColaClientes Preferentes”

“Figura 5.2.2”

Fuente: Investigacion deun Servidor en Bancomer

c. Tercer andlisis. Si se considera la linea de clientes Bancomer, esta
conformada por un sub-sistema multicanal, es decir, con mas de una estacion
de servicio en paralelo para que los seis clientes que se encuentran formados
sean atendidos por dichas estaciones (tres cajeros). Esto se puede notar en

la figura 5.2.3:
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“Linea de los Clientes Bancomer”
“Bancomer”

“Multicanal de una Sola Fase”

“Estacion de”
Servicio (1)
“Cajero 1”

“Estacion de”
Servicio (2)
“Cajero 2”

“Estacion de”
Servicio (3)
“Cajero 3”

“Figura 5.2.3”

Fuente: Investigacién de un Servidor en Bancomer

d. Cuarto analisis. La linea de clientes externos esta conformada por un sub-

sistema multicanal, es decir, con mas de una estacion de servicio en paralelo

para que los cuatro clientes formados sean atendidos por dichas estaciones

(dos cajeros). Esto se observa en la figura 5.2.4:
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“Linea de los Clientes Externos”
“Bancomer”

“Multicanal de una Sola Fase”

“Estacion de”
Servicio (1)
“Cajero 1”

“ColaClientes Externos” “Estacion de”

Servicio (2)
“Cajero 2”

“Figura5.2.4”

Fuente: Investigacion de un Servidor en Bancomer

Esta fase se refiere al nimero de personas que proporcionaran el servicio. Para el
caso que se esta tratando con respecto a los servicios bancarios que dan los cajeros
de las sucursales Bancomer, se puede observar que todo el sistema de BBVA
Bancomer es de una fase por estandarizacion, dado que cada cliente recibe el

servicio de un solo cajero.

Supdngase que dos clientes llegan a la sucursal Bancomer con un ejecutivo de
cuenta para abrir una cuenta de cheques. Inmediatamente, el ejecutivo les abre la
cuenta y los invita cordialmente a pasar con el cajero 1, encargado de atender a los
clientes preferentes y a los que requieren una premura (como el cliente que esta

abriendo la cuenta de cheques).

Estas acciones indican que la estructura de la linea de espera se modifica de tal
forma que ahora se convierte en un sistema de un solo canal y de multifase. Significa
gue la cola pasa por dos estaciones de servicio (dos fases): el ejecutivo en primera
instancia; y el cajero 1 en segunda instancia. Esto se puede notar en la figura 5.2.5:
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“Linea de los Clientes Nuevos”
“Bancomer”

“Un S6lo Canal, Multifase”

‘Estacion de” ‘Estacion de”
Servicio (1) Servicio (2)
“Hecutivo 1”7 “Cajero 1”

“ColaClientes Nuevos”

“Figura5.2.5”

Fuente: Investigaciéon deun Servidor en Bancomer

Ahora, supongase que los dos clientes llegan al mismo tiempo a la sucursal
Bancomer a abrir una cuenta de cheques nueva. En ese instante se encuentran
disponibles dos ejecutivos de cuenta. Inmediatamente, un ejecutivo le abre la cuenta
a un cliente y el otro ejecutivo al otro cliente. Luego, cada ejecutivo le invita
cordialmente a su respectivo cliente a pasar con el cajero 1, quien atiende a los
clientes preferentes; y a otro cajero que se encuentre disponible en las otras lineas
de espera. Esta ultima accion también habria ocurrido al revés: el cliente atendido
por el cajero 1 pudo haber sido atendido por el cajero disponible de otra linea de

espera; y el otro cliente, por el cajero 1.

Estas acciones indican que la estructura de la linea de espera se modifica de tal
forma que ahora se convierte en un sistema de multicanal y multifase. Significa que
la cola pasa por dos estaciones de servicio (dos fases): el ejecutivo en primera
instancia; y el cajero 1y el cajero disponible en segunda instancia. Esto se puede
notar en la figura 5.2.6:
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“Linea de los Clientes Nuevos”
“Bancomer?”

“Multicanal, Multifase”

“Estacion de” “Estacion de”
Servicio (1) Servicio (2)
“Hecutivo 1” “Cajero 1”

“ColaClientes Nuevos” “Estacion de” “Estacion de”
Servicio (1) Servicio (2)

“Fecutivo 2” “Cajero”
Disponible

“Figura 5.2.6”

Fuente: Investigacién deun Servidor en Bancomer

Como se concluye a partir del presente caso, la estructura basica de una linea de
espera siempre se da en forma estandarizada considerando tanto el canal como la
fase; mas esta estructura basica puede sufrir modificaciones que permitan re-

expresarla de acuerdo con cada situacién que se presente.

5.3. Modelo de una cola con un
servidor?

25 |pid., pp. 248-253.
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El modelo de una cola con un servidor, conocido también como modelo de una cola
o canal simple, es el modelo de lineas de espera mas simple, ya que su solucion no

presenta problema alguno, y da servicio a una poblacion infinita.

Su solucidén consta de siete ecuaciones basicas que pueden usarse para analizar y

responder esta clase de problemas, y se derivan de la siguiente definicion.

La probabilidad de hallar el sistema ocupado o que éste se encuentre en uso esta
dada por la Ec. 5.3.1:

Ec.5.3.1

RIS

Donde:
p = Uso del sistema
)\ = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

De la Ec. 5.3.1, se puede establecer lo siguiente.

Cuando la relaciéon ~— <1 permite validar las siguientes ecuaciones que el modelo
U

de linea de espera de una cola con un servidor utiliza para poder resolver cualquier
clase de este tipo de problemas, cada una de estas ecuaciones permite obtener un

determinado parametro dado un término en cuestion.
Ecuaciones béasicas de este modelo:

a. Paradeterminar el valor de la probabilidad (Po) de encontrar el sistema vacio,

se aplica la Ec. 5.3.2, como sigue:
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Ec.5.3.2

Donde:
Po =Probabilidad de hallar el sistema vacio
A\ = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

b. Para determinar el nimero esperado (Lq) en la cola, se aplica la Ec. 5.3.3

como sigue:

/12

lg=_ "~
| p(u—2)

Ec. 5.3.3

Donde:
Lg = Numero esperado en la cola
A = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

c. Paradeterminar el nUmero esperado (L) en el sistema de la cola y servicio, se

aplica la Ec. 5.3.4:

L= 4 Ec.5.34
H—A
Donde:
L = Numero esperado en el sistema
A\ = Tasa de llegada (unidad/periodo)
. 350 de 419
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u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

d. Para determinar el tiempo esperado (WQ) en la cola, se utiliza la Ec. 5.3.5:

A

Wa=_"
\ p(pu—2)

Ec.5.35

Donde:
Wq = Tiempo esperado en la cola
A\ = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

e. Paradeterminar el tiempo esperado (W) en el sistema, se recurre a la Ec.5.3.6:

Ec. 5.3.6

Donde:
W = Tiempo esperado en el sistema
A = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

f. Para determinar el nimero esperado (Ln) en la cola no vacia, se aplica la Ec.
5.3.7:

Ec. 5.3.7
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Donde:

Ln = NUumero esperado en la cola ni vacia
A = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

g. Para determinar el tiempo esperado (Wn) en la cola para colas no vacias, se
utiliza la Ec. 5.3.8:

Ec. 5.3.8

Donde:
Wn = Tiempo esperado en la cola para colas no vacias
A = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

Expuestas las ecuaciones de uso comun para resolver este tipo de problemas de

lineas de espera, se procedera a mostrar un ejemplo para saber cdmo se aplican.

Ejemplo 5.3.1

El equipo de fotocopiado de una empresa es utilizado por el personal,
principalmente secretarias, que requiere sacar copias fotostéaticas. Los trabajos que

deberan fotocopiarse varian segun su magnitud y el nimero de copias requeridas.

Se sabe que la tasa de servicio esta aleatoriamente distribuida, pero se aproxima a
una distribucion de Poisson, con una tasa media de servicio de 10 trabajos por hora.
Ademas, los requerimientos de uso son aleatorios durante 8 horas de trabajo diario,
pero llegan solamente a una tasa de 5 por hora.

¢ 352 de 419
Sexto semestre



(Ll

i Informatica

Por otra parte, ciertas personas han visto que ocasionalmente se forma una linea
de espera, y por consiguiente han implantado la politica de mantener una sola
unidad. Si el tiempo de una persona esta calculado en $3.50 por hora, se pretende

determinar:
1. Utilizacion del equipo.
2. Porcentaje de tiempo que una llegada debe esperar.
3. Tiempo promedio del sistema.
4. Costo promedio ocasionado por esperar y hacer funcionar la maquina.

Solucién

Lo primero que se debe hacer es analizar la informacion del problema, pues servira

para establecer cOmo se aplicaran las ecuaciones expuestas previamente.

Si el problema en cuestion proporciona una tasa de llegada (1) de 5 trabajos por

hora y una tasa de servicio (1) de 10 trabajos por hora, se realizara lo siguiente.

a) Para determinara la utilizacion del equipo, se emplea la Ec. 5.3.1:

ot 5
u 10

=0.50

p = 0.50 = 50.00% por hora

Al aplicar la Ec. 5.3.1, se puede concluir que la utilizacién del equipo se

realiza en un 50.00% del tiempo.
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b) Para obtener el porcentaje de tiempo que una persona que llega debe
esperar, se recurre a la Ec. 5.3.2:

5

P_1-%*_1_° _1_050=050
10

Y
Po = 0.50 = 50.00% por hora

Al aplicar la Ec. 5.3.2, se puede concluir que el porcentaje de tiempo que una
persona que llega debe esperar se realiza en un 50.00% del tiempo.

c. Para calcular el tiempo promedio que se debe esperar en el sistema, se aplica
la Ec. 5.3.6:

Po = 0.50 = 50.00% por hora
Al emplear la Ec. 5.3.6, se puede concluir que el tiempo promedio que cada
persona que llega debe esperar es de 0.20 horas. Este valor obtenido incluye

las acciones de estar esperando y procesando el trabajo.

d. Finalmente, para encontrar el costo promedio ocasionado por esperar y hacer

funcionar la maquina, se aplicara el siguiente algoritmo.

Primer paso

Costo PromedioporT rabajo = Tiempo PromedioporT rabajo *$ porHora
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Segundo paso

CostoporDi a = NumerodeTr abajos Pr ocesadospo rDia * Costo PromedioporT rabajo

Al sustituir los valores correspondientes en los dos pasos anteriores, se
obtiene:

Costo PromedioporTrabajo =W *$porHora = 0.20*$3.50/ Hora = 0.7

CostoporDia = (8*5) *(0.70) = $28.00 porDia

Luego, el costo promedio ocasionado por esperar y hacer funcionar la
maquina al aplicar el algoritmo desarrollado es de $28.00 por hora.

Con base en lo presentado, se puede concluir que las ecuaciones expuestas para
resolver diversos problemas de lineas de espera de una cola con un servidor se
utilizardn segun la informacién que se proporcione en cada uno de ellos; y el
algoritmo se empleara para obtener las unidades monetarias que los costos

promedio generan en este tipo de problemas.
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5.4. Modelo de una cola con

servidores multiples en paralelo?®

Estos modelos se pueden considerar como los modelos de linea de espera mas
generales en sus ecuaciones, pues a partir de éstas la solucion puede resumirse al

caso de canal simple, denotando que K =1, y posteriormente se simplifica.

El modelo de una cola con servidores multiples en paralelo se conoce también como
modelo de una cola multicanal, y puede dar servicio tanto a una poblacion infinita,

como a una finita.
5.4.1. Caso de una cola multicanal siempre y cuando se
suponga que la poblacion es infinita

Para analizar y solucionar este caso se aplican seis ecuaciones basicas, cada una
de las cuales permite obtener un determinado parametro dado un término en

cuestion.
Ecuaciones basicas de este modelo.

a. Para determinar el valor de la probabilidad (Po) de encontrar el sistema

vacio, se aplica la Ec. 5.4.1.1:

2 |pid., pp. 254-264.
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1
P, = Ec.54.1.1

Donde:
P, = Probabilidad de hallar el sistema vacio

k = NUmero de canales de servicio
A\ = Tasa de llegada (unidad/periodo)

u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

b. Para determinar el valor de la probabilidad (Pk) de encontrar que una
unidad que llegue tenga que esperar (es decir, la probabilidad de que
haya “k” o mas unidades en el sistema), se obtiene con la Ec. 5.4.1.2:

_14 kkf”p
il ) k" Ec.5.4.1.2

Donde:
Px = Probabilidad de que haya “k” o mas unidades en el sistema

Po = Probabilidad de hallar el sistema vacio
k = NUumero de canales de servicio

A = Tasa de llegada (unidad/periodo)

u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

c. Para determinar el nimero esperado (L) en el sistema, se obtiene

mediante la Ec. 5.4.1.3:
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k
ﬂ”m 2
- 2 p+Z Ec.5.4.1.3
(k=D(ku—2) u

Donde:
L = NUmero esperado en el sistema

k = NUmero de canales de servicio
A\ = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

d. El numero esperado (Lq) en la cola se obtiene con la Ec. 5.4.1:

k
ﬂﬂ(ij R
Y7,

Dk ) Ec.5.4.1.4

Lg

Donde:
Lg = NUumero esperado en la cola

k = Numero de canales de servicio
A = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

e. Para determinar el tiempo esperado (Wq) en la cola, se aplica la Ec.

5.4.1.5:

k
A
,U(J R
Wq = £, Ec.5.4.1.5
(k—1)Y(ku — 2)
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W( = Tiempo esperado en la cola
k = Numero de canales de servicio
A = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

f. Para determinar el tiempo esperado (W) en el sistema, se aplica la Ec.

5.4.1.6:
K
A
ﬂ(j R 1
H Lo

T (k=D)I(ku—A)Y  u

Ec.54.1.6

Donde:
W = Tiempo esperado en el sistema
k = Numero de canales de servicio
A = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

Si hacemos que k = 1, se observa que todas las ecuaciones basicas que permiten
analizar el caso de una cola multicanal, siempre y cuando se suponga que la

poblacion es infinita, se simplificarian al modelo de canal simple.

Expuestas las ecuaciones que se utilizan frecuentemente para resolver este tipo de
problemas de lineas de espera, se procedera a mostrar un ejemplo en el cual se

analiza como se deben aplicar.
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Ejemplo 5.4.1.1

Una sucursal BBVA Bancomer tiene cuatro cajeros para cuentas de ahorro. De
acuerdo con sus datos historicos, ha determinado que la distribucion del tiempo de
servicio es de caracter exponencial, con un promedio de tiempo de servicio de 6
minutos por cliente. Ademas se sabe que los clientes llegan conforme una
distribucion de tipo Poisson durante la jornada de trabajo con un promedio de 30

por hora. Se pide determinar:

a) Probabilidad de hallar vacio el sistema

b) Probabilidad de que un cliente que llega deba esperar
c) Numero esperado de clientes en el sistema

d) Numero esperado de clientes en la cola

e) Tiempo que espera un cliente en la cola

f) Tiempo que espera un cliente en el sistema

Solucién

Primero se analiza la informacién del ejemplo, ya que ésta servira para establecer

cOmo se aplicaran las ecuaciones expuestas previamente.

Informacidn proporcionada por el problema de linea de espera del ejemplo:

Institucion financiera: BBVA Bancomer, S. A.
Cajeros que dan servicios: K=4

Tasa media de llegadas: A =30 por hora

Tasa media de servicio: p =10 por hora

Ahora se procedera a contestar cada uno de los incisos que pide el problema:
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a. Para obtener el valor de la probabilidad (Po) de encontrar el sistema vacio,

se aplica la Ec. 5.4.1.1:

1
(2 H 2V(_Ku
= N\ u KU\ ) \ku—A2

Sustituyendo valores en la ecuacién anterior, se tiene lo siguiente:

P =

1

P =

° [1(30]0 1(30}1 1(30)2 1(30]3} {1(30)4 4(10) }
S S A | A | (] e |
ol10) 1l10) " 2l10) "3l10 410 ) 4(10)-30

Desarrollando, se tiene:

1 1

R = = = 0.0377358 = 3.77358%
[1+3+45+45]+[13.5] 265

Finalmente:
Po =3.77358 %

b. Para dar con el valor de la probabilidad de que un cliente que llegue deba

esperar, se hara mediante la Ec. 5.4.1.2:
1(2) K
Re=+— L R
K\ o) ku—A
Sustituyendo los valores en la ecuacion anterior, se tiene:

¢ 361 de 419
Sexto semestre



e % 1 rat
= *ﬁ" ‘Sﬁﬁ%‘}' Informatica
Nz, o L, ,"Q "}-‘"‘1 -

SUAVED

P, = 1(30j4(10) (0.0377358)
41110 ) (4(10) - 30)

Desarrollando, se tiene:

(1)(81)(4)(0.0377358) _ 12.233592
24

=0.509733 = 50.9733%

1., ~
P, =, (3)"(4)(0.0377358) =

Finalmente:
P« =50.9733 %

c. Para encontrar el nUmero esperado de clientes en la cola, se aplica la Ec.
5.4.1.4:

 (k=D)(ku— 4)*

Sustituyendo los valores en la ecuacion anterior, se tiene:

(30)(10)(:13(())} (0.0377358)

Lq =
(4—1)1(4(10) —30)?

Desarrollando, se tiene:

Lq= 916.11 =1.5268 porHora
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Finalmente:
Lq = 1.5268 por hora

d. Para conocer el nimero esperado de clientes en la sistema, se utiliza la Ec.
5.4.1.3:

k
“{3)
p 2

= P+
k-Diku—2)" " u

Sustituyendo los valores en la ecuacion anterior, se tiene:

30\*
i (30)(10)(1())
 (4-1)1(4(10) — 30)?

(0.0377358) + -0

Desarrollando, se tiene:

= _ Y1611 % =1.5268 + 3 = 4.5268ClientesporHora
600 10

Finalmente:
L = 4.5268 clientes por hora

e. Para obtener el tiempo que espera un cliente en la cola, se recurre a la Ec.
5.4.1.5:
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k
A
,U(J R
Wq = H

(k=1 (ke - A)?

Sustituyendo los valores en la ecuacion anterior, se tiene:

30
(10)(1()) (0.0377358)

Wg =
(4-1)(4(10) - 30)?

Desarrollando, se tiene:

~ 30.537
600

= 0.050895deHora

Finalmente:

Wq =0.050895 de hora

f. Para definir el tiempo que espera un cliente en el sistema, se aplica la Ec.

5.4.1.6:

K
A

ﬂ(] R 1
M L

T (k=Diku—-A)

Sexto semestre

364 de 419



Informatica

Sustituyendo los valores en la ecuacion anterior, se tiene:

30
(10)(1()) (0.0377358)

(4-1)1(4(10) - 30)* 10
Desarrollando, se tiene:

W = 30.537 + 110 =0.050895+ 0.1 = 0.150895deHora

600

Finalmente:
W =0.150895 de hora

Del ejemplo 5.4.1.1, se puede concluir lo siguiente:

e Ante las condiciones en las que se encuentra trabajando, se observa que la
probabilidad de que el sistema de la sucursal del Grupo BBVA Bancomer se
encuentre vacio es del 3.77358% de veces; mientras que la probabilidad de
qgue un cliente que llegue deba esperar es del 50.9733% de veces.

e El nimero esperado de clientes en el sistema es de 4.5268 por hora; y el
namero esperado de clientes en la cola, de 1.5268 por hora.

e El tiempo que espera un cliente en el sistema es de 0.150895 de hora; y el

tiempo que espera un cliente en la cola, de 0.050895 de hora.

Por ultimo, se puede inferir que las ecuaciones expuestas para resolver diversos
problemas de lineas de espera de una cola con servidores multiples en paralelo
cuando la poblacion es infinita, se utilizaran de acuerdo con la informacion de cada

uno de ellos.
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5.4.2. Caso de una cola multicanal siempre y cuando se

suponga que la poblacion es finita

En ciertas aplicaciones, al resolver problemas de una cola multicanal, siempre y
cuando se suponga que la poblacién es finita, implica que el nimero de clientes

posibles es pequerio.

Si este valor es tan pequefio que cuando llega un cliente para que sea atendido, o
bien cuando se concluye un servicio, se aprecia que este valor afecta la probabilidad
de futuras llegadas, conlleva que la suposicién de una poblacion infinita ya no es
aplicable. Para modificar esta situacion, existe una regla empirica, adecuada
también par los estudios de mercadotecnia: si la poblacion es menor de 30
elementos, entonces, se puede considerar que la poblacion a analizar es finita. Por
tanto, la probabilidad de que ocurra una llegada varia segun el nimero de clientes
disponibles para entrar al sistema.

De esta forma, si se define a “M” como la poblacion total de clientes y a “n” como el
namero de clientes que ya estan el sistema de cola, cualquier llegada debe provenir

de “(M- n)” clientes que aun no se encuentran en el sistema.

Por tanto, cuando se conoce la probabilidad de una llegada individual, es posible

expresar la probabilidad de una llegada individual.

Si (1/A) representa el tiempo entre los requerimientos de servicio de una unidad, es
decir, el tiempo medio entre las llegadas de un cliente dado A sera la probabilidad

de que un cliente requiera servicio durante un periodo (AT).

Luego, existe la suposicion de que la probabilidad es independiente del periodo v,
por tanto, se tiene nuevamente la existencia de un modelo con una aproximacion a

una distribucion de Poisson. Y se estable que si A es la probabilidad de que una
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unidad determinada requiera servicio y hay (M — n) clientes que no estan en el

sistema de cola, la probabilidad de que un cliente requiera servicio es (M-n)l.

La afirmacion supone todavia que (AT) es tan pequefio que la probabilidad de que

se den dos o0 mas llegadas no es importante.

Ahora bien, se emplean cuatro ecuaciones basicas para analizar y responder esta
clase de problemas, las cuales permiten obtener un determinado parametro dado
un término en cuestion.

Ecuaciones basicas del modelo

a. Para determinar el valor de la probabilidad (Po) de encontrar el sistema

vacio, se aplica la Ec. 5.4.2.1:

P = Ec.5.4.2.1

Donde:
Po = Probabilidad de hallar el sistema vacio
M = Numero de clientes en la poblacién
L = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

b. Para determinar el valor de la probabilidad (Pn) de poder encontrar “n”
clientes en el sistema, se emplea la Ec. 5.4.2.2:

' n
P, =—(MM' )(i) P, Ec.5.4.2.2
—n)l u
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Donde:

Pn = Probabilidad de poder hallar “n” clientes en el sistema
Po = Probabilidad de hallar el sistema vacio

M = Numero de clientes en la poblacion

A\ = Tasa de llegada (unidad/periodo)

u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

c. Para determinar el numero esperado de clientes en el sistema (L), se
utiliza la Ec. 5.4.2.3:

L=Snp -M-2@- P) Ec.5.4.2.3
y7i

Donde:
L = Namero esperado de clientes en el sistema
M = Numero de clientes de la poblacion
A = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

d. Para determinar el numero esperado de clientes en la cola (Lg), se

emplea la Ec. 5.4.2.4:

Lg=M — (’1;“) 1-P) Ec.5.4.2.4
Donde:
Lg = Numero esperado de clientes en la cola
M = Nuamero de clientes en la poblacién
A = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)
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Expuestas las ecuaciones de mayor utilidad para resolver este tipo de problemas

de lineas de espera, a continuacion se muestra un ejemplo donde se aplican.

Ejemplo 5.4.2.1

Un mecénico atiende cuatro maquinas. Para cada maquina el tiempo promedio de
requerimientos de servicio es de 10 horas, y se supone una distribucion
exponencial. El tiempo de reparacion tiende a seguir la misma distribucion y tiene
un tiempo promedio de 2 horas. Cuando una maquina queda en reparacion, el
tiempo promedio perdido tiene un valor de $20.00 por hora. El servicio del mecanico

cuesta $50.00 diarios. Se pide determinar:

a) Numero esperado de maquinas en operacion.
b) Costo esperado del tiempo perdido por dia.
c) La conveniencia de tener dos mecanicos para que cada uno atienda sélo dos

maquinas.

Solucién

Primero se analiza la informacion del ejemplo para establecer cdmo se aplicaran las

ecuaciones que previamente se expusieron.

Tipo de empresa: PyME.
Poblacion: M = 4. Cuando se considera a un mecanico
Poblacion: M = 2. Cuando se consideran a dos mecéanicos

Tiempo promedio de llegada = 30 horas
Tiempo promedio de servicio = 2 horas
Costo del tiempo promedio perdido = $ 20.00 por hora
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Costo del servicio por mecanico = $ 50.00 por dia
Luego, se procede a contestar cada uno de los incisos que pide el problema:
a. Para obtener el nimero de maquinas en operacion, primero se determinan
los valores de la tasa media de llegadas (1) y la tasa media de servicio (p),

de la siguiente forma:

Para el valor de A, se tiene:

10Horas = /11 Donde A= 0 =0.10

Para el valor de p:

2Horas = 1 Donde U= ; =0.50

Y7,

Una vez obtenidos los valores de (1) y (1), se podra determinar el nimero de

maquinas en operacion a través de la Ec. 5.4.2.1, de la siguiente forma.

En primera instancia, se obtiene el valor de la probabilidad de encontrar el

sistema vacio. Esto es:
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Sustituyendo los valores en la ecuacion anterior, se tiene lo siguiente:

P = 1 .
n=4 4| (Olj
= (@4-n)N0.5
Desarrollando, se tiene:
PO = 0 1 1 2 3 4
1 (Olj 1 [0.1) 1 (0.1) 1 [0.1) 1 [0.1)
4+ =+ =+ =+ —=
(4-0105) (4-nplos5) @A-2105) (4-3)105) (“A-4H1N05
1

Fo = [1+4(0.2) +12(0.4) + 24(0.008) + 24(0.0016)]

1 1
P = =
° [1+0.8+0.48+0.192+0.0384] 2.5104

=0.3983 = 0.4 = 40.00%

Po=0.3983 = 0.40 = 40.00 %

Luego, se procede a determinar el nimero de maquinas que no operaran en

el sistema, aplicando la Ec. 5.4.2.3:

—
Il
S
V)
Il

M-2a- P)
7

=}
I
o

Sustituyendo valores en la ecuacién anterior, se obtiene:

L=4-2%01_04)=4-3-1
0.1
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Después, se encuentra el numero esperado de maquinas que operan, de la

siguiente manera.

NuUmero esperado de maquinas que operan = M — L=4 — 1 = 3 maquinas

NUumero esperado de maquinas que operan = 3 maguinas

b. Para obtener el valor del costo esperado de tiempo perdido por dia, se aplica

el siguiente algoritmo, que consta de dos pasos:

Primer paso

TotaldeHorasPerdidas = JornadadeT rabajo*#deMaquinasquenoFuncionan

Supdngase que la jornada de trabajo es de 8 horas:

TotaldeHorasPerdidas = 8Horas *1Maquinasin Operar = 8Horas

Segundo paso

CostoporDi a = CostoporHo ra * TotaldeHorasPerdidas

Se sabe que cuando una maquina se queda en reparacion, el tiempo perdido

tiene un valor de $20.00 por hora. Entonces, se tiene:

CostoporDi a = ($20.00PorHora) *8HorasDia) = $160.00 porDia
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Se puede concluir que el costo esperado perdido por dia ocasionado por
esperar y hacer funcionar la maquina, al aplicar el algoritmo desarrollado, es
de $160.00 por dia.

c. Con respecto a la premisa propuesta de tener dos mecanicos para que cada

uno atienda dos maquinas, se realiza lo siguiente.
En primer lugar, se determina el valor de la probabilidad de encontrar el
sistema vacio, sabiendo que ahora el valor de M es 2. Para esto se aplica la
Ec.5.4.2.1:

1

S VINNG A
%w-mm

Sustituyendo los valores en la ecuacién anterior, se tiene:

P =

Desarrollando, se tiene:

o _ 1
QENCIRENC NN
2-0105) (2-n105) (2-2)105

1
P =
° [1+2(0.2) +2(0.04)]
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1 1
F)O: =
[1+0.4+0.08] 1.48

=0.6756 = 0.68 = 68.00%

Po=0.6756 = 0.68 = 68.00 %

El valor de Po que se obtuvo significa que cada mecanico y sus maquinas
constituyen un sistema independiente.

Por tanto, el nimero esperado de maquinas en el sistema por mecanico se
obtiene aplicando la Ec. 5.4.2.3:

n=M
L= nP

n
0

M—ia—a)
)7

n

Sustituyendo valores en la ecuacién anterior, se obtiene:
L=2—gia—06&=2—16=04

L = 0.4 Maquinas por mecanico

Ahora, se procede a determinar el costo esperado de tiempo perdido por dia

con el siguiente algoritmo, el cual consta de tres pasos.

Primer paso

TotaldeHorasPerdidas = JornadadeT rabajo*#deMaquinasquenoFuncionan

Supdngase que la jornada de trabajo es de 8 horas, entonces:

TotaldeHorasPerdidas = 8Horas * 0.4Méaquinasin Operar = 3.2Horas
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Como son dos mecanicos, entonces:

TotaldeHorasPerdidas = 2(3.2) = 6.4Horas

Segundo paso

CostoporDi a = CostoporHo ra * TotaldeHorasPerdidas

Se sabe que cuando una maquina se queda en reparacion, el tiempo perdido
tiene un valor de $20.00 por hora. Entonces, se tiene:

CostoporDia = ($20.00PorHora) * (6.4HorasDia) = $128.00 porDia

Tercer paso

CostoTotal = CostodeSErvicioporMecanico + CostoporDia

Se sabe que el servicio por mecanico cuesta $50.00. Y se tiene:

CostoTotal = 2($50.00) +$128.00 = $100.00 + $128.00 = $228.00

En conclusion, el costo total generado si se contara con dos mecanicos para

gue cada uno atendiera a dos maquinas seria de $228.00.

Como se puede notar, el costo total para ocupar a dos mecanicos es mayor
gue el costo total que se paga cuando se tiene a uno solo. Es decir, $228.00
> ($160.00 + $50.00 = $210.00). Luego, no es recomendable esta accion; no
es justificable para el funcionamiento del negocio.
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Finalmente, se puede inferir que las ecuaciones expuestas para resolver diversos
problemas de lineas de espera de una cola con servidores multiples en paralelo
cuando la poblacién es finita, se utilizaran de acuerdo con la informacion de cada

uno de ellos.

5.5. Modelos de una cola con

servidores multiples en serie?’

Este modelo es el modelo de lineas de espera mas completo, pues su estructura se
basa en una serie de multifases que conforman todo un proceso. Luego, la

obtencion de su solucion se vuelve mas compleja.

Este tipo de modelos supone que “K” es el nimero de canales, el cual es mayor a
“1”, lo que quiere decir que se establece un intervalo de [1 < k <M). El modelo de
una cola con servidores multiples en serie se conoce también como modelo de cola

multicanal, y da servicio a una poblacién finita.

Para analizar y solucionar esta clase de problemas, hay seis ecuaciones basicas

derivadas de la relacién expresada en la Ec. 5.5.1:
k>1 Ec.55.1

Donde:

k = Nimero de canales

27 |pid., pp. 264-266..
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La Ec. 5.5.1 permite validar las siguientes ecuaciones que utiliza el modelo de linea
de espera de cola multicanal con poblacion finita para resolver cualquier clase de
este tipo de problemas, y que facilita la obtencion de un parametro especifico dado

un término en cuestion.
Ecuaciones basicas de este modelo

a. Para determinar el valor de la probabilidad (Po) de encontrar el sistema
vacio, se aplica la Ec. 5.5.2:

P = 1 Ec.5.5.2

 Slamle) ) S 2]

Donde:

Po = Probabilidad de hallar el sistema vacio
M = Total de la poblacién de clientes

A = Tasa de llegada (unidad/periodo)

u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

b. Para determinar el valor de la probabilidad (Pn) de encontrar el namero

de clientes (n) en el sistema, se utilizan la Ec. 5.5.3 y la Ec. 5.5.4:

' n
Pn= POL a Donde: 0<=n <=k Ec.5.5.3
(M =n)Inl\
Donde:
Po = Probabilidad de hallar el sistema vacio
Pn = Probabilidad de hallar el nimero de clientes en el sistema
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M = Total de la poblacién de clientes
A\ = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

| n
Pn=P, M! - a Donde: k<=n <=M Ec.5.5.4
(M —n)lkIk™ ™y

Donde:
Po = Probabilidad de hallar el sistema vacio
Pn = Probabilidad de hallar el nimero de clientes en el sistema
M = Total de la poblacién de clientes
L = Tasa de llegada (unidad/periodo)
u = Tasa de llegada (unidad/periodo)

c. De las Ec. 5.5.3 y la Ec. 5.5.4, se observa que “n” no puede ser mayor
que “M”. Entonces, para determinar el nimero esperado (I) de clientes en

el sistema, se ocupa la Ec. 5.5.5:

L="S (Pn)+ S (= K)P, + k(l— n_k_lpnj Ec.55.5
n=0 n=k n=0
Donde:

L = Numero esperado en el sistema

Po = Probabilidad de hallar el sistema vacio
Pn = Probabilidad de hallar el nimero de clientes en el sistema

A\ = Tasa de llegada (unidad/periodo)

u = Tasa de llegada (unidad/periodo)
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d. Para determinar el nimero esperado de clientes (Lq) en la cola, se aplica
la Ec. 5.5.6:

n=M
Lg=>(n-k)Pn Ec.5.5.6

n=k

Donde:
Lg = Numero esperado de clientes en la cola
Pn = Probabilidad de hallar el nimero de clientes en el sistema
n = NUmero de clientes en el sistema

k = NUmero de canales

Expuestas las ecuaciones mas comunes para resolver este tipo de problemas de
lineas de espera, se procedera a mostrar un ejemplo para entender cémo se aplican

(el proceso es similar al caso de una poblacion infinita).

Ejemplo 5.5.1

Un grupo de profesionales en ingenieria tienen dos oficinas de proyectos para
realizar sus calculos. El trabajo de computo requiere en promedio de 20 minutos de
tiempo de terminal; y cada uno de los ingenieros necesita de algunos calculos
alrededor de una vez cada 2 horas. Es decir, el tiempo promedio entre solicitudes
de servicio es de 2 horas. Ademas, se debe suponer que estas solicitudes estan
repartidas de acuerdo con una distribucién exponencial. Si el grupo lo componen 6

ingenieros, se pide determinar:

a. Numero estimado de ingenieros que esperan utilizar una terminal.

b. Tiempo total perdido diariamente.
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Se analiza la informacion del ejemplo, pues servira para establecer como se

aplicaran las ecuaciones expuestas previamente.

Informacidn proporcionada por el problema de linea de espera:

Poblacion: M=6
Oficinas de proyectos: K=2
Consideracion: Una hora como unidad de tiempo

Tasa media de llegadas: A =3 cada hora=1/3 =0.3333 de hora

Tasa media de servicio: u =1 cada 2 horas =¥ = 0.50 de hora

En primer lugar, se obtiene el valor de la probabilidad (Po) de encontrar el sistema

vacio. Esto se podra determinar a través de la Ec. 5.5.2:

1

5wt |+ S
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Sustituyendo valores en la ecuacién, se obtiene:

1

3

6! (2}°+ 6! (2)1 .| e [2)2+ 6! (2)1 6! [2J4+ 6! (2}: 6!
(6-0013) (@G-nW3 42120\ 3) 3t (3)  2022(3)  1212°( 3 or12*

De la sustitucién de valores, se obtiene:

p_ 1 B 1
° 20 80 80 160 160] 37.345679
[1+4]+ — et —t—+—+—
9 9 27 81

=0.0268 = 2.68%

El resultado de la Ec. 5.5.2 indica que el valor de la probabilidad (Po) de encontrar

el sistema vacio es del 2.68% de veces.

Luego, ubicado el valor de Po, se procede a obtener cada uno de los incisos del

problema.

Con respecto al inciso a, para conocer el nimero de ingenieros que esperan utilizar

una terminal, se emplea la Ec. 5.5.6:

Lg= > (n—k)Pn

n=M
n=k

Para aplicar esta ecuacion, es necesario determinar el valor de la probabilidad (Pn)

para hallar “n” clientes en el sistema. En este caso, se utilizara la Ec. 5.5.4:

M! AY
Pn=F; —| — Donde k<=n <=M
(M —n)IkIk™ ™ g
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De esta ecuacion, se obtendran los valores de P2, P3, P4, Ps y Ps, y resulta lo

siguiente.
Valor de Pa:
I n | 2
P, = PO(M I;/Ill-dk("‘k) [lj = (0.026 )(Gngo(z) =(0 0268)(1280j 0.1786 =0.18
—n)!Ik! u
Valor de Ps:
I n | 3
P,=P, M ';/Illélk‘”k’ [ij = (0.0268 )(62)'2'21(2j = (0.0268)(8;j =0.2382=0.24
—n)Ik! 7
Valor de Pa:
I n | 4
P=P M! - 4 = (0.0268 )L 2 = (0.0268) 80 =0.2382=0.24
f0 M =) kk R (6-—4)1212% 3 9
Valor de Ps:
I n | 5
P,=P, M! - A = (0. OZBS)L3 E =(0.0268)| ——- 160 =0.1588 =0.16
(M = )1k g (6-5)1212 27
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Valor de Pe:

I " I 6
P, =P M! — A (0.0268)6'4(2j = (0.0268)(160) =0.0529 = 0.05
(M —n)IKIK"™ (6-6)1212*\ 3 81
Después, se procede a aplicar la Ec. 5.5.6:
n=M
Lg= > (n-k)Pn
n=k

De esta ecuacion, resulta:

n=M

Lg= > (n-kPn=P,(2-2)+P,(3-2)+P,(4-2)+ R (5-2) + P,(6-2)

n=k
Sustituyendo, se tiene:

n=M

Lg= > (n-kPn=P,(2-2)+P,(3-2)+P,(4-2)+ R (5-2) + P,(6-2)
n=k
n=M
Lg = > (n—k)Pn =0.18(0) +0.24(L) + 0.24(2) + 0.16(3) + 0.05(4)
n=k
n=M
Lg=>(n—k)Pn=0+0.24+0.48+0.48+0.20
n=k
Lg=> (n—k)Pn=1.40
n=k
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Ahora, con respecto al inciso b, para obtener el tiempo total perdido por dia, o sea,
el nimero de clientes que esperan en la cola (Lq), esta cantidad se multiplica por el

namero de horas por dia:

Tiempo perdido por dia = (NUmero de horas por dia)*(Lq)
Sustituyendo los valores, se tiene:

Tiempo perdido por dia = (8)*(1.40) = 11.2 horas por dia
Del ejemplo 5.5.1, se concluye que el nimero estimado de ingenieros que esperan
utilizar una terminal es de 1.40 personas; y el tiempo total perdido, de 11.2 horas
por dia.
Con base en lo desarrollado en este apartado, se infiere que las ecuaciones
expuestas para resolver diversos problemas de lineas de espera de una cola con

servidores mdltiples en serie, se utilizaran segun la informacién de cada uno de

ellos.
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5.5. Comportamiento prioritario

de unalinea de espera

Luego de analizar los temas anteriores, surge una pregunta: ¢cual es el
comportamiento prioritario de una linea de espera? Para responder, primero se
tomara en cuenta el concepto de prioridad, que consiste en definir una medida de
caracter relativo en donde se establece el valor de una unidad para el sistema,
utilizada como un analisis comparativo con otras. Es decir, el comportamiento
prioritario de una linea de espera establece la rapidez con la que pasara una unidad

o cliente por el sistema en relacion con otras u otros.

El comportamiento prioritario de una linea de espera se presenta en todos los tipos
de modelos revisados en esta unidad, pues siempre representara un elemento
importante de la linea de espera. La prioridad es, precisamente, el método mas
comun en estos campos para establecer la decision de quién sera el proximo cliente

en ser atendido en un instante determinado.

Finalmente, se puede decir que este analisis comparativo permite identificar
diferencias notorias entre los resultados que arroja un sistema normal, 0 sin
prioridades con respecto a un sistema en el cual existen prioridades en relacion con
el sistema normal.

Para ampliar lo visto en esta unidad, se sugiere revisar el Anexo 5.
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RESUMEN

Todos los sistemas de lineas de espera se componen de unidades a las que se

debe dar el servicio y una o varias estaciones para el servicio de una cola para las

unidades que esperan recibir el servicio.

Las llegadas a un sistema de lineas de espera, llamadas clientes, poseen

caracteristicas que afectan al sistema:

Distribucion del tiempo entre llegadas. Técnica que se usa al azar cuyo fin es

regir el nimero de llegadas al sistema.

Prioridad. Medida relativa del valor de un cliente para el sistema, en
comparacién con otros. en general, establece la rapidez con la que pasara

un cliente por el sistema, en relacién con otros.

Impaciencia. Factor que sefiala el tiempo que permanecera un cliente en el
sistema sin recibir servicio. Este factor puede describir las condiciones sobre

un cliente: alejamiento, abandono o cambio de linea.

Alejamiento es la condicion en la que un cliente se niega a entrar en una cola,
debido a su longitud. Abandono es cuando un cliente sale de la cola después
de esperar cierta cantidad de tiempo. Y cambio es la condicién en la que un

cliente sale de una cola para entrar en otra.

El canal de servicio se refiere a las instalaciones con que se cuenta para dar el

servicio a los clientes, y retne las siguientes caracteristicas.
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Proceso de servicio. Distribucion del tiempo de servicio, entendida como un
proceso conjetural, cuya variacion es inherente de la instalacion.
Disposicion de los canales. Rige la configuracion del sistema. Los canales se

pueden disefiar en serie o0 en paralelo, o en combinacién de serie y paralelo.

Disciplina de servicio. Esta caracteristica de la instalacion indica si puede o
no interrumpirse cuando esta en servicio. Las prioridades unitarias van de la
mano con esta caracteristica: los clientes de mayor prioridad pueden exigir
gue la instalacion detenga su proceso actual para darles servicio (esto se

denomina procesamiento prioritario).

Otro aspecto del servicio se relaciona con las llegadas en grupo de clientes
al sistema, conocidas como servicio colectivo. En este caso, la instalacion

funciona sobre grupos de clientes al mismo tiempo.

La cola es una parte importante de la linea de espera ante las instalaciones del

servicio que ésta ofrece; en consecuencia, se constituye como el principal campo

de estudio.

La linea de espera para el modelo de simulacion tiene los rasgos siguientes:

Longitud. Se refiere a determinar la cantidad de clientes que pueden

encontrarse en la linea de espera al mismo tiempo.
Disciplina de la cola. Establece el método de disposicion de los clientes de la

cola. En general, se considerara que esta cualidad depende de la cola, pero

en realidad esta en funcion gradual de los clientes que hay ella.
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Hay varias posibilidades diferentes de disciplinas de colas. La mas sencilla
de todas es la de dar servicio segun el orden de llegada conforme los clientes

llegan a solicitarlo.

En los sistemas, la cola misma ofrece la mejor oportunidad de estudio en un
campo desde el control de la administracion de la empresa. Frecuentemente,
es mas facil establecer una nueva disciplina de colas que puedan modificar
un proceso con un promedio dado de servicio. Por consiguiente, muchos
analisis se ocupan de la investigacion de varias disciplinas de colas o planes

de prioridades.

El sistema en su conjunto tiene ciertas caracteristicas que no se pueden incluir en
las entidades mencionadas anteriormente. Entre ellas, estan las limitaciones al

namero de clientes en el sistema y los periodos operacionales.

La restriccion del numero de clientes en el sistema suele tener una gran relevancia,
pues representa una limitacién de la capacidad. Y en cuanto al periodo operacional
de un sistema, es la cantidad de tiempo que permite que el sistema pueda funcionar
de modo ininterrumpido. Algunos sistemas pueden operar continuamente durante

ciertos periodos; en otros sistemas, el periodo esta limitado a un tiempo maximo.

Asi, el analisis de un sistema de colas incluye la sintesis de las caracteristicas que
se han descrito. A veces, todas se encuentran presentes; y en ocasiones, solo se
toman unas cuantas. Es necesario considerar que el sistema en si mismo dicta, en
gran parte, las caracteristicas que existen; aunque los objetivos de un experimento
dado dictan qué otros elementos se incluyen. Un rasgo que se puede incorporar,

por ejemplo, es la informacién de costos.
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OBJETIVO PARTICULAR

Al finalizar la unidad, el alumno podra describir y aplicar la teoria de juegos basado
en el andlisis de las interrelaciones entre dos o mas individuos y en la busqueda de
un modelo de actuacion 6ptimo, para llevar a cabo una correcta toma de decisiones

en el campo profesional.

TEMARIO DETALLADO
(8 horas)

6. Teoria de juegos

6.1. Definicion de juego
6.1.1. Estrategias puras y mixtas

6.2. Solucion 6ptima de juegos bipersonales y de suma cero
6.2.1. Solucion grafica para juegos (2xN) o (Mx2)

6.3. Teorema de minimax

6.3.1. Resolucién por programacion lineal
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INTRODUCCION

La vida esta llena de conflictos y competencias por la gran velocidad con que se

desenvuelve el mundo actual:

e Actividades de distintos juegos que se llevan a cabo en los casinos.

e Guerras.

¢ Duelos politicos por ganar candidaturas.

e Competencias deportivas.

e Campafias de publicidad empresarial y gubernamental.

e Competencias que las empresas llevan a cabo a través de la

comercializacion.

Una cualidad fundamental de cada una de esas actividades siempre serd el
resultado final, que dependera en gran medida de la combinacién de estrategias

seleccionadas por los adversarios que intervienen en ellas.

En este contexto, la teoria de juegos es de caracter matematico y estudia las
cualidades generales de las distintas situaciones competitivas de una manera
formal y con un enfoque abstracto. En consecuencia, da una importancia especial
a los distintos procesos de toma de decisiones que llevan a cabo los adversarios.
Es decir, se caracteriza por seguir los entornos competitivos dificiles; trata de
resolver una serie de problemas donde se debe analizar una serie de situaciones
en conflicto en las cuales participan dos 0 mas partes que persiguen objetivos

opuestos.
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Esta unidad se enfocara al caso mas simple de la teoria de juegos, el juego de dos
personas con suma cero, donde solo participan dos adversarios o jugadores. Se
denomina asi porque un adversario gana lo que el otro pierde: la suma de sus

ganancias netas resulta ser cero.

Se estudiara también lo referente al teorema de minimax y su forma de solucion a

través del método de programacion lineal.
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6.1. Definiciéon de juego?®

Actualmente, el mundo en general vive una serie de emociones o sentimientos de
caracter competitivo, donde se desata el deseo de ganar, como las guerras,
deportes, concursos, negocios y juegos de casinos; o de triunfar en la vida a través
de las habilidades que cada individuo posee al desarrollarse en su campo

profesional.

A cada uno de estos eventos de suma importancia, o a las habilidades que los
individuos desempefian en el campo profesional dentro de un mundo competitivo,
se les denomina juegos. Lo Unico que se quiere es ganar o triunfar. Y para hacerlo,
debera existir una gran disciplina y mucho respeto por el hecho denominado juego

justo: jugar de acuerdo con una serie de reglas.

El deseo de ganar o triunfar en cualquier competencia es importante para el sistema
de las empresas e individuos, pues les genera un instinto de adquirir un gran interés
en los juegos y, por consiguiente, en el disefio y fortalecimiento de estrategias

Optimas para alcanzar las metas.

Para ganar o triunfar, los juegos siguen sus propias reglas, por ello es muy dificil
establecer una teoria universal. Entonces, se debera poner atencién en algunos

juegos especiales para llegar a una estrategia 6ptima.

En esencia, la teoria de juegos se enfoca al desarrollo de la teoria matematica,

aplicada en el analisis de la toma de decisiones por los participantes en distintas

31Concepto adaptado de Charles A. Gallagher y Hugh J. Watson, op. cit., pp. 90-99.
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situaciones de conflicto, que les permite determinar y obtener una solucion éptima

para cumplir el objetivo perseguido inicialmente.

La teoria de juegos se aplica cada vez que los individuos se relacionan con otros en
distintos juegos. Por ejemplo, cuando manejas un auto sobre una calle de la ciudad
con un transito elevado, estas practicando un juego con los conductores de los
demas vehiculos. O bien, si tuvieras un negocio de sopas enlatadas, tendrias que
establecer el precio; de esta manera, estarias realizando un juego con tus clientes

y con los duefios de otros negocios rivales.

Ahora bien, todas las ciencias sociales son sub-disciplinas de la teoria de juegos,
pues esta teoria analiza cdmo ocurren las situaciones de conflicto cuando los

individuos se relacionan de forma racional, para llegar a la mejor solucion.

Con base en lo expuesto a lo largo de este apartado, se puede afirmar que el juego
consta de un conjunto de jugadores y estrategias. Estas son esenciales para la
disponibilidad de los jugadores, y por consecuencia generan una especificacion de

“beneficios” para cada combinacion posible de esos movimientos.

Hay dos formas comunes de representar a los juegos:

e Normal

e Extensiva

Y las estrategias se clasifican asi:
e Puras

e Mixtas
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La teoria de juegos fue creada y desarrollada por John von Neuman y O.
Morgenstern, quienes la dieron a conocer en su libro The Theory of Games and
Economic Behavior (1944). Otros investigadores, como los economistas Cournot y

Edgeworth, fueron particularmente innovadores en esta propuesta.

Cabe mencionar que el mismo Von Neuman ya habia puesto los fundamentos de
esta teoria, en un articulo divulgado en 1928. Pero fue hasta la publicacion que hizo

con Morgenstern donde se analizé la relevancia de estudiar las relaciones humanas.

Con todo, hoy dia, hay quienes afirman que la teoria de juegos no sirve para nada,
con el argumento de que la vida no es un juego de suma cero, 0 porque se quiere

obtener el resultado que uno desea seleccionando el apropiado.

Von Neuman y Morgenstern investigaron dos planteamientos distintos de la teoria

de juegos:

1. Estratégico o no cooperativo. Requiere especificar muy detalladamente lo
qgue los adversarios pueden y no pueden hacer durante el desarrollo del
juego; y después buscar para cada jugador una estrategia 6ptima, es decir,

gue otros jugadores piensen lo que otro jugador pretende hacer, y viceversa.

Von Neuman y Morgenstern resolvieron este planteamiento en una situacion
de conflicto de un caso particular de juegos con dos jugadores cuyos

intereses sean diametralmente opuestos.

A este planteamiento estratégico de juegos con planteamiento estratégico o
no cooperativo se le llama también competitivo o de suma cero porque
cualquier ganancia para un jugador siempre se equilibra exactamente por

una pérdida correspondiente para el otro jugador.
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2. Coalicional o cooperativo. En este planteamiento, los autores buscaron
describir la conducta Optima en juegos en donde intervienen muchos

jugadores.

En conclusion, la teoria de juegos ha sido fundamental en la investigacion de
operaciones, en tanto permite llevar a cabo una correcta toma de decisiones en las

empresas.

6.1.1. Estrategias puras y mixtas

Para analizar estos movimientos o estrategias, es necesario saber utilizar una

herramienta fundamental, la matriz de pagos.

Cuando se lleva a cabo un juego con estrategia pura, significa que en el juego cada
jugador tiene una y solo una estrategia éptima, y para encontrarla, se debe contar

con tres elementos importantes:

e Criterio maximin
e Punto de silla de montar

e Valor del juego

Cuando un juego no tiene punto de silla de montar, utiliza una estrategia mixta: los
jugadores llevan a cabo su movimiento a discrecién. O sea, no debe permitirse al
oponente saber cudl estrategia se utilizard la siguiente vez durante el juego.
Entonces, la mejor manera de garantizar el secreto sera seleccionando la estrategia

en forma aleatoria.

Existen juegos en los cuales los participantes hacen una serie de mezclas al
momento de llevar a cabo sus estrategias 0 movimientos. Esto implica que en
alguna parte del juego su estrategia puede ser pura; y en otra, mixta.
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6.2. Solucidon optima de juegos

bipersonales y de suma cero

Como se menciono en la introduccion de esta unidad, el juego bipersonal y de suma
cero (o0 juego de dos personas con suma cero) se llama asi porque un adversario
gana lo que el otro pierde, de forma que la suma de sus ganancias netas resulta

cero.

Para entender el planteamiento de un problema en donde interviene una situacion
de conflicto y por consiguiente obtener su solucién 6ptima en este tipo de juegos,
considérese como ejemplo el juego de “pares y nones”, donde los adversarios
muestran al mismo tiempo uno o dos dedos. El fin de este juego es que si el nUmero
de dedos presentados por ambos participantes coincide de tal forma que el nimero
final para los dos adversarios es par, el que apostd a pares (supongase que fue el
adversario 1) es el ganador, y su ganancia fue de $1.00 USD (suma acordada antes
de iniciar el juego). Pero en caso de que el numero de dedos coincidiera en una
cantidad impar, entonces el ganador serd el adversario 2; en consecuencia, el

adversario 1 le tendra que pagar la cantidad convenida de $1.00 UDS.

En este juego, entonces, cada adversario tiene dos estrategias 0 movimientos:
mostrar uno o dos dedos. Esto se plantea de forma visual en la matriz de pagos

correspondiente, en la figura 6.2.1:
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"Matriz de Pagos para el Juego de Pares y Nones"

"Adversario 1"
"Estrategia" 1 2
"Adversario” 1 1 -1
2 2 -1 1
"Figura 6.2.1"

Con base en el ejemplo expuesto, se puede concluir que un juego entre dos
personas o0 dos jugadores o adversarios, se caracteriza por los siguientes

componentes:

e Estrategias o movimientos del jugador 1
e Estrategias o movimientos del jugador 2

e Matriz de pagos correspondiente

Por tanto, antes de que un juego inicie, cada integrante conoce las estrategias o
movimientos de los que dispone para jugar, asi como las estrategias 0 movimientos

de su rival, y la matriz de pagos correspondiente.

Cuando se estéa jugando, se advierte que los oponentes realizan jugadas reales.
Asi, una jugada real es la que se esta efectuando en el juego, en la cual los dos
oponentes seleccionan al mismo tiempo una estrategia 0 movimiento sin que cada
uno de ellos sepa lo que el otro eligid. Asi, una estrategia se constituye como una
accion simple. En el ejemplo de “pares y nones”, consiste en mostrar un nimero par

0 non de dedos.

Ahora, cuando los juegos se vuelven mas complicados, con una serie de
movimientos, la estrategia por definicion se puede establecer como una regla
previamente establecida que especifica por completo como se intenta responder a

cada imponderable posible en cada una de las etapas segun se va jugando.
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Ya se mencioné que para analizar los movimientos o estrategias es necesario saber
manejar la matriz de pagos. Esta consiste en un arreglo rectangular integrado de
renglones y columnas, determinados por el nimero de jugadores y estrategias o
movimientos disponibles. Por ejemplo, un juego del orden 2 x 4, significa que esta
integrado por 2 jugadores y 4 estrategias 0 movimientos.

Cuando los juegos tienen disponibles mas de dos estrategias se denominan juegos
de orden 2 x M, debido a que no existe ninguna diferencia analitica en relacion con

el nUmero de estrategias o movimientos.

Considérese ahora el siguiente ejemplo, donde se utilizara una matriz de pagos para

un juego de orden 2 x 2.

Sea la situacién de conflicto en la que se enfrentan dos negocios de cadena exprés

ubicadas en contraesquina en la misma interseccion.

En este caso, los compradores estan al pendiente del precio de un determinado
articulo importante. Esto implica que cada negocio tendra que decidir si cobra un

precio alto o bajo por dicho articulo, pues ambos lo venden.

A través de una matriz de pagos, se analizard lo que puede suceder en las
siguientes estrategias 0 movimientos disponibles considerando como referencia al
primer negocio. Después, a través de otra matriz, se hara lo propio tomando al

segundo negocio.

En relacidon con el primer negocio, se pueden establecer las siguientes estrategias

0 movimientos:

1. Si ambos negocios ponen los precios del articulo altos o muy bajos, cada
uno obtendra un porcentaje igual del negocio completo.
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2. Si el primer negocio pone precios altos y el segundo bajos, éste atraera

algunos clientes del primero y le causara una cierta pérdida.

3. Siel primer negocio pone precios bajos y el segundo altos, el primero atraera

algunos clientes del segundo negocio y le causara una cierta pérdida.

Los resultados generados por la matriz de pagos tomando como referencia al primer

negocio se muestran en la siguiente figura:

"Matriz de Pagos para el Juego entre "Dos Negocios"
"Negocio 1"
"Estrategia" Alto Bajo
"Negocio" Alto 0 -0.2
2 Bajo 0.2 0

"Figura 6.2.2"

Ahora bien, si se considera como referencia el segundo negocio, las estrategias o
movimientos son los mismos del primer negocio, pero los signos de los pagos

cambian.

Asi, los resultados generados por la matriz de pagos tomando como referencia al

segundo negocio se muestran en la figura 6.2.3:

"Matriz de Pagos para el Juego entre "Dos Negocios"
"Negocio 1"
"Estrategia” Alto Bajo
"Negocio" Alto 0 0.2
2 Bajo -0.2 0

Sexto semestre
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Como se puede notar en los resultados de ambas matrices de pagos, esto se
cumplira siempre. Entonces, s6lo se requerira una sola matriz de pagos para

describir el juego.

También de forma convencional, los pagos se muestran para el jugador en la parte

izquierda de la matriz. En el caso de nuestro ejemplo, sera para el primer negocio.

Por otra parte, surge la cuestién de si este juego es real; es decir, si cada negocio
se da cuenta del precio que pone el otro, y podria cambiar el precio para perjudicar
a la competencia. La respuesta es si. Esto suele ocurrir cuando se desata la llamada

“guerra de precios”.

Sin embargo, en otros tiempos, los precios se fundamentaban mas en el costo v,
por consiguiente, casi siempre se quedaban sin cambio durante todo el dia. Pero de
acuerdo con la teoria de juegos, como se mencion6 anteriormente, se necesita que

ambos jugadores actien al mismo tiempo.

6.2.1. Solucion grafica para juegos (2xN) o (Mx2)?°

Este tipo de solucidn se da solamente para resolver problemas en donde existan
juegos en los que se involucran estrategias mixtas con solo dos estrategias puras

no dominadas para uno de los jugadores.

Consideremos un juego con estrategias mixtas tal que, después de eliminar las
estrategias dominadas, uno de los adversarios tiene so6lo dos estrategias puras.
Para este caso, supongase que es el jugador 1, sabiendo que sus estrategias mixtas

son las siguientes:

29 Adaptado de F. Hiller y J. G. J. Lieberman, Introduccién a la investigacion de operaciones, México:
McGraw-Hill, 2002, pp. 479-481.
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o (X1, X2).

e Xo=1-xXi1.

En el juego se pretende determinar el valor 6éptimo de xi. Y para lograrlo, es
necesario hacer la grafica que muestre el valor del pago esperado como una funcion
de x1 para cada una de las estrategias de su rival. Donde se podra notar que la
variable x; representa a la variable independiente de una relacion funcional existente
con las diferentes estrategias que se estan considerando en el pago esperado, es
decir, y1, Y2, V3. yn, que representan los movimientos a seguir y, por

consiguiente, son variables dependientes de la variable xi.

Asimismo, esta grafica del pago esperado se puede utilizar para visualizar el punto
que maximiza el pago minimo esperado, y también permite distinguir la estrategia

mixta minima del rival.

Para que se entienda cdmo se aplica este procedimiento de solucion gréafica para
juegos de orden 2 x n o m x 2, se analiza y resuelve el siguiente problema.

Problema

Dos politicos contienden entre si por el Senado de un pais. Estan disefiando sus
planes de campafa para los dos ultimos dias antes de las elecciones. Se espera
que esos dias sean los mas cruciales de toda su campafia, pues estan préximos al
final de la misma. Entonces, quieren emplearlos para realizar campafia en dos
ciudades importantes: ciudad 1 y ciudad 2. Para evitar perder tiempo, planean viajar
en la noche y pasar un dia completo en la ciudad 1 y otro dia completo en la ciudad

2: 0 ambos dias en una sola ciudad.

Como deben hacer los arreglos necesarios de manera adelantada, ninguno de los
dos sabra lo que su rival tiene planeado hasta después de haber concretado sus

propios planes de campanfa.
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Ademas cada politico tiene un jefe de campafa en cada ciudad, que los asesora en
cuanto a la aceptacion que tendran las distintas combinaciones posibles en los dias

dedicados a cada ciudad, tanto por ellos como por sus rivales.

Solucién

Como se advierte, ambos politicos representan un juego de dos personas y de suma
cero. En primer lugar, se deben identificar a los jugadores (por obvia razén, son los
politicos), asi como las estrategias de cada uno y la matriz de pagos

correspondiente.

Luego, con base en el planteamiento del problema, las estrategias 0 movimientos

de cada adversario son las siguientes:

e Movimiento 1. Visitar un dia cada ciudad.
e Movimiento 2. Visitar ambos dias la ciudad 1.

e Movimiento 3. Visitar ambos dias la ciudad 2.

Después, una informacién sobre la campafia de los dos politicos da como resultado

la matriz de pagos que se muestra en la figura 6.2.4:
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"Matriz de Pagos para el Juego entre "Dos Politicos"
"Politico 2"
"Estrategia" 1 2 3 Minimo
"Politico" 1 0 -2 2 -2 —
1 2 5 4 -3 -3
3 2 3 -4 -4
Maximo 5 4 2
A

Valor Minimax

Valor Maximin

"Figura 6.2.4"

En la figura anterior, se nota que la tercera estrategia pura del jugador 1 esti

dominada por la segunda. Entonces, la matriz de pagos se puede reducir a la forma

presentada en la figura 6.2.5:

"Matriz de Pagos para el Juego entre "Dos Politicos”
"Politico 2"
"Estrategia" Y1 Y2 Y3
"Probabilidad" Pura 1 2
"Politico" X1 1
1 (1-xy) 2 5 4
"Figura 6.2.5"

Por tanto, para cada estrategia pura de que dispone el jugador 2, el pago esperado

para el jugador 1 serd como se muestra en la figura 6.2.6:

Sexto semestre

Y1,Y2,Y3) "Pago Esperado”
(1,0,0) Ox, +5(1-x4)=5-5x
0, 1, 0) (-2x 1) + 41 -X ;)= 4- 6%,
0,0,1) 2x1 -3(1-%x,)=-3+5x;,

"Figura 6.2.6"
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Determinado el pago esperado, se trazan sus rectas. Para cualquier valor que se
dé a x1y (y1, Y2, y3), recuérdese que el pago esperado sera el promedio ponderado

apropiado a los puntos correspondientes a estas tres rectas.

Luego, la grafica de pago esperado de las tres rectas correspondiente a la

informacion proporcionada por la figura 6.2.6 se muestra en la grafica 6.2.1:

Procedimiento Grafico para Resolver Juegos (Dos Politicos)

Recta 3,1, 2

=4=Recta 1

“Pago Esperado”
-

== Recta 2
i - Recta 3
. by

0.8 1 1.2

0.2 0.4 0.6
Punto Maxi

Recta 2, 1, -2

-3 Recta'3, 0,-3

",

Grafica 6.2.1
De la gréfica 6.2.1, se puede concluir lo siguiente. Recuérdese que el jugador 2
quiere minimizar el valor del pago esperado para el jugador 1. Ademas se sabe que
para X1 el jugador 2 puede minimizar este pago esperado, eligiendo la estrategia
pura que le corresponde a la recta inferior para esa x1. Por tanto, el valor éptimo de
X1 Se encuentra entre la interseccion de las rectas 2 y 3. Luego, la estrategia mixta

Optima del jugador 2 es:

(y1, y2, y3) = (0, 5/11, 6/11)
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Este punto (yi, Y2, ¥3) Se conoce como punto maximin, o sea, el valor 6ptimo

resultante esperado.

Finalmente, este procedimiento grafico se ejemplificé para un problema en
particular, pero su aplicacion es universal para resolver cualquier tipo de juegos en
los que se involucren estrategias mixtas con soOlo dos estrategias puras no

dominadas para uno de los jugadores.

6.3. Teorema de minimax=©

El criterio de minimax es aplicado a juegos que no tienen punto de silla de montar,

sino que necesitan estrategias mixtas.

En este contexto, el criterio minimax afirma que un jugador debe escoger la
estrategia mixta correspondiente que minimice la maxima pérdida esperada para si
mismo. De manera equivalente, si se analizan los pagos (jugador 1) en lugar de las
pérdidas (jugador 2), este criterio se denomina maximin, consistente en maximizar

el pago esperado minimo para el jugador.

En cuanto al pago minimo esperado, se refiere al pago esperado mas pequefio que
puede resultar de cualquier estrategia mixta que el oponente tenga. De esta forma,
segun este criterio, la estrategia mixta dptima para el jugador 1 es la que le otorga

la garantia, es decir, el minimo pago esperado que le confiere ser la mejor, la

30 |pid., pp. 482-485.
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méaxima. Por tanto, el valor de esta mejor garantia es el valor maximin, asignado por

la letra v.

De modo analogo, la estrategia 6ptima del jugador 2 es aquella que le otorga la
mejor garantia, en donde lo mejor significa minima, y garantia se refiere a la maxima

pérdida esperada que puede lograrse con cualquiera de las estrategias mixtas de

su oponente. Por ello, la mejor garantia es el valor minimax, simbolizado con ¥ .

Recordemos que, cuando solamente se utilizan estrategias puras, los juegos que
no tienen punto de silla de montar resultan ser inestables: no tienen soluciones
estables. Esto se explica porque v < ¥, por lo que los jugadores desean cambiar

sus estrategias para mejorar su postura.

De modo similar, en los juegos con estrategias mixtas es indispensable que v_=*

; para que la solucion 6ptima sea estable.

Lo explicado para este tipo de juegos se puede resumir en el teorema de minimax
de la teoria de juegos: si se permiten estrategias mixtas, el par de estrategias 6ptimo
de acuerdo con el “criterio minimax” proporciona una “soluciéon estable”con y=v =
v, donde v es el valor del juego, de manera que ninguno de los dos jugadores puede

mejorar cambiando unilateralmente su “estrategia”.
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6.3.1. Resolucion por programacion lineal3!

Hay una forma muy simple de resolver cualquier tipo de juego de estrategias mixtas:
convirtiéndolo en un problema de programacion lineal. En primera instancia, se
analiza como se encuentra la estrategia mixta del jugador 1, de modo que se ubique
en un estado Optimo con respecto a las estrategias simples del oponente, es decir,

del jugador 2.

Si la estrategia mixta del jugador 1 es éptima en relacidon con las estrategias simples
del jugador 2, sera necesario determinar la solucion que satisfaga este conjunto de
restricciones a través de un modelo de programacion lineal.

Como resultante de esta situacidén en conflicto entre los dos jugadores, el problema
de hallar una estrategia mixta 6ptima se ha reducido a poder determinar una

solucion factible para un problema de programacion lineal.

Ahora, al generar el juego a un modelo de programacion lineal se presentan dos
inconvenientes:
e Se desconoce v.

¢ No tiene funcion objetivo.

Para beneficio del problema, ambos inconvenientes se pueden salvar al mismo
tiempo sustituyendo la constante desconocida v por la variable xm+1; y después
maximizando Xm+1, de tal forma que xm+1 Sea igual a v, por definicion, en la solucién

Optima del problema de programacion lineal.

En resumen, el jugador 1 encontrara el resultado de su estrategia mixta optima
aplicando el método simplex para resolver el problema de programacion lineal como

se muestra en el modelo 6.3.1:

31 |pid., pp. 479-481.
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Maximizar: Z= Xm+1
Modelo 6.3.1
Sujetoa:  piixa + p2axz + paixs +........ + PmiXm - X m+1 >=0
P12X1 + p22X2 + P23X3 + ........ + Pm2Xm - Xm+1 >=0
P13X1 + pP22X2 + P33X3 + ........ + Pm3Xm - Xm+1 >=0
PinX1 + P2nX2 + P3nX3 + ... + PmnXm - Xm+1 >=0
Donde: X1 >=0 parai=1,2,3,....... , m.

En este modelo se puede notar que Xm+1 NO esta restringida a ser no negativa,
mientras tanto, el método simplex sélo se puede aplicar una vez que todas la

variables de decision tienen la restriccion de no negatividad.

Para determinar su estrategia mixta optima, el jugador 2 tendra que reescribir la
matriz de pagos como los pagos a si mismo en lugar de al jugador 1, y procediendo
de la misma forma que se hizo para el jugador 1. De tal forma que su estrategia
mixta Optima sera determinar la solucién 6ptima del modelo de programacion lineal

como se muestra en el modelo 6.3.2, de la siguiente forma:

Minimizar: Z= yn#1
Modelo 6.3.2
Sujetoa:  piiyr + pizy2 + pisys +........ + Pinyn - Yn+1 =<0
p21y1 + p22y2 + pP32ys + ........ + p2nyn - Yn+1 =<0
P31y1 + p32y2 + pP33ys + ........ + P3nyn - Yn+1 =<0
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Pmiy1 + Pm2y2 + Pm3y3s + ........ + Pmnyn - Yn+1 =<0
yi+y2+yst....yn=1

Donde: y1 >=0 paraj=1,2,3,....... , n.

Hecho lo anterior, se nota que existe el efecto de la dualidad entre el modelo de
programacion lineal del jugador con respecto al modelo de programacion lineal del
jugador 2, lo cual es sencillo demostrar.

Esta situacion tiene dos relaciones importantes.

a) Primera. Se pueden determinar las estrategias mixtas 6ptimas para los dos
jugadores mediante la resolucién de solo uno de los problemas de
programacion lineal planteados, puesto que por definicion la solucién optima
dual es un producto complementario automatico de los céalculos del método

simplex que éste usa para determinar la solucion 6ptima primal.

b) Segunda. Este tipo de aplicaciones trae consigo toda la teoria de la dualidad,

utilizada para hacer énfasis en la interpretacion y analisis de los juegos.

Luego, todo este procedimiento es una prueba muy sencilla del teorema minimax.

Para ilustrarlo, consideremos el problema analizado en la solucién gréfica: el juego
entre los dos politicos. De acuerdo con la informacién proporcionada por este juego,
se tiene que el modelo de programacion linea para el caso del jugador 1 quedaria

como se muestra en el modelo 6.3.3:

Maximizar: Z = X3
Modelo 6.3.3
Sujeto a: 5x2 - x3 >=0
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2X1+4x2—%x3 >=0
2X1-3x2—x3 >=0
Donde

Xx1>=0, x2>=0

Para resolver el modelo 6.3.3, aplicamos el método simplex. Entonces, llegamos a

la solucién 6ptima:

(X1, X2, X3) = (7/11, 4/11, 2/11)

Con respecto al jugador 2, el modelo de programacion lineal para resolver y obtener
la solucién Optima de su estrategia mixta, sera el dual del problema, cuyo

planteamiento se muestra en el modelo 6.3.4:

Minimizar: Z = ya
Modelo 6.3.4

-2y2 +2y3—Yya =<0

5y1 + 4y2 —3yxs —ya =<0
y1 +y2+ys =1

Sujeto a:

Donde
y1>=0, yx2>=0, y3>=0

De la misma forma que para el jugador 1, para resolver el modelo 6.3.4, el del
jugador 2, empleamos el método simplex. Y al aplicarlo, llegamos a la solucion
optima:

(Y1, y2, y3, y4) = (0, 5/11, 6/11, 2/11)
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Esta solucion es exactamente igual a la obtenida aplicando el procedimiento grafico.
De nuevo se observa que el valor del juego es v= v = v, que confirma el teorema
de minimax. Se debe aclarar que cuando se habia determinado la solucion éptima
de la estrategia mixta del modelo 6.3.4, con respecto al jugador 2, no era necesario

resolver el modelo 6.3.3.

Con frecuencia, se pueden encontrar las estrategias mixtas optimas para ambos
jugadores con solo elegir uno de los modelos previamente definidos y usar el

meétodo simplex para obtener una solucién éptima y una optima dual.

Finalmente, cuando se utilizé el método simplex para resolver la solucién 6ptima de
los modelos 6.3.3 y 6.3.4 de programacion lineal, se afiadié una restriccion de no
negatividad, la cual suponia que v >= 0. Por tanto, si esta suposicion se violara,
ninguno de los dos modelos tendria soluciones factibles, y el método simplex se

detendria rdpidamente con este mensaje.

Para evitar este riesgo, se pudo haber afiadido una constante positiva, como 3 (el
valor absoluto del elemento mas negativo), a todos los elementos en la tabla de la
figura 6.2.5. Esto habria aumentado en 3 todos los coeficientes de (X1, X2, Y1, Y2, ¥
y3) en las restricciones de desigualdad de los dos modelos previamente

establecidos.
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RESUMEN

La teoria de juegos es un procedimiento para llevar a cabo una correcta toma de
decisiones en situaciones de conflicto. Pero la intuicién no educada no es muy fiable
en situaciones estratégicas, por lo cual se debe entrenar considerando ejemplos

instructivos, aunque no reales.

Los juegos se clasifican segun el nUmero de jugadores. Esto implica que para que
se desarrolle un juego serd necesaria la intervencion de dos jugadores como

minimo, hasta un total de “N” jugadores.

También debe considerarse que en estos juegos la suma algebraica de todos los
pagos puede dar como resultado total cero, o un valor diferente. Y el nimero de

estrategias disponibles para los jugadores son de dos o M.

Por otra parte, los juegos bipersonales y de suma cero tienen un punto de silla de
montar si la estrategia disponible presenta el mismo valor para ambos jugadores. A
estos juegos se les denomina de estrategia pura: cada jugador siempre debe

encauzar su juego a una sola estrategia 0 movimiento.

Ademas, hay juegos que carecen de un punto de silla de montar, y para
solucionarlos se requieren estrategias mixtas, las cuales se seleccionan en forma

discreta y aleatoria de acuerdo con las proporciones optimas.

En general, cuando abordan esta teoria, los autores analizan juegos de estrategia
pura de orden 2 x M, y los de estrategia mixta de orden 2 x 2. Pero en la vida real

hay juegos en donde intervienen mas de dos jugadores, y de suma distinta de cero.
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Esto debido a la coalicion entre los jugadores causada por sobornos y amenazas,

lo cual indica que cada juego de este tipo es unico.

Aunque las aplicaciones de la teoria de juegos a la administracion han sido
restringidas, los conceptos del criterio maximin, las estrategias mixtas, el valor del
juego y las clases de juegos, orientan sobre como resolver problemas de
administracion en donde existan situaciones conflictivas y de caracter competitivo,

a las que normalmente el administrador se enfrenta en el campo profesional.
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