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OBJETIVO GENERAL

Al término del curso el alumno aplicara la teoria del algebra lineal en el

planteamiento y resolucion de modelos matematicos afines al area informatica.

TEMARIO OFICIAL

(Horas 64)

Horas
1. Sistemas de Ecuaciones Lineales 10
2. Espacios Vectoriales
3. Transformaciones Lineales
4. Producto interno 10
5. Matrices
6. Determinantes
7. Préacticas en laboratorio 12
¢ 3de 123
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INTRODUCCION
A LA ASIGNATURA

Las matematicas constituyen una parte
fundamental en la formacion académica de los
estudiantes y profesionales de las Ciencias
Sociales y mas aun para los que se encuentran en
areas en donde es necesario resolver problemas

relacionados con la produccion, la organizacion, la

toma de decisiones, etc. El 4lgebra lineal es larama

de las matematicas que estudia conceptos tales
como vectores, matrices, sistemas de ecuaciones lineales y en un enfoque mas
formal, espacios vectoriales, y sus transformaciones lineales. Es un area que
tiene conexiones con muchas areas dentro y fuera de las matematicas como
andlisis funcional, ecuaciones diferenciales, investigacion de operaciones,
graficas por computadora, etc. La historia del algebra lineal se remonta a los
afios de 1843 cuando William Rowan Hamilton (de quien proviene el uso del
término vector) cred los cuaterniones; y en 1844 fue cuando Hermann
Grassmann publicé su libro Die lineale Ausdehnungslehre (La teoria lineal de

extension).

En la actualidad la herramienta
fundamental de todo estudiante,
académico y cientifico asi como
investigador es la computadora, producto
final (hasta ahora) de las matematicas
junto al desarrollo informatico.

4 de 123

Primer semestre



ot
-
e
[
\'y.

<~ SN UL
A& = )Y IF ;{ i
R
o U@ SUAJED

Informatica

ESTRUCTURA CONCEPTUAL

“Sistemas de”
Ecuaciones Lineales y
Espacios Vectoriales

74 "
“Transformaciones” Algebra “Producto”
Lineales . Interno
Lineal
“Matrices y Determinantes”
“Aplicaciones”
5de 123
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Unidad 1

Sistemas de

ecuaciones lineales
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno identificara los diferentes elementos que intervienen en el

planteamiento y solucion de ecuaciones lineales

TEMARIO DETALLADO

(10 horas)

1. Sistemas de ecuaciones lineales
1.1 Concepto de ecuacion Lineal
1.2 Ecuaciones lineales con 2 o mas incégnitas
1.3 Sistemas de m Ecuaciones en n incognitas
1.4 Eliminacién Gaussiana y Gauss-Jordan

1.5 Sistemas homogéneos

v 7 de 123
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INTRODUCCION

= La importancia del algebra lineal para las
aplicaciones se ha elevado en proporcion
directa al aumento del poder de las
computadoras, cada nueva generacion de
equipo y programas de computo dispara
una demanda de capacidades aun

mayores .Por lo tanto, la ciencia de las
computadoras esta sélidamente ligada al
algebra lineal mediante el crecimiento explosivo de los procesamientos paralelos

de datos y los calculos a gran escala.

Aplicacion en Programacion lineal. En la actualidad muchas decisiones
administrativas, importantes se toman con base en modelos de programacion
lineal que utilizan cientos de variables. Por ejemplo, la industria de las aerolineas
emplea programas lineales para crear los itinerarios de las tripulaciones de vuelo,
monitorear las ubicaciones de los aviones, o planear los diversos programas de

servicios de apoyo como mantenimiento, y operaciones en terminal.

Por tanto el &lgebra lineal es una herramienta muy
importante que utilizan los profesionales egresados de la
Licenciatura en Informatica. En este caso, el punto de vista
de esta unidad se concreta a que el estudiante en

Informatica debe saber lo siguiente:
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a) Tener una nocién fundamental para definir y conceptualizar qué son los
Sistemas de Ecuaciones Lineales.

b) Reconocer las diversas formas y los diferentes tipos de
Sistemas de Ecuaciones Lineales.

c) Reconocer los diferentes tipos de solucion de los
Sistemas de Ecuaciones Lineales .

d) Utilizar los diferentes métodos para resolver los
sistemas de ecuaciones lineales con la finalidad de
utilizarlos en distintas aplicaciones de los temas
subsecuentes que comprenden la asignaturaa) Tener una
nocién fundamental para definir y conceptualizar qué son
los Sistemas de Ecuaciones Lineales.

b) Reconocer las diversas formas y los diferentes tipos de
Sistemas de Ecuaciones Lineales.

c) Reconocer los diferentes tipos de solucion de los Sistemas de
Ecuaciones Lineales.

d) Utilizar los diferentes métodos para resolver los sistemas de ecuaciones
lineales con la finalidad de utilizarlos en distintas aplicaciones de los temas
subsecuentes que comprenden la asignatura.

9de 123
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1.1. Concepto de ecuacion lineal

Una gran cantidad de problemas que se presentan en las ciencias naturales, en
las ciencias sociales asi como en ingenieria y en ciencias fisicas, tienen que ver

con ecuaciones que relacionan dos conjuntos de variables.

Una ecuacion del tipo ax = b que expresa
la variable b (variable independiente)
en términos de la variable a (variable
dependiente), se denomina
ecuacion lineal. El término lineal
expresa que la grafica de la ecuacion

anterior es una linea recta.

Ejemplo:

4x =2y
-3, +9=12,,
2x+3y =5

2 10 de 123
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1.2. Ecuaciones lineales
con 2 0 mas incognitas

De manera analoga
existen muchas
situaciones en las cuales
se requiere relacionar
mas de dos variables
independientes con los
cuales poder satisfacer
infinidad de procesos y
de esta manera obtener
solucién a diferentes
actividades en algun
area especifica de una
empresa.

En este caso la representacion de ecuaciones con mas de dos incégnitas es la
siguiente:

Forma general de una ecuacién en varias variables

a;x; +a;xs + ..t ayx, =b

11 de 123
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3x, + 2% —6x3 =5..6
Sz4+8w -9k =12

Donde:

X, X3.X3 ¥ =z w Kk

Son las incognitas de la ecuacion, las cuales encontramos a través de métodos

algebraicos que estudiaremos mas adelante.

Se sugiere revisar la graficacion de sistemas de 2x2.

1.3. Sistemas de m

Ecuaciones en n incognitas

A un sistema de m ecuaciones con n incognitas lo podemos representar como:

Q1% + A Xyt FApn Xy = 23 (1)

Az1%; + AgzXato. . Fazg Xy = 23 .. (2)

AmpXy + GmaXz . FOmpXn = Iy .. (M)

Doénde:

12 de 123
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1,2,3,...,n Elnimero de variables
Qq1,Q12,831,8032, .. A1, Ay SON los coeficientes de las variables.
by, by, bs,, .....b, Son los términos independientes de las ecuaciones
Xy,X5, ..., Xy, Son las variables de las acuaciones

1,2,3,..,n El numero de variables y a,4,@43,0;31 .....Qmn Son los coeficientes de las varibles

Tipos de solucion de los sistemas de ecuaciones lineales

-~ =
f '\

Determinados

i’
) una sola solucién
Compatibles L J
( N Si tienen solucién -' . ’
) Indeterminados
Sistemas de . / .. .
ecuaciones p < tienen infinidad de
. soluciones
J Incompatibles N »
no tienen solucion
N J

13 de 123
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1.4. Eliminacion Gaussiana

y Gauss-Jordan

La eliminacién Gauss-Jordan de un sistema de m ecuaciones y n incognitas es

KyoKas e eas X

una metodologia que permite calcular los valores " para los cuales

existe una solucién del sistema de ecuaciones.

A un sistema de m ecuaciones con n
incégnitas lo podemos representar

como:

G11% + Gz Xz e A Xy = 5 (1)

f21X) + GazXato.. FlzpXp = I3 o (2)

Ama¥y + Ama Xzt FOmp Xy = Z .. (M)

Donde 1,2,3,..,m son las ecuaciones y xi,x, ...,x, son las variables de las

ecuaciones.

El método Gauss-Jordan

14 de 123
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El método de eliminacion Gauss-Jordan consiste
en representar primeramente el sistema de
ecuaciones por medio de una matriz y obtener la
matriz escalonada eliminando las incognitas de
una manera consecutiva, con el propésito de llegar

a una matriz escalonada equivalente para obtener

la solucién de la ecuacion, mediante la aplicacion

de tres operaciones principales.

Una matriz escalonada es de la forma. También

conocida como matriz identidad

1 0 0
01 0
0 0 1

Recuerda las tres operaciones permitidas para este método
1.- Intercambio de renglones
2.- Multiplicar un renglén por cualquier nimero real, diferente de cero
3.- Multiplicar un renglén por un namero real y luego sumar con otro.
Nota: no es valido multiplicar o sumar entre columnas.
Ejemplo 1:

Determine si el siguiente sistema es consistente:

X —4dx, =8
2x, —3x, +2x, =1
Sxy8x, + Tx, =1

v 15 de 123
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Solucioén:

0 1 -4 8
[2 -3 2 l]
5 -8 7 1

Matriz aumentada:

Para obtener un pivote con x; en la primera ecuacion, se intercambian las filas
ly2:

2 -3 2 1
[IJ 1 -4 B]
5 -8 7 1

Para eliminar el término 5 en la tercera ecuacion, se multiplica la primera fila por

-5/2 y se suma con la tercera:

Se acostumbra indicar con R: renglén, las operaciones realizadas pero no son

obligatorias.

Tomando como pivote el renglén 2 multiplicar por -1/2 y sumar con la fila, para
eliminar -1/2:

2 -3 -2 1
0 1 -4 8 |zhtR

1 3
0 —= 2 -=
2 2

=

l

Tomando como pivote el renglén 2 multiplicar por 3 y sumar con el renglén 1

para eliminar -3:

2 0 =10 255
01 =4 5
g o0 0 3

16 de 123
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Multiplicar el renglén 1 por %2 para obtener 1 en lugar de 2:

25
10 -5 7
01 -4 8
00 o 5

2

Laecuacion 0x1+0x, +0x3=5/2 &6 0=5/2 desdeluego, como esta

ecuacion nunca es verdadera, el sistema original es inconsistente.

Solucién: Sistema inconsistente, no hay solucion que satisfaga las tres

ecuaciones
Ejemplo 2:
Jx+2y+=z=2
4x + 2y + 2z =8
x+ —-yv+z=4
Solucién:
1 0 2/3 8/3 (_g}pﬁﬁj 1 0 0 -4
01 0 2|——— 01 0 2
00 1 10 0O 0 1 10
Solucién:

17 de 123
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1.5. Sistemas homogéneos

Sistemas de ecuaciones homogéneos se representan como:
Iﬂllxl + ﬂ-].:l:z + ﬂ-lj Ij‘l‘-- ' +I:|'|;|-|_.fﬁ = D

@21%1 + Oz22%z + GppXge.. Faopxy = 0

En forma matricial se escribe como 4, = 0

Todo sistema homogéneo tiene la solucién trivial

Pero puede tener soluciones diferentes a la trivial,

Xy =%y = Xz.= x, =0

Por ello un sistema homogéneo siempre es homogéneo.
Ejemplo 3:

Obtener la solucion del sistema homogéneo

x 2y+ 3z = 1 2 3 0
[—x-l— 3yv+ 2=z =] [—1 3 2 {}]

2x+ y — 2z 2 1 =2 0
1 2 3 0 1 2 3 0 1 0 1 0 1 0 0 0O
0 5 5 D] [D 1 1 G] I{} 1 1 D] ID 1 1 D]
0 -3 -8 0 0 -3 -8 o Lo o -5 0ol lo 0o 1 0O

=

:

=
o= o
= oo
==
o=
|
oo
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e /o) Hoy en dia existen muchas situaciones
J=E en las cuales se requieren calcular
I e . Vot
| ki valores para diferentes incognitas que
s M 4

“=ton) 5 conforman los “Sistemas de
oM . . .

it Ecuaciones Lineales” a fin de que

e v > Q. i satisfagan al sistema. Los Sistemas de

L% : |

Ecuaciones Lineales son generados de
acuerdo las condiciones en que se dan
variables experimentales de un problema o proceso en estudio. Para la
obtencion de estos valores existen diversas metodologias que permiten
realizarlo y en esta variedad de metodologias es donde tiene su mayor

importancia del “Algebra Lineal”.

Ademas las empresas requieren hacer uso muy frecuente de estas
metodologias; dado que estad conformada por diversas areas funcionales en
donde se toman de manera constante decisiones que forman parte del desarrollo
y crecimiento a las diversas expectativas que esta persigue a través de los

objetivos que se traza en un momento futuro.

v 19 de 123
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Unidad 2

Espacios vectoriales

o {
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno identificara los elementos y propiedades de los espacios vectoriales.

TEMARIO DETALLADO

(8 horas)

2. Espacios vectoriales
2.1. Vectores en el plano
2.2. El productor vectorial y las proyecciones en R?
2.3. Vectores en el espacio
2.4. Subespacio vectorial
2.5. Combinaciones lineales
2.6. Independencia lineal
2.7. Bases y dimension

v 22 de 123
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INTRODUCCION

Los fundamentos matematicos de la ingenieria de sistemas
\ descansan sobre los espacios vectoriales y las funciones,
en este capitulo se tratara la teoria de vectores en R"y su
relacion con los espacios vectoriales. Por
ejemplo los sistemas de control de una \ YV
terminal aérea estan basados en operaciones a N
con vectores 0 matrices, existen muchas otras aplicaciones de // )‘J/
los espacios vectoriales, en el mundo real. Para empezar el
mundo en el que vivimos es un espacio vectorial, si queremos la
posicion de cualquier punto necesitamos coordenadas, o cambiar de base para
obtener unas coordenadas mas sencillas. Cuando te miras a un espejo estas
haciendo una simetria que no es mas que una aplicacion lineal. Cuando
proyectas algo también tienes una aplicacién lineal. Luego también aplicas

cambios de base para diagonalizar matrices cuando quieres

> resolver sistemas de ecuaciones diferenciales, y ese seria un
4a ejemplo aplicable a infinidad de sistemas, ya que las
: ecuaciones diferenciales aparecen en todas partes.
-

En esta unidad, se iniciara con las definiciones basicas de

vectores, distancia entre dos puntos, para después desarrollar el

marco general de los espacios vectoriales conoceras y
aplicara teorias de vectores y se Al adentrara a los
espacios vectoriales, combinacion lineal 1 el PR e

independencia lineal
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2.1 Vectores en el plano

En muchas aplicaciones tratamos con cantidades mensurables, tales como la
presion, la masa, la temperatura y la rapidez, que pueden describirse por
completo mediante su magnitud ( un solo numero), ejemplo 10 psi, 3Kg, 35°C
etc.. Por otro lado existen otras cantidades mensurables, como la velocidad, la
fuerza y la aceleracion, para cuya descripcion es necesario plantear no solo una
magnitud sino también una direccion (ejemplo un auto recorre 10 Km en
direccidén este). Estas cantidades que deben indicar una direccién de denominan
vectores. Los vectores se denotaran con una letra mintscula en negrita, uv;w;t

zetc.

En el contexto de los vectores, las constantes (es decir los nimeros reales) son
conocidas como escalares y se simbolizan con letras minusculas cursivas a,b,ck

etc.

24 de 123
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Para empezar nuestro estudio de espacios vectoriales necesitamos la definicion

de vector, el cual podemos definir como:

El segmento de recta dirigido de un

punto U a otro punto V.

Sea uvel segmento o vector; se conoce a u como punto inicial y a v como punto
terminal. Cualquier vector en el plano tiene las siguientes propiedades: magnitud,
direccién y sentido.

Sea a = (x,y) el cual representa una matriz de 2 x 1 de modo que :

a = )
[3’ , donde x ey son numeros reales y se denominan componentes del

vector.

3.- Los vectores en el plano tienen las siguientes caracteristicas.
a= [} ¥y b= : ay b . . . . .
? son iguales si y solo si x1=xzy y1 =y Se define

la suma de vectores como

at Xy +:r2]|

¥1+ ¥z

25 de 123
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4.- Si representa un vector y o €s un escalar, entonces:

o = .:1:';]

Multiplicacion por escalar
Ejemplo

. _-5
Si 4= [ 3] representa un vector y 3 es un escalar, entonces

3(-5) _-15
3“=[3{3}]=[ 91 ]
Magnitud

Ejemplo

Si ¥ =(2-3) encuentra su magnitud y direccion.

Magnitud: 141 = @7+ (57 = #F25 =28

g = tan~* (—”) = _68.10° = 201°

Direccion gue corresponde al cuarto cuadrante.
Ejemplo

, _ P=1(32) ¥ Q(-13), ,
Encuentra la distancia entre los puntos o la longitud del

—

segmento de recta dirigido e

|Pg| = ‘u."f':_'l —3)P +(5-2)7 = \.-'f(‘i}j 32 =425=5
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2.2 El productor vectorial y las

proyecciones en R*

: _ a=(xpy1) ¥ b= (xy2)
Se define el producto vectorial entre ay b donde

Como:

a-b=x12% +y1¥2 donde *'? es un escalar.

Ejemplo:
Sean xy zdos vectores x=(1,2) y z = (34); entonces, su producto vectorial

es:

x-z=(12)-(34)=1(3)+2(¢)=3+8=11

Proyeccion de vectores:

Se define una proyeccion en R? entre ay by, considerandolos como dos vectores
diferentes de cero, entonces la proyecciéon de a sobre b es un vector que se

define como:

_[ab
Proyya = W]

Donde se cumple que:

La Proy,aes paralela a \\ b

a — Proyya

La diferencia es ortogonal a + b

a = (b - Proyya) + Provya

Nota: En ocasiones el término ortogonal y el término perpendicular son sinébnimos

27 de 123
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Ejemplo:

Calcular la Proy,a considerando los vectores

Calculamos &&= (1L.2)(23)=1(2)+2(3)=2+6=28

[b] =22 +32 =42 +9 =413

Al cuadrado, el término anterior es igual a 13.

3 am=d82
V3 1313

Proyya =

Ejemplo:

Calcular el vector a — Proy,a considerando los vectores ©

Calculamos & b=(L1)(23)=1(2)+1(3)=2+3=

[b] = (22 £ 3%)F = (4 4 0)7 = (13):
Al cuadrado, el término anterior es igual a 13.
5
Proyya = 3 (23) = (

a— Proypa =(11) — (%’%) = ( 3

10 15
ﬁ'ﬁJ:

2

13" 13

a=(L2)y b=(23)

)

=(LL)y b=(23)
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2.3 Vectores en el espacio R?

Los vectores en el espacio son todas las ternas ordenadas de numeros reales,

es decir,
R =(x,v.2)" (x,y.2)
Asi pues, un vector en el espacio es:
a= (ax--ﬂ:sﬂa] b= (by bz, bs)
Y cumple con las siguientes propiedades:

l.a+besinicoya+be R?
Za+(b+el=la+b)l+tc
3.0 +a=adonde0 =10(0,0,0)
4, —a+a = 0donde — a =(-a;,—a, —a;z)
Satb=b+a
6.0 aes inico v ea € R*
7.x(a+b)=aa+ab
B.(cc+a+f) =aa+ fa
9. (af)a
10a=a
Donde la magnitud de cualquier vector sera:

lal = ya,* + a* + a3

Y la distancia entre dos puntos a y b estara representada por:

lab| = \[(ay — by)? + (az — ba)® + (a3 — b3)?

Angulo entre vectores

Como en R?, también podemos encontrar en el espacio el angulo entre dos

a=(x.y.5;) ¥vb={(x5v52;) .
vectores pRERLY Y%7 de la siguiente manera:

ak

_ , — -1 ak
cos6 = o ¢ 8 = cos (|a||a|:]
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Vectores en tres dimensiones

us®SDy w=@3.0 5 mine:

a) y +1I3

b) 2uy — U

El Angulo que forman los Vectores A = (3,0, 1)y B = (6, 0, 0) es igual a:
Solucion:

uptu; =(451)+(230=((¢4+2).(5+3),(1+0)) = (681)
2u; —uy = 2(4.5,1) - (2,3.0) =(8-10-2) — (2.3.0) = (6.7.2)

El &ngulo que forman los vectores a= (3,0, 1)y b= (6,0, 0)

a-b=18+0+0=18
lalv9 +0+1=+10=3.15622
[BW36+0+0=436=6

18

-1 — a
(3.1622)(6) 18:43

& = cos
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2.4 Sub-espacio Vectorial

Iniciaremos definiendo qué es un espacio vectorial.

Un espacio vectorial es un conjunto de vectores

(V1. V2, o ¥y) o
gque cumplen con las siguientes

propiedades:

Si xy wson dos vectores de un espacio vectorial V,

entonces existen operaciones x + ytal que:

a). r+tw=w+x

b) x+(wHtl=(x+w)+t

c) Existe un unico elemento 0, tal que * e

d) Para cada x existe un w, tal que. *Tw =w+x=0

i ier ng k =kx+k
e) Si k es cualquier nimero real, entonces. (xr +w) = kx + how

. I k+d =k d
f) Si ky d son dos numeros reales, entonces (k +d)x = kx +dx

k(dx) = (kd)x
g) Si ky dson dos numeros reales, entonces

1(x) = x*

h) Existe un numero 1, tal que
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Ejemplo:
Sean x= (1,2), w=(1,1), t=(0,1) y nUmeros reales k=2y d=3

1. X+w=w+x
(1,2)+(1,1) =(1+1, 2+1) =(1+1,1+2) = (1,1)+(1,2)

2. X+(w+t)=(x+w)+t
(1,2)+{(1,1)+(0,1)} = (1,2)+{(1+0, 1+1)} ={1+1+0, 2+1+1} = {(1,2)+(1,1)}+(0,1)
={(1+1, 2+1)}+(0,1) = {1+1+0, 2+1+1}

3. X+0=0+x=x
(1,2)+(0,0)=(1+0, 2+0) =(1, 2)

4, x+w=w+x=0
(1,2)+(-1,-2) = (1-1, 2-2) = (-1+1,-2+2) = (0,0)

5. k ( x+w)=kx+kw
2{(1,2)+(1,1)} =2{(1+1,2+1)} = {2(1)+2(1), 2(2)+2(1)} = {2(2),2(2))+(2(1),2(2)}
=2(1,2)+2(1,1)

6. (k+d)x=kx+dx
(2+3)(1,2) = {(2+3)(1),(2+3)(2)} = {2(1),2(2)+(3(1),3(2)} = 2(1,2)+3(1,2)

7. k(dx)=(kd)x
2{3(1,2)} = 2{3(1),3(2)} = {2(3)(2),.2(3)(2)} = {(A(3)}1,2) ={(2)(3)(1), (2)(3)(2)}

8.1(X)=x
1x=1(1,2)=( (1)1,(1)2)= (1,2)

Un sub-espacio vectorial de V, si Ses un subconjunto de Vy en si, es un espacio
vectorial respecto a la adicion y multiplicacion definidas en V. Ademas, debera

cumplir las siguientes condiciones:

vUVes:U+VeivacsKkV efiall €5
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Ejemplo:

Determine los “Sub-espacios Vectoriales” dados los “Espacios Vectoriales”
siguientes:
1. Sea V el Espacio Vectorial R%. Entonces, el conjunto W formado por los

vectores cuya tercera componente es cero, es el siguiente sub-espacio:

Respuesta:
W={@ab 0):abecR}

2. Sea V el conjunto de todos los polinomios ao + a:t + azt? + ----.-- + ant con
coeficientes a;, en un cuerpo Ken R; entonces, el conjunto Wformado por los

polinomios menor o igual que n esta dado por el sub-espacio siguiente:

Respuesta:

W = {Polinomios <= n: para un n fijo}
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2.5 Combinaciones Lineales

Un vector es una combinacion lineal de los vectores v, v, ... 7,y Y puede

ser expresado de la forma: . _ aVi +asVy + ot a,V

Donde a;,a; ... @, son escalares.
Ejemplo:

Se tienen dos vectores cualesquiera (2,-1,0) y (3, 88), y escalares 4y 6,

respectivamente.

Entonces, la combinacién se representa por la suma de los vectores

multiplicados por sus respectivos escalares.

42-1,0) + 6(3,88) = (8-40) + (18 4848) = (26, 44,48)
Sea V un espacio vectorial sobre k, y sea
G ={V,, Vs, ...V, }

Un conjunto de vectores de V. Se dice que G es un generador de V/si para todo

gy 3y wany

XEV ) [
vector existen escalares tales que

X = rx]_V:l +ﬂf21"r2 + ‘I‘ L7 Vm

Vo Ve Vs

El espacio generado es el conjunto de combinaciones lineales de es

decir, v, vo,. V1 ={V:V =a,V, + a,V, + - +a,, V. }

Ejemplo.
Sean {(12), (34), (6,7)} un conjunto de vectoresy 2, 3y 6tres escalares,

respectivamente.
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Entonces, si existe una xtal que
x=2(12)+3(34)+6(67)
Entonces es un generador de V

x=(24) + (912) + (36,42) = (2+9+36, 4+12+42) = (47,58)

2.6 Independencia Lineal

. . - . . . . .
Un conjunto de vectores V2 Vs y ¥ es linealmente independiente si existen

escalares fvCxG y G que una combinacion lineal de dichos vectores con los
anteriores escalares, respectivamente; si esta Ultima operacion da cero y los
escalares son todos iguales a cero, entonces se trata de una combinacion lineal,

linealmente independiente.

1. Independencia Lineal: Sea $ = { vy, vz vs.... va} un conjunto de “Vectores”,

entonces:
S es linealmente independiente si la igualdad
aivi+azvz+...+anvn =0

So6lo se satisface con ar =az=...=an=0

2. Dependencia lineal: Sea S = {vs, vz..., va} un conjunto de “Vectores”,

entonces:

S es linealmente dependiente si existen escalares ay, az, ..., as N0

todos iguales a cero, tales que:

aivi+azve+...4anvn = 0

Nota:
a) Todo conjunto que contiene al vector 0 es linealmente dependiente.

b) Si Ses un conjunto linealmente independiente entonces cualquier

subconjunto de Ses linealmente independiente.
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2.7 Bases y Dimension

Un conjunto de vectores es una base de un espacio vectorial V'si:
) Generaa V

II) Es linealmente independiente
si Bt ¥ tes una base de V,
entonces cualquier otra base de dicho

espacio esta formada por n vectores, es

decir, dos bases cualesquiera de V

tienen igual nUmero de vectores.

DIMENSION

BVl T}

S es una base de I, se dice que Ves de dimensibn n, es decir,

es el nUmero de elementos en una base de V.

Si V es un espacio vectorial de dimension n, cualquier conjunto linealmente

independiente formado por n Vectores de Ves una base de dicho espacio.

Si Ves un espacio vectorial de dimension ny S

es un sub-espacio de V, entonces:
dim$ <n

Por lo que, si dimS=n, entonces S =V,
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Ejemplo:

Sean ay b dos vectores que generan a R?, a = (12) y b = (1,3), entonces

consideremos a todos los vectores del espacio vectorial como x=(x, y), y

a,; vib
escalares ¥ 71

X=aa+bb=a,(12)+b,(13)=(a; +by,2a, +3b,) = (x,¥)
b, =v—2x
aq, =3x—vy
Como x e y pueden tomar cualquier valor, los vectores a y b generan R? y su

dimensién es igual al nUmero de vectores, y como son 2, su dimension es dos.
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RESUMEN

En forma cotidiana podemos definir al “Vector” como una cantidad que tiene:
“Magnitud”, Direccién” y “Sentido”; y esto se debe a partir de conceptos fisicos
N cuya descripcion se refiere a algo mas que un niumero. Los
conceptos fisicos han encontrado una adecuada
representacion geométrica los cuales pueden ser
caracterizados y manejados analiticamente

I' mediante parejas o ternas ordenadas de numeros.

En muchas ramas de las “Matematicas” se

presentan frecuentemente conjuntos, con elementos
S de muy distinta naturaleza donde se emplea con
frecuencia el concepto de “Combinacién Lineal”. Estos conjuntos con las leyes
de la adicion y la multiplicacion por un escalar definidas en forma usual, tienen
en comun un gran namero de propiedades algebraicas la cual se conoce como
“Espacio Vectorial”. De manera general, a los elementos de un “Espacio
Vectorial” se les llama “Vectores” y en toda la unidad es el
concepto basico y fundamental para poder

desarrollarlo y aplicarlo.
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno conocerd los elementos, propiedades y la representacion matricial de

las transformaciones lineales.

TEMARIO DETALLADO

(8 horas)

3. Transformacion lineal
3.1 Definicion y ejemplos
3.2 Propiedades: imagen y Kernel
3.3 Representacion matricial de una transformacion lineal
3.4 Isomorfismos
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INTRODUCCION

En la vida actual es muy importante resolver problemas utilizando las

matematicas.

/" Cuando se trabaja con espacios vectoriales surgen situaciones en

las cuales es de utilidad usar las transformaciones lineales para la

—— solucion de problemas, una parte importante es la representacion
matricial de una transformacion lineal. Kolman, (2006) pp. 272y

Aplicaciones de las Transformaciones Lineales.

Se aplican en sistemas de ecuaciones lineales, en matrices y en
un sin namero de problemas, gracias a las transformaciones
lineales sabemos el dominio e imagen y teniendo esto saber si es

un espacio vectorial. Poole, D (2007) pag.201.
L%
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3.1. Definicion y ejemplos

A continuacion se tiene una simbologia utilizada que se utilizara en las

transformaciones lineales:

Una letra mayuscula A, B... un “Espacio%ctorial” y también
“Sub-espacios Vectoriales”.

“Vectores” entre llaves {a, b...} una “Base Generadora”.

Representa una “Transformacién Lineal” con su dominio y contra
dominio “T: V->W”.

Representa la “Dimension” de un “Espacio Vectorial” dim (V).

Transformacion Lineal

Definimos una “Transformacion Lineal” T de un
espacio vectorial R sobre un espacio vectorial S

a una funcion que asigna a cada vector r€R

un Uunico vector. Es decir, si R y S son
espacios vectoriales una funcion T: R— S

recive el nombre de transformacion tal que:

Sean V y W espacios vectoriales. Una
transformacion lineal T de R en S es una funcidn que asigna a cada vector u en

V un anico vector T(u) en S tal que :
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a) T(u+v) =T(u)+T(v) cualesquieraseanuyvenV. ‘

AV

b) T(ku) =k T(u), paracadauenV y cada escalar K .(Kolman, (2006), p. 502) ‘

Ejemplo

3 — RZ
Definamos la funcion T: definida bajo la

regla T(x y, 2) = (x, y) asi se tiene que:
Se sustituye la x por el 8 y lay por el 5.
T (8,5,9) =(8,5)

Ejemplo

:R: = R? ..
sea "F 7 definida por:

T{x,v.z) = (z,22)

Se reemplazan los valores: Primero se sustituye la z por 2 y enseguida la z
multiplicada por 2.

T (x,y,z) = (z, 2z), entonces cualquier transformacion seria:
(2,1,4)=(4,98)

Una transformacion es lineal si cumple:

i. T(vl+v2)=T(vl)+T(v2)

AN L A LY LAY A Aewr
i. (avl) = aT(v1)

AN LY LAY A A LA L
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Propiedades de las transformaciones lineales:

Si T: R—S es una transformacion lineal, entonces, T(0) =0

Sea T: R—S una transformacién lineal. Si €= -7l

es una base de R,

. G={Try .Trs ..Tr}
entonces el conjunto es un generador.

3.2 Propiedades:

Imagen y Kernel

Propiedades de las transformaciones lineales: imagen y nucleo.

Consideremos en primer lugar a la transformacion de R3en R?, definida por:

Sy z)=(y 3y)

La imagen de cualquier vector bajo esta transformacion es una

pareja ordenada cuya segunda coordenada es el triple de la
primera.

",

Al conjunto de todos esos vectores se le conoce como “‘imagen” de
la transformacion S.

Una vez definida la imagen de una transformacion,
introduciremos a la definiciéon de nucleo.

nos)

Se llama nudcleo de una transformacion al conjunto de vectores cuya N _
imagen es el vector cero.

Primer semestre
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3.3 Representacion matricial

de una transformacion lineal

La representacion matricial de una transformacion lineal nos indica la relacién
existente entre ambas para que una transformacion lineal encontrar su

representacion matricial.
Consideremos la transformacion T: R® a R?definida por:
Ty, z) = (x+2y, 3x-z)

Tratemos de encontrar una matriz A
tal que el producto de ésta por
cualquier vector del dominio nos
proporcione la imagen de dicho
vector bajo la transformacién T, es

decir, una matriz A que cumpla,

Av=T(v)

3
Como v es un vector de £y T(v) es un vector de R*la igualdad anterior sélo
podra lograrse mediante una matriz A de 2x3. En consecuencia, la matriz a
tendra la forma Lay, (2004) p..75:

Jcl=[:111 al2 alE]

azl a2? a3
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Y satisfacer la igualdad

) X
o Skl T

s

Es decir,
apx+apy+az=x+2y v anXx+any+apz=3x-—-:=

Lo cual es vélido para los valores

a;; =lLa;;=2,a43=0
@33 = 3,a3; = 0,433 = —1

Por lo que nuestra matriz A es de la forma:

1 2 0
a=| |
3 0 -1
A esta matriz se le conoce como matriz asociada a la transformacion T.

Una vez calculada nuestra matriz asociada, estudiemos las iméagenes de los

vectores de la base candnica, es decir,
R ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
Bajo la transformacion T definida con anterioridad tenemos que:
T(1,0,0)=(1,3)
T (0,1,0) =(2,0)

T (0,0,1) = (0,-1)
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Estos elementos no son mas que los vectores columna que integran la matriz
asociada T, por lo cual, podemos concluir que, para obtener la matriz asociada
a una transformacién basta con calcular las imagenes de los vectores que

integran la base canonica del dominio.

L R, enR . .
Para toda transformacion lineal de ™ ™ existe una matriz a de mxn que

cumple Tx = Ax para toda * € Fn

n = Ry

Definicién. Sea T: una transformacion lineal. Entonces existe una

matriz Unica A de mxn tal que Tx = Ax para toda x.
Ejemplos de Aplicaciones de las Transformaciones Lineales

1. Una casa editora publica un libro en tres ediciones diferentes: cubierta dura,
cubierta blanda y cubierta de lujo. Cada libro requiere cierta cantidad de papel
y de material para la cubierta. Los requisitos estan dados en gramos por la

siguiente matriz:

Cubiertadura | Cubierta blanda | Cubierta de lujo

Papel 300 500 800
Material para la 40 50 60
cubierta

Deja que represente el vector produccién, donde x1, X2, x3 representan el nimero
de libros con cubierta dura, cubierta blanda y cubierta de lujo respectivamente,
que se publican. La transformacion lineal T: R® — R? definida por T(x) = Ax nos

)

da el vector 2" donde y1 representa la cantidad total de papel requerido y y2

la cantidad de material para la cubierta. Suponga que
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(ml:m 1000 810,000

x=| 700 |, _, _ (300 500 800y _ ,

200 T(x) =4, = ( 40 50 60 ) ( 700 ) ( 87,000 )
entonces, 200

Por lo que se requiere 810,000 gramos en papel y 87,000 gramos en material

para la cubierta.

2. ¢ Puede una transformacion lineal cambiar un dibujo por otro? Observa como

la transformacion T; R2 - Rz definida por T(x,y) = (%, x+y) cambia los siguientes

dibujos:
R s
(,2
1 {, ')
0
—» X
S A
-1
(4,1) (-‘;J)
“,-3)
\ |
Q ‘ Q /
. >3
Sl )
/\ M
1
| /\ ;
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3.4. Isomorfismo

Para introducirnos en el estudio de los isomorfismos debemos tener claras

algunas definiciones que se presentan a continuacion.

Definicion.
H — ., . .
sea T*V' = Wyna transformacion lineal, se dice que T es uno a uno
(notacion 1 - 1) si ocurre: Tv, =Tvs = vy = Uy

Es decir, si todo vector w en la imagen de T es de a lo sumo un vector en V.

Definicion.

SeaT:V =W o : .
" una transformacion lineal. Se dice gue T es sobre, si para

toda w € W existe al menos una v € Vtal que Tv =w.

Es decir, T es sobre: Siy solo silaimagende T=W.

Para dejar aun mas claros estos conceptos, tomemos en cuenta la siguiente

definicion.

Sea T: V-W una transformacion lineal, supongamos que
dimV = dimW = n, entonces:
1. siTes1-1,entonces T es sobre

2. si T es sobre, entonces Tes 1-1.
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isomorfismo T de V sobre W. (notacién V=W),

a
T(b)=a+bx+cx2

c

. . TV —-=W . . .
Se dice que la transformacion lineal esunisomorfismosiTes 1

-1y es sobre dos espacios vectoriales Vy W son isomorfos si existe un

_ T =R* - P2 o
Ejemplo: Sea definida por Supongamos que

el
T(b)=ﬂ=ﬂ+[}x+[}x2

C

Entonces a =b =c=0. Es decir, nlcleode T=0y tes 1- 1.

Primer semestre
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RESUMEN

En diversas ramas de las Matematicas, la
Fisica y las distintas Ciencias Sociales; se
utilizan con frecuencia modelos que emplean

en su estructura funciones vectoriales de

variable vectorial; es decir, funciones de la
forma w = f(v), donde wy vson “Vectores”. A
tales funciones se denomina usualmente

“Transformaciones”.

Por consiguiente esta unidad se refii6 a una clase especial de
“Transformaciones”; llamadas “Transformaciones Lineales”; las cuales son las

mas simples y también las de mayor aplicacion.

En la practica profesional, muchos
problemas que involucran
“Transformaciones” de tipo general
suelen resolverse aproximando
éstas a las “Transformaciones

Lineales”.
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno conocera las diferentes aplicaciones del producto interno.

TEMARIO DETALLADO

(10 horas)
4. Producto interno
4.1 Ortogonalidad
4.2 Aplicaciones del producto interno
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INTRODUCCION

Hoy en dia, la solucion de problemas utilizando las matematicas se realiza cada
vez con mas frecuencia. Por lo tanto, el uso de los conceptos de Producto Interno
y Ortogonalidad para la solucién de problemas, comprende una herramienta mas
eficiente para la solucion de problemas reales.
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4.1 Ortogonalidad

Empezamos por definir Ortogonalidad, la cual se refiere a vectores
perpendiculares, y Ortonormalidad, que se refiere a vectores perpendiculares y

que tengan norma o longitud igual a uno.
PROCESO DE GRAM-SCHMIDT

Es una metodologia que utiliza gran parte de los conceptos vistos en los temas
1, 2 y 3 del Algebra Lineal, que permite calcular una nueva base de vectores a

partir de la cual es mas facil realizar célculos sobre estos vectores.

Nos sirve para obtener un conjunto de vectores que sea una base S de una base
espacio vectorial IV, tal que Ssea Ortonormal, es decir Ortogonal y con una norma

igual a uno. Sea V un Espacio Vectorial con Producto Interno y sea

G = {vy, ... v,} de V. El conjunto GO = {wy, ... w, }
wp =1
—1 (viwk) :
wy =1y — ';,_ﬁ__wi_.“lh wy, parai= 23 ...n

Es un generador de V.

Observaciones

e Si Ges unabase de I, entonces Go es una base ortogonal de V.

o« Para obtener una base Ortonormal a partir de una base Ortogonal

B = {wy, .. w3, , .
' ’ bastard& con multiplicar cada uno de los vectores

1

7, | = 1| , ""‘-_
(w.coni=1n) o B hor el escalar
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Una base Ortonormal es un conjunto de vectores que forman una base,
éstos son ortogonales con una norma igual a uno.

-

\
N

Ejemplo:
Obtengamos una base Ortonormal del espacio V generado por:

vy = (1,0,—1)
vy =(—2,1,1)
vy = (—1,1,0)

Primero obtendremos un generador ortogonal de dicho espacio, para ello

hacemos:

wi=v1={(1,0,-1)

_ q_::z-wl — _ = 1Y =
wa=vo -2y = (-2,1,1)-2(1,0,-1) = (2,1, 1)

? (1,0,-1)= (-2, 1, 1) - (-3/2, 0,3/2)= (-2+3/2,1-0,1-3/2)= (-1/2, 0,-1/2)=1/-

2(1,0,1)

_ _ 3wl — _—_1 _ — . —
w3=v3- " wil = (-1,1,0) - (1,0,-1) =-1,1,0)+1/2(1,0, 1)

(-1, 1,00+ (1/2,0,1/2)= (-14+1/2,1+0,0+1/2)= (-1/2, 1,1/2)
Por lo tanto:
Go={(10,-1).(5.0.5). (- L)t

Es un generador “Ortogonal” de V y el conjunto
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4.2 Aplicaciones del

producto interno

Producto interno de dos vectores
Supodngase para R3 el producto interno entre dos vectores

Es representado como a b y est4 dado por:
al
a=|a
a3
b1
b=|b2
b3
[} 'b = albl + a:b: + ﬂ-;\[}l;
Generalizando:
al
an
b1
bn

a'b=a;b +ab: +-+a,b,
El producto interno es llamado también producto punto o producto escalar. Se

puede ver que el producto interno entre dos vectores siempre tendra como

resultado un escalar, es decir, un nimero.
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El producto interno frecuentemente se efectla entre un vector renglén y un vector

columna.
Ejemplo:
1
1
c-d=1(1)+2(2)+4(1)=1+4+4=9
c=(1,2,4)
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RESUMEN

Como se ha visto a lo largo del curso, los elementos fundamentales que

constituyen un Espacio Vectorial son los siguientes:

a) Un conjunto de Vectores —

b) Un conjunto de escalares —

c) Dos operaciones que son la adicion y la multiplicacion por un |
escalar

Ll L

=,

Por consiguiente, la definicion del Espacio Vectorial, asi como sus distintos
Teoremas que se refieren a distintas Propiedades Algebraicas que aluden de
manera concisa al comportamiento de Vectores y Escalares con respecto a las
operaciones de la Adicion y la Multiplicacion.

También deben considerarse los
conceptos métricos que son:
la Magnitud, la Distancia y el
Angulo, los cuales pueden
ser medidos sin  ningun
problema. Ademéas de las
nociones de Independencia

Lineal, la Base y Ila

Dimension.

Ahora, con respecto al tema
principal de la Unidad 4, existen diversas formas de introducir en un Espacio
Vectorial dichos conceptos mencionados en los parrafos anteriores. Una de ellas

consiste en definirlos a partir de una operacion conocida como Producto Interno
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno identificara las propiedades de una matriz y realizara operaciones con

matrices

TEMARIO DETALLADO

(8 horas)

5. Matrices
5.1 Operaciones con Matrices
5.2 Inversa y traspuesta de una matriz cuadrada
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INTRODUCCION

Las matrices, aunque parezcan al principio objetos extrafios, son una
herramienta muy importante para expresar y discutir problemas que surgen en
la vida real. En los negocios a menudo es necesario calcular y combinar ciertos
costos y cantidades de productos. Las tablas son una forma de representar estos
datos. Sin embargo, agrupar los datos en un rectdngulo nos muestra una
representacion mas clara y facil de los datos. Tal representacion de los datos se

denomina matriz.

Otras  aplicaciones de las matrices
directamente relacionadas con el area
informatica es en el uso del internet, por
ejemplo los motores de busqueda para
localizacion y recuperacion de

informacion en internet, utilizan matrices

para seguir el rastro de las ubicaciones en
donde esta se encuentra, el tipo de

informacion que se haya en cada

ubicacion, las palabras clave que

aparecen en ellas, e incluso la manera en
que los sitios web se vinculan entre si con otros, utilizan matrices. En gran
medida, la eficacia de Google, estriba en la manera en que utiliza las matrices
para determinar cudles sitios estan referenciados en otros sitios. Esto es, en
lugar de mantener de manera directa el rastro del contenido de la informacion de
una pagina Web real o de un tema de busqueda individual, la estructura de la
matriz de Google determina las paginas Web que coinciden con el tema de
basqueda, y luego presenta una lista de tales paginas en un orden de
importancia Kolman, (2006) pag. 13. La teoria de matrices es ampliamente
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utilizada en la informatica. Las bibliotecas graficas como por ejemplo OpenGL se
valen de transformaciones espaciales y de las matrices para representar graficos

3D a 2D que luego se traducen a imagen en los monitores.

Las transformaciones en las que intervienen las matrices. Comenzaron éstas
su aplicacion en 1850 y se han aplicado a multitud de campos: algebra,
geometria, céalculo, informatica, fisica, etc. Recientemente han alcanzado un
desarrollo sorprendente en aplicaciones de animacion: en definitiva,

transformacion de figuras en espacios de dos y tres dimensiones.
Teoria de graficas

La teoria de graficas es una area relativamente nueva de las matematicas, que
se utiliza ampliamente para formular modelos de muchos problemas
informaticos, en los negocios, las ciencias sociales y las ciencias fisicas, en estas
graficas se involucra el concepto de grafo, que es una red de nodos y lineas, los
cuales son representados por una matriz de adyacencia. Lay,David.(2004) Pag.
158.

{ ?j‘w Son muchas las circunstancias, que se

/D \ puedan describir usando matrices:
///; suma de matrices, multiplicacién
- / e Y = escalar, multiplicacion de una matriz

& ;o por un vector, multiplicacion de dos

matrices. También podemos aplicar
estos calculos dentro de esta area
matematica del algebra lineal en temas como

sistemas de ecuaciones, espacios vectoriales, transformaciones lineales, etc.
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5.1 Operaciones con matrices

Una matriz es un conjunto de renglones o columnas ordenadas de mxn, donde

m es el nimero de renglones y n el nimero de columnas.

all al2 .. aln
a2zl aZ22 ... aZn

aml am2 ... amn

Un arreglo horizontal es [al1l al2.... aln] y un arreglo vertical es

all
IaZl]
aml
Dentro de las primeras operaciones tenemos las elementales, las cuales se

llevan a cabo sobre los renglones o columnas de una matriz.

Las operaciones que se pueden ejecutar son las siguientes:

1. Sumay Multiplicacion
por escalar
S Y |
Y Fé
Mu|tipﬁéacién 4. Producto |
de matrices Cartesiano
o
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1. Suma y Resta
Sean Ay B las siguientes matrices:

all al2 .. aln
4=|@2l a22 .. ain
aml am2 .. amn
b11 k12 .. bln
y g—|b21 b22 .. Db2n

bm1 bm2 .. bmn

La suma estara representada por

all al2 .. aln hi1 k12 .. bin all+ b1l ael2+b12 .. aln+bin
A+B=|Q21 a22 . a2n ]_,_ b21 b22 .. b2n |_|_a2l+b21 a22+b22 .. a2n+bin
aml am2 .. amn bml bm2 .. bmn aml+ bml am2+ bm2 ... amn+ bmn
tenemos
1 2 3 0 1 3
7 8 9 4 7 8 1

Supodngase Ay B, entonces la resta de matrices esta representada por A-B.

Y la sustraccion se lleva a cabo restando a cada uno de los elementos de la
matriz A, cada uno de los elementos de la matriz B de su misma posicion, de
ambas matrices, y colocando el resultado en la matriz resultante y en la misma

posicion de los elementos restados.

Sean Ay B las siguientes matrices

all alZ2 .. aln
4=(0a2l a2 .. aln
aml am2 .. amn
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y b1l bi12 .. bin
p=|b2l b2 .. ban
bm1l bm2 .. bmn
La resta 3 se realiza de la siguiente manera
all alZ .. aln ki1 b12 .. bln all=0bl1l al2=-blz .. aln-Dbin
4_pg=|82l a22 .. a2n ] _| %21 b22 . b2n ] —|_221-021 22022 .. aln-bln
aml am2 .. aan bml bmZ .. bmn aml—>bml am2-—bm2 .. amn-—bmn
Ejemplo del célculo la resta de las matrices A y B siguientes:
113 2 -3 1
A=1|4 5 2 B=1|3 -1 3
7 1 1 2 03 1
1 1 3 2 -3 1 4 2
A-B=]4 5 2|—-1|3 -1 3|= 6 -1
7 1 1 2 3 1 -2 0
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2. Multiplicacion por escalar

posicion de la matriz resultante.

La Multiplicacion por un escalar. Supdéngase que se tiene una matriz A y un
escalar k constante, entonces, la multiplicacion de una matriz por un escalar
se representa con kKA. La multiplicacion se lleva a cabo multiplicando cada uno

de los elementos de la matriz por el escalar y el resultado se pone en la misma

seria. all al2 .. aln

A=|82l a2l . aln

aml am?2 .. amn

Y k el escalar

Sean A una matriz y k un escalar, entonces el producto escalar de la matriz

La multiplicacion por un escalar se realiza de la siguiente manera:

kall kal2 .. kaln
ka = |ke2l ka22 .. kaZn
kaml kam?2 .. kamn

1 11
A=|312]

1 11

Ejemplo del calculo de la resta de las matrices A y B es el siguiente:

Y el escalar 4.

401) 4(1) 4(1) 4 4
44 =4(3) 4(1) 42| =12 4
4(1) 4(1) 4| 4 4

NS

Primer semestre
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3. Multiplicacién de Matrices

Supodngase que se tienen dos matrices A y B. Para poder realizar la
multiplicacion de estas dos matrices primero se debe comprobar que el
numero de columnas de la matriz A sea igual al nUmero de renglones de la

matriz B.

Suponiendo que se tiene una matriz A con n renglones y m columnas,
entonces la matriz B debera tener m renglones y el nimero de columnas puede
variar digamos k, entonces la matriz resultante sera una matriz con n renglones
y k columnas Poole, David. (2004) Pag.137-139.

Sean A una matriz de nxm y B una matriz de mxk

all al?2 .. aln
A:[azl 22, 2]

anl an .. anm

B2l b2 .. blk

Yy b11 b12 .. blk
B =
bml1 bm2 .. bmk

La multiplicacion de A por B se realiza de la siguiente manera:

all al2 .. aln b11 b1Z2 .. blk
AxpB=|821 a22 .. ain|,|bel bz2 .. bk |_ ,
anl an2 .. anm bml bm2 .. bmk

all{b11)+al2(b21) + - + almibml) .. Wall(blk)} +al2(b2k)+ -+ alm{mk)
aZlielly + a22(b21) + -+ a2 m(bml) . e aZli(bli) + a22(b2Ek) + -+ a2m(bmk)

AxE:I r .
anl(b11) + an2(b21) + - + arpmibml) o weanld (LEY + an2ib2k) + - + anm{bmk)

Ejemplo del célculo de la multiplicacién de las matrices A 'y B que se muestran

1 1 1 2 1 Z
}1=\3 1 2 Ezlz 1 2]

1 11 01 1

a continuacion:
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y

La multiplicacion se realiza de la siguiente manera:

1 1 1 2 1 2
AxB=|3 1 2|=|2 1 2
1 1 1 01

1

L)+ 123+ 1000 LWL+ +101 W2+ 102 + 101}
(24 U2+ 2(0) (14 +11+2(1) 323+ 1(2) +2(1)
L2y 1023+ 1000  L{13=+ 1010+ 101) L{23-+ 1{2)+ L1}

5

242+0 14+1+1 2+4+2+1 4 3 5§
AxH=I5+2+D 34+1+2 E-+2+EI=IE [ LﬂIM
24240 1+1+1 242+1 4 3 5

4. Producto Cartesiano

El producto cartesiano de dos conjuntos A x B es el conjunto de todos los pares
ordenados que se pueden formar con un elemento perteneciente al conjunto

Ay un elemento del conjunto B.

A tiene m elementos
B tiene n elementos —» A x B tiene M x N elementos >

Los elementos de A x B son pares ordenados. Cada par que se forma con un
elemento del conjunto A y uno del conjunto B, en ese orden y recibe el nombre

de par ordenado. Sus elementos se colocan entre paréntesis, separados por
coma.

(x,y) # (y.x)
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Ejemplo 1

A=11 21 2 elemertos
E={x,v,Z} 3elementos

AxB= {01200 012 (2,029,220 ]
6 elementos

Ejemplo 2

Si A ={1,2} y B ={-1,0,1} entonces A x B ={(1,-1), (1,0), (1,1), (2,-1), (2,0), (2, 1)}.

A tiene 2 elementos, Btiene 3,y AxBtiene2x3 =6
Ejemplo 3

Para los conjuntos A={2,5,9} y B={p,q}, el producto Cartesiano de estos dos

conjuntos contendrd los siguientes elementos:

AxB = {(2,p),(2,0),(5,p),(5,9),(9,p),(9,9)}

Es muy importante darse cuenta de que, en general, el producto Cartesiano no
es conmutativo. Algunas veces lo es, pero otras no. En el ejemplo mostrado, el

producto Cartesiano BXA de los dos conjuntos citados sera:

BxA = {(p,2),(p,5),(p,9),(2,2),(q,5),(q,9)}

Esta definicion de producto Cartesiano se puede extender facilmente al producto
Cartesiano de mas de dos conjuntos, tales como los productos Cartesianos
AxBxCy RxIxQ
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5.2 Inversay traspuesta

de una matriz cuadrada

La matriz inversa es de suma importancia en el Algebra Lineal y su aplicacion en

el area administrativa.
El calculo de la inversa se hara utilizando el método de Gauss-Jordan.

Este método requiere de los siguientes procesos para su obtencién:

Encontrar en el extremo izquierdo de la matriz, la columna que no esté integrada de
Unicamente ceros.

AV

De ser necesario, se intercambiara el renglén superior con otro cualquiera, con el
proposito de que el elemento localizado cumpla con la condicion del paso anterior.

NS

Si el elemento diferente de cero, encontrado en el proceso 1, es un valor cualquiera a,
entonces se deberd multiplicar todo ese renglon por 1/a a efecto de que el primer

elemento tome un valor de uno.

A continuaciéon se suma o resta, multiplos apropiados del primer renglén a los demas
renglones de tal manera que la columna encontrada en el proceso 1, todos los elementos
por abajo del primer uno tengan un valor de cero.

A 4

Descartar por el momento al primer renglon, y volver a aplicar el proceso inicial a la
submatriz obtenida, iniciando con el proceso 1, hasta obtener una matriz unitaria.

- B A4

Empezando por el ultimo renglén, se avanza hacia arriba, sumando multiplos apropiados
de cada rengldn a los renglones que estan arriba de ella, de tal manera que se cumpla la
condicion estipulada en el proceso 4, hasta obtener la forma reducida escalonada Vease,
O. Pineda, (1998), Algebra Lineal: Un Enfoque Econémico y Administrativo, México, IPN
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Ejemplo de la obtencion de la inversa de una matriz A:

1 11
A= [3 1 2]
110

Inicio del calculo, 11 1 10 0
[2 1 IJ] [IZI 1 IZI]
101 00 1

Como el valor del renglén uno columna uno es 1, se cumple con esa parte.

Lo . . |
El siguiente paso seria hacer cero el tres del segundo renglén y el uno del 3er renglon,
ambos de la primera columna.

Para hacer cero el tres, multiplicamos por -2 el primer renglén de la matriz del lado
derecho anterior y lo sumamos al segundo renglén de la misma matriz.

Para hacer cero el uno, multiplicamos por -1 el primer renglén de la matriz del lado
derecho anterior y lo sumamos al tercer renglon de la misma matriz.

Todos los calculos realizados anteriormente se aplican a la matriz del lado izquierdo anterior.

Quedando asi:

1 1 1
[{J -1 —2] 4
0 -1 0

Como el valor del renglén dos y columna dos es -1 y debe ser 1 se multiplica
por -1.

Quedando como sigue:

1 1 1 1 0 0
[ﬂ 1 2] [ zZ -1 IZI]
0 -1 0 I-1 0 1
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Como el valor del renglén dos y columna dos es uno, enseguida hay que hacer el
uno del renglén uno y columna dos y -1 del renglén tres y columna dos.

L

El siguiente paso seria hacer cero el uno del primer renglén de la columna dos,
para ello al renglén uno se le resta el renglén dos de la matriz anterior.

| Para hacer cero el -1 del renglén tres y columna dos, sumamos renglén uno y el

tres de la matriz anterior.
s

Todos los calculos realizados anteriormente se aplican a la matriz del lado

izquierdo anterior.

10 -1 -2 1 0
iz| [2 1o
0 0 2 1 -1 1

Como el valor del renglon tres columna tres es dos, hay que hacerlo primero

uno, para ello multiplicamos ese renglén por 1 6 2.

Todos los calculos realizados anteriormente se aplican a la matriz del lado

izquierdo anterior.

Quedando asi:

1 0 =11 [—2 1 0
I | 1/2 —-1/2 172
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uno, se cumple con esa parte.

El siguiente paso seria hacer cero el uno negativo del ™.

renglén uno y columna tres y el dos del renglén dos y /

> Como el valor del renglén tres de la columna treses ™.
/> columna tres de la matriz derecha anterior.

Para hacer cero el -1, al renglén uno le restamos el \
renglén tres de la matriz anterior. /

P\

Para hacer cero el dos, multiplicamos por -2 el tercer \
» renglén de la matriz del lado derecho anterior y lo p
/ sumamos al primer renglén de la misma matriz. '

A
Todos los calculos realizados anteriormente se aplican ™
a la matriz del lado izquierdo anterior. /
y
Donde:
10 0][-1.5 .5 .5
40 1 0 1 0 -1|U
0 0o 1ll.5 -5 .5

Donde la matriz inversa es:

=15 .5 .3
1 0 -1
.5 =5 .5

Matriz Transpuesta

La matriz transpuesta esta dada por una matriz en la cual se intercambian los

renglones por columnas, dando como resultado la matriz transpuesta.

all al2 .. alm
A=|a2l a22 .. alm

anl an? .. anm

Su transpuesta es:

all al2 .. aln
A=|221 a22 .. an

aml am?2 .. amn
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Ejemplo:

Obtencion de la matriz transpuesta de A.

all al2 .. alm
A=|22l a22 .. alm
anl an2 .. anm

Sea la matriz A

La transpuesta es:
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RESUMEN

En este tema se trataron los conceptos fundamentales y las operaciones mas
importantes de aplicacion directa, como son: suma de matrices, multiplicacion

escalar, multiplicacion de una matriz por un vector, multiplicacion de dos
matrices, producto cartesiano

79 de 123
Primer semestre



% { Licenciatura: Informatica
Toes VS SUAJ 4

BIBLIOGRAFIA

SUGERIDA
Kolman, Bernard (2006) 12-46
Poole, David (2011) 3 131-178
Lay,David (2004) 2 105-134

Kolman Bernard David, Pearson, Algebra Lineal, Prentice Hall, 82
edicién,2006, 648pp.

POOLE David, Algebra lineal; una introduccién moderna, México, Cengage
Learning, 32 edicion, 2011, 768 pp.

David C. Lay, Algebra Lineal y sus aplicaciones, Pearson Tercera Edicion,
2004, 492pp.

. 80 de 123
Primer semestre




ZAER { % Licenciatura: Informatica
Ve y h ®
w - S - = )

Unidad 6

Determinantes

o {

” 81 de 123
Primer semestre




’-{i 5: W iy Licenciatura: Informatica
{2 4 i ™
ol SV SUAJED = ' '

OBJETIVO PARTICULAR

El alumno conocera las propiedades y aplicaciones de las determinantes

TEMARIO DETALLADO

(8 horas)
6. Determinantes
6.1 Definiciones y propiedades
6.2 Regla de Kramer
6.3 Eigenvalores, eigenvectores
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INTRODUCCION

La idea del Determinante proviene de mucho

tiempo mas atras que la del concepto de

Matriz. ElI Determinante fue descubierto por

. Kramer durante sus trabajos orientados a la
o resolucion de problemas que se formulaban a

través de Ilos Sistemas de Ecuaciones

Lineales.

La Teoria de los Determinantes fue expuesta por
primera vez en el afio de 1750, es decir cien afios antes de Sylvester y Cayley

empezaran a hablar de las Matrices.

Hoy en dia, el concepto del Determinante tiende a ser referido como la
consecuencia de la Teoria de Matrices y, por consecuencia, es considerado
como el Proceso de Axiomatizaciéon de las Matrices.

En esta unidad veremos lo que se refiere a la definicion del Determinante, asi
como las propiedades que lo caracterizan e identifican como tal; posteriormente,
veremos como se define y aplica la Regla de Kramer, y finalmente, como se
definen y obtienen los Eingevalores y los Eingevectores, a fin de poder

vincularlos en el campo profesional de la Licenciatura en Informatica.

Hoy en dia la tecnologia avanza rapidamente, por £ n e
este motivo se requieren modelos mas complejos B Ty T
para la solucibn de problemas, utilizando las

matematicas y en particular los Determinantes.
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6.1 Definiciones y propiedades

Un determinante es un nimero que se asigna de cierto modo a una formacién
cuadrada de numeros. Esta idea fue considerada en 1683 por el matematico
Japones Seki Takakasu y de manera independiente, en 1693 por el matematico
Aleman Gottfried Leibniz, unos 160 afios antes de que se desarrollara una teoria

de matrices por separado.

En la actualidad se han definido dos métodos importantes para obtener el

determinante de un arreglo de nimeros o matriz.
a) Regla de Sarrus

b) Método de cofactores

a) Regla de Sarrus

Sea A una matriz cuadrada, la
determinante de una matriz cuadrada
es un valor constante que se calcula

con todos los elementos de la matriz.

Determinante de una matriz de 2x2

a
14

A=

b
Sea la matriz d

entonces el

determinante de A es:

|A| = ad —cb
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El calculo se realiza haciendo una multiplicacién cruzada de los elementos “a” y

“d” menos los elementos “c” y “b”.
Ejemplo:

A= |‘52 ;| Al = (=2)(3)-5(1) = —6—5 = —11

Determinante de una matriz de 3x3

Oy @3z O3
A= |0 @Qzz Oz

. 3y O3z Oz . _
Sea la matriz entonces el determinante de A es:

1.-Escribir los dos primeros renglones o filas abajo de la matriz.

2.- Localizar los elementos de las tres diagonales primarias y las tres diagonales

secundarias

3.- Multiplicar los elementos de la
diagonal primaria (roja) y de
cada  diagonal secundaria

(verde).

4.- El determinante resultante es
igual ala suma de los productos
de las tres diagonales primarias

menos los productos de las tres
diagonales secundarias o restar
la suma de los productos de las

diagonales secundarias.

e s
. -“’/ = & d, 0 + o o + [ el S o — o el PR SR §
QQ,QQ,Q;Q,E 1,13 0% 3 T &y s 40 5 3,1 %1 2% 3 319,29 3 1% 2% 5 21%,2%: 3
T A B
az,g{fz,z\j}(ﬁz,z
a1,1/f}'1,2\ﬂ1,3
dy 77 dy g "y
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Ejemplo:

4] =

= I e e

Informatica

ot

el = o ]

=(L15)+4(L0.3)+(2 2 —1)—[(1.2.5) +(1.0.-1) + (2.1.3)]
=(540—-4)—(1040+6) =1-16= —15

|4 = —15

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Las propiedades de los determinantes nos auxilian en la manipulacién de una

matriz de nameros para encontrar el
valor de su determinante,
directamente o diagonal izando la
matriz, este método es muy
conveniente para determinantes muy

grandes de mas de 5x5.

En todos los casos sea A una matriz cuadrada
PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

I) Si todos los elementos de un rengldn o columna de la matriz A son ceros,

|4]=0.
entonces

II) Cuando dos renglones o columnas de la matriz a son idénticos, entonces

|4}=0.

Primer semestre
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[II) Cuando la matriz A es triangular superior o inferior entonces
al  producto de los elementos de la diagonal principal.

IV) Si A es una matriz identidad, entonces su determinante es igual a uno.

v) Si B es la matriz que se obtiene de A intercambiando dos renglones o
columnas,

4| = —|B
entoncesl I 1B

VI) Si la matriz B se obtiene de la matriz A al multiplicar por un renglén o

w |B] = k4|
columna por un escalar “k” entonces:

VII) El determinante del producto de matrices cuadradas es el producto de su

: I1B| = |A[IB].
determinante, o sea

VIII) Si A es una matriz nxn, entonces det AT = detA.

1

IX) A1 *Adj A

B =
X) Si A es invertible entonces

Ver la siguiente direccion electronica

http://www.vadenumeros.es/segundo/propiedades-de-los-determinantes.htm
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Ejemplo:

Desarrollo de un determinante

El determinante de una matriz cuadrada de orden 1 esigual a la suma de los
productos de los elementos de una linea o columna cualquiera por sus adjuntos
respectivos. Simbdlicamente, el determinante calculado por columnas: Lay,
David. (2004) p.187-190

det(A) = a;y - Ay + Qi - App + -+ a3 - Aiy

Y, si no lo queremos hacer por columnas, dicho determinante calculado por filas:

dE‘tl:A} = ai_il'- 'AIJ; + ﬂzj' 'Aﬂj'l' ven - a“i'lj' 'anj
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Ejemplo: Obtén el determinante de A

1 2 3
a=i 5
i 80

Utilizando el renglon 1

|A|:1|g §|—z|; §|+3|3 gl:1(—3}—2{—6)+3(—3}:—3+12—9:D

Se recomienda que hagas el célculo con el método de Sarrus para comprobar el
resultado.

MATRIZ ADJUNTA
La matriz adjunta obtenida por determinantes se aplica para obtener la matriz
inversa de una matriz A.

A-1 AdjAt

= detd

Los menores complementarios de la matriz

1 2 3
4= (4- 5 6)
78 9

Son
_I5 6]_ 4 6] _ _ 5_
@ =lg ol=-2 az=[; o =-6 a=[; gl=-3
12 3_ _no3_ o2
ISI':|—|E g— 5] ﬂ'::—? ‘}_ 12 ﬂf:;—l? E_ G
12 3_ 13 1o
”“‘|5 ﬁl_ 3 "‘“‘ldc rsl‘ 6 ""“‘|+ sl‘ 3
Matriz adjunta
. A= iil, .
Para una matriz cuadrada de orden ™%~ )" sa jlama adjunto del elemento
aif, . (1) - ij, .
lo representamos por Aij, al producto es decir:
)

Atj = (=1)" - aif
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La matriz cuyos elementos son los adjuntos de los elementos de una matriz

Adj(4)
cuadrada A se llama matriz adjunta de A y se denota por
Ejemplo
Los adjuntos de la matriz A del ejemplo anterior son:

Ajy =-3 A3 =6 A3 =3
Az =0 Aqp = —12 Asy = 6
Ay =-3 Ay; =6 Az = -3

La matriz adjuntade A es

-3 6 =3
Adj(rﬂ=(5 -12 5)

6.2 Regla de Kramer

La Regla de Kramer es un proceso que nos permite calcular la solucién de un

sistema con n ecuaciones y n incognitas. AX=B

all al2 .. almnyrxl bl
a2l a22 .. aln||x2| _|b2
=33 b3
anl aZn ... anm
X b

La Regla de Kramer consiste en encontrar las soluciones para cada una de las

variables:

« Las Determinantes se calculan con la regla de Sarrus, vista en el punto
51
Ejemplo:

bkl
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Primero calculamos la Determinante del sistema.

Regla de Cramer

La regla de Cramer da una solucion para sistemas compatibles determinados en
términos de determinantes y adjuntos dada por: Lay,David.(2004) p.201;
Kolman, (2006) p. 205

__det(4))
= "eta)

Donde Aj es la matriz resultante de remplazar la j-ésima columna de A por el
vector columna b. Para un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas:

{ax+by =g
cx+dy=f
La regla de Cramer da la siguie
e b a e
x—‘f .i|_ed—hf r_||:: f|_af—ec
_|a b|_ad—bc' }‘|a b|_ad—bc
c d c d

Nota: Cuando en la determinante original det(A) el resultado es 0, el sistema

indica multiples o sin coincidencia.

. Las Determinantes se calculan con la regla de Sarrus, vista en el punto
51

Ejemplos de resolucion de sistemas de ecuaciones por Cramer
Veremos a continuacién algunos ejemplos de resolucion de sistemas de

ecuaciones aplicando la regla de Cramer. Comenzaremos con los de 2

incognitas para pasar enseguida a los de 3 incognitas. Lay, David (2004); p. 202
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Sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas:

Informatica

En el siguiente sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas que vamos a resolver,

procedemos primero a marcar en rojo la columna de los términos independientes

para no perderla de vista en ningln momento:

{21‘ + 3y =15

r—=y=
Obviamente la matriz de coeficientes es la siguiente:

)

4=}

-1

Calculamos x e y usando la Regla de Cramer:

_ |155 —31| _

¥ = —_—=
i

Sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas

x+y4+z=15
{x—}'+22=10
3x+yv—z=125

La matriz de coeficientes

j_
I

sl

Al

Y usando la Regla de Cramer obtenemos los valores de las incégnitas:

15 1 1 1

0 -1 2 1
_l2s 1 il _ 13
¥EEH T OoT 08 YE
1 -1 2 1

i 1 -1 3

15
10
25
1
-1
1

1 1 1

1 15
-1 10
1 25

=3

-1 2
1 -1
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6.3 Eigenvalores, eigenvectores

Eingevalores
Los eingevalores son valores que se restan a la diagonal de una matriz para

que su valor sea igual a cero.

Si tenemos una matriz A:

all al2 ... aln
A:[aal w22 2]

anl aZn .. ann

Entonces, su determinante sera:

all al?2 ... aln
det(d4) = [@21 @22 .. aZn
anl a?n .. ann

Para obtener los eingevalores k1, k2,..., kn hacemos lo siguiente:

all — k al? v aln
1?.;1 maz?_l— k aZn| _ 0
anl aZn .. ann-—kn

Donde k1, k2,...., kn son los eingevalores.
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Ejemplo:
Calcular los eingevalores de la siguiente matriz A.

1 1

’4:[1 2

1-k 1
[ "

Y la determinante nos da

=(1-k)(2-k)-1=0
=1-2k+k2-1=-2k+k2=k(k-2)=0

De aqui obtenemos dos eingevalores: cero y dos

Eingevectores
Un eingevector es un vector asociado a una matriz, el cual se obtiene con la
ayuda de los eingevalores. Es decir que para su calculo, primero hay que

considerar los eingevalores de la matriz.. Poole,(2004) David, pp..247-249

Para la obtencion de los eingevectores se tienen que encontrar los valores

para el siguiente vector:
[al a2 .. an]

De tal manera que se dé la siguiente expresion:

all — k al2 v ln al al
a2l a2 —k .. a2n v aZl _ |a2
3 a3
anl a2n .. ann-—k
ad

Donde al, a2... an son valores constantes cualesquiera.

Ejemplo:

Calcular los eingevectores de la matriz A.

B
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Primero obtenemos los eingevalores
1-k 1 7_
[ 1 2-k 0
Y la determinante nos da.

=(1-k)(2-k)-1=0
=1-2k+k2-1=-2k+k2=k(k-2)=0

De aqui obtenemos dos eingevalores: cero y dos.
Para obtener los eingevectores.
[IIk zla]x[ﬁélzlg
Tenemos que para k=0
[i ;] % [Eé] = [;:!11: zﬂazz = [E
Esto implica que al+a2=al implica que a2=al-al=0, o sea, a2=0

e Sustituyendo en al+2 a2=a2 nos da que al+2(0)=0y, por lo tanto, al=0

e Y tenemos un vector (0,0) o solucién trivial.
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Tenemos que para k=2

[ odx[al =" 1=

o Estoimplica que -al4+a2=al, implica que a2=al+al=2al o sea a2=2al

e Sustituyendo en al=a2
o Para que ambas se cumplan a2= 2 aly al=a2 la solucion debe ser la
trivial

« Por lo tanto, la Unica solucion que tiene es la trivial: el eigenvector (0,0).
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De acuerdo a la pregunta que se te formulé al
A principio de ésta unidad; se presupone que tu
-'c;i 2N
3 . WP respuesta con respecto a que sabes de los
\ = / . " i
\1" J !, 4 “‘Determinantes”; seguramente habras
. . 2 . .

Sty #- L’ contestado que si has tenido contacto con ellos;

- “a0shd

especificamente con los de segundo y tercer

orden.

La idea del “Determinante” proviene de mucho tiempo mas atras que la del
concepto de “Matriz”. El “Determinante” fue descubierto por Cramer durante sus
trabajos orientados a la resolucién de problemas que se formulaban a través de
los “Sistemas de Ecuaciones Lineales”. La “Teoria de los Determinantes” fue
expuesta por primera vez en el afio de 1750; es decir cien afios antes de que
Sylvester y Cayley empezaran a hablar de las “Matrices”.

Hoy en dia en concepto del “Determinante” tiende a ser referido como la
consecuencia de la “Teoria de Matrices” y por consecuencia es considerado
como el “Proceso de Axiomatizacién de las “Matrices”.

En esta unidad vimos lo que se refiere a la
definicion del “Determinante”; asi como sus
propiedades que lo caracterizan e identifican
como tal; también abordamos cémo se define y
aplica la “Regla de Kramer” y finalmente como se
definen y obtienen los “Eingevalores y los
Eingevectores” a fin de poder vincularlos en el

campo profesional de la “Licenciatura en

Informatica”.
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Unidad 7

Practicas en laboratorio
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno resolvera problemas de algebra lineal utilizando software

TEMARIO DETALLADO
(12 horas)

7. Practicas en laboratorio
7.1 Caso préctico Sistema de Ecuaciones Lineales
7.2 Caso practico Sistema de Vectores
7.3 Caso préctico Sistema de Transformaciones Lineales
7.4 Caso practico Sistema de Producto interno
7.5 Caso préctico Sistema de Matrices
7.6 Caso practico Sistema de Determinantes
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INTRODUCCION

En el desarrollo de este tema se muestran todos los conocimientos adquiridos
durante el semestre y algunos otros de otras materias que, en su conjunto, hacen
que seas capaz de resolver problemas, combinandolos con el uso de la

computadora.

De acuerdo a la pregunta que se te formul6é al principio de ésta unidad; se
presupone que tu respuesta con respecto a que sabes de software; seguramente
habras contestado que si has tenido contacto con ellos; especificamente con el

Excel.

La idea del Software Para La Resolucién De Problemas Mateméticos Diversos
proviene del Siglo XX en donde el hombre se preocupd por entender y
comprender el desarrollo tecnolégico con que este iba evolucionando de una

forma acelerada hasta nuestros dias.

La Resolucion de Problemas Matematicos Por Medio Del Uso De Software se ha
hecho mas presente hoy en dia (2009) ante el constante cambio que el hombre
ha tenido en su relacién con el medio en el cual se desenvuelve dentro de este
Planeta llamado Tierra en donde su desarrollo comprende muchas areas que el
mismo ha descrito y definido con el fin de tener un mejor bienestar y seguir

sobreviviendo.

En esta unidad veremos lo que se refiere a las Aplicaciones a través de software
(Excel) de los diversos Temas vistos a los largo de las Unidades anteriores; a fin
de poder dar solucion de una manera mas rapida a todo tipo de Problemas
Diversos en el campo profesional de la Licenciatura en Informatica y su relacion

con las areas Contables-Administrativas.
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7.1 Caso Practico: Sistema de

Ecuaciones Lineales

Supdngase que el importe de una compra de cuatro refrescos chicos y cinco
refrescos grandes es por $94.00, si se realiza una nueva compra por dos
refrescos chicos y uno refresco grande y el importe de esta compre es por
$26.00. ¢ Cual es el precio del refresco chico y grande?

Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel

Escribamos en un renglon y celdas diferentes los valores del nimero de
refrescos chicos en una celda y los grandes en la siguiente y después el valor

del importe de esa compra.

A | B | ¢ [ o | E |

4 ] 84

7.1 Caso practico Sistema de Ecuacion Lineal
A | B - O =

3 | ‘ A
4 . 2] 1] 26
5
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Transformamos el primer renglon multiplicandolo por el numero de refrescos

chicos adquiridos en la segunda compra.

A | B | 5

|

i~ om
! -”- !
ua)
=N
*
un}
]
.. .

A B ¢ [ © ]
5
& e ]
7 | | 1
A B [ ¢ e B
5
7
Resultando:
A | B [ ¢ [ D | E |
6 | 8 10 188 |
B4

Transformamos el segundo renglén multiplicandolo por el nimero de refrescos

chicos adquiridos en la primera compra.

A [ B | C l
- , |
8 |=B2"B4 |
9 | |
A | B | C | D
7 |
8 |=82*04 _I
9
A | B [ ¢ [P o | E |

Ood |~
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Resultando
A B ¢ | © | & |

104/

o
E =N

De los dos renglones resultantes de los pasos 3 y 4, al renglon obtenido en el
paso 3 se le resta el renglén obtenido en el paso 4. Aqui da como resultado en
la celda correspondiente a los refrescos chicos el valor de cero y en las otras

celdas no necesariamente un valor igual a cero.

A | B | ¢ |
g ¥ :
10 =B6-B7

o

11

A B e o |
g :
10 ‘ _|=CB-08 _|
11

A | B | & [ D | E

&l

11
ﬂ

o

O

&0 o
| ad

= J
—_

Resultando:

84

—
5le
1
o

—
—_

Del resultado obtenido en la diferencia del importe de las compras (obtenido en
el paso 5), este se divide entre valor obtenido correspondiente a los refrescos
grandes, este cociente representa el precio del refresco grande.
A | B | ¢ |
11

2 [Epbiorcic 1
13 ‘ ,

Resultando:
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Para obtener el precio del refresco chico se multiplicara la celda que contiene el
precio del refresco grande (celda paso 6) por el nUmero de refrescos comprados
en la primera compra (celda del paso 1), el producto anterior se le resta al importe
de la primera compra (celda paso 1) y la resultante de esta diferencia se divide
entre el nimero de refrescos chicos comprados en la primera compre (celda

paso 1).
A |8 | ¢ |
14 ] Eeizcz1
15
Resultando:
A | B | C |
3] |
4] | 0
15 ,
A la compra total se le resta el valor anterior
A B C ]
15 |
16| [=D2:B14 ‘I
17
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Lo dividimos entre el nimero de refrescos chicos comprados la primera vez

Resultando:
A | B I C l
=17
18’ B
54

Finalmente los valores obtenidos en los pasos seis y siete son el resultado

buscado en el ejemplo mostrado

7.2 Caso practico de Vectores

Supongase que el importe del ingreso de tres diferentes productos es de $4, 000,
$5, 000 y $3, 000 respectivamente y el importe del costo variable es de $1,000,
$2,000 y $ 1,000 ¢ calcular la utilidad por articulo?

Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel, y ademas
consideraremos que los importes de los ingresos, costos y utilidad representan

un vector cada uno de ellos.

Paso 1
Pon en un rengldn y celdas diferentes los valores del importe de cada uno de los

ingresos de cada de los productos.

4,000 5,000 3,000
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En un renglon y celdas diferentes los valores del importe de cada uno de los

costo de cada uno de los productos.

A e e E
3 ' | ' '
EX 1 1000 2000 1;, ,
51 | I E |

Realiza la resta de los ingresos y costos obteniendo de esta manera la utilidad
de cada uno de los productos (se resta la celda del renglén del paso uno menos
la del renglén del paso 2 y asi sucesivamente).

A [ B C
5 - : —
i =52-B4] ]
? -
A | B [ € | D
5 i i
g3 =C2-C4f
7
A | B [ C [ D | E
51 |
6| | =D2.04
7 \
Resultado
A B | C | ——| E |
5| | 5 i 1 |
B [ 3000 3,000 2,000
7 \ : i \

El vector anterior es la respuesta solicitada que nos muestra las utilidades de
cada producto.
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7.3 Caso practico de

Transformacion Lineal

Supdngase que una empresa tiene su centro de distribuciéon de uno de sus
articulos en el estado de México y para distribuirlo a toda la republica tiene cuatro
bodegas distribuidas para la mejor eficiencia, la empresa divide en cuatro zonas
diferentes zona sureste, suroeste, noreste y noroeste, si el porcentaje de acuerdo
a la demanda de cada zona es la siguiente 11%, 26%, 35% y 28%
respectivamente. ¢ Cual es la cantidad que se deberé enviar a cada zona si la

planta produce 100,000 unidades mensuales de dicho articulo?

Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel, y ademas
consideraremos que los porcentajes de cada una de las zonas forman una
matriz.

Paso 1

Primero escribe en un renglén y una celda la cantidad de unidades que produce

la empresa en un mes, en este caso 100,000 unidades.

A I B | C |
1
2 [—_oogao]
3
Paso 2

En un renglén y celdas diferentes los valores de los porcentajes de la zona sur-

este y sur-oeste respectivamente.

[4%)

i

0.1 0.26
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En un renglén y celdas diferentes los valores de los porcentajes de la zona

noreste y noroeste respectivamente.

0.3 028 |

I
1/
(@]
o

En un renglon y celdas diferentes los valores de los porcentajes de la zona sur-

este y sur-oeste respectivamente son multiplicados por la celda del paso nimero

uno.
A [mEEs
- |
B =B2°B4
9
A B GRS D
7
L “Erca
9

En conjunto tenemos

A | B | c | D
' ] |
:ﬂT 2E'D_U _U._[ .

|

Colocamos en otro renglén y celdas diferentes los valores de los porcentajes de
la zona noreste y noroeste, respectivamente, multiplicados por la celda del paso

ndmero uno.
A [ C
9
10| =B2"B6 , j
11 |
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A | B | C | D I
g
10 =62°ce] |
11

En conjunto tenemos
A I B I C | D

10 35,000 23,000
1

Los renglones resultantes de de los pasos cuatro y cinco forman la matriz
resultante de la transformacion lineal

A | B | ¢ | b |
8 11,000 26000
9

35,000 23,000

0
11
La matriz anterior es la respuesta solicitada que nos muestra las cantidades

demandadas por zona.

7.4 Caso practico de

Producto Interno

Supoéngase que una empresa requiere para la fabricacion de uno de sus articulos
tres diferentes metales (cobre, plata, oro), si las cantidades requeridas son las
siguientes: 2.4 kg, 1.8 kg y 0.20 kg respectivamente y el precio por kg de cada
uno de los metales es de $18.00, $160.00, $9.80. ¢ Calcular la utilidad por

articulo?

Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel, y ademas
consideraremos que las cantidades requeridas de fabricacion y de precios de

materiales representan un vector cada uno de ellos.
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Primero escribe en un renglén y celdas diferentes las cantidades en kg de los

diferentes metales se requieren para la fabricacion de dicho articulo.

A

En un renglén y celdas diferentes los valores del precio por kg de cada uno de

los metales.

A B C | E I
3 |
A5 18/ 160 9,500
5 | |

Realiza la multiplicacion de cada cantidad de metal por su precio y se coloca en

un nuevo renglon (se multiplica cada celda del renglon del paso uno por la celda

del rengldn del paso 2 y asi sucesivamente).

A E C
5
B =B2*B4
7

A | B BECE o |
5 | ‘
B | | =C2*C4| |
7 | | \

A B C 5 i E
5 [ —— !
6 | | 1960
7 |
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Lo anterior nos da el siguiente vector:

A B [ ¢ [ E
i

43.2| 288 1960
| |

~ M

Cada una de las celdas del renglén del paso tres se le suma, dando como
resultado el costo total del mencionado articulo.

A [T ¢ ]

T - o

=B6+CE+DE

|~

Por lo tanto el resultado es:
A [ B | ¢

|
229120 1

]
\

@ |co|~

El valor del paso cuatro es la respuesta solicitada que nos muestra el costo total
del articulo en cuestion.
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7.5 Caso practico de Matrices

Supongase que una empresa desea saber el requerimiento minimo de dos
procesos deferentes que son indispensables para la fabricacion de dos articulos
diferentes. Considerando que el articulo nimero uno requiere de un minuto en
cada proceso y el articulo dos de uno y dos minutos respectivamente, si se
requieren fabricar 1,000 unidades del articulo uno y 2,100 del dos. ¢, Cuéles son

los requerimientos en minutos para cada proceso?

Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel.

Anota en un renglon y celdas diferentes los valores del nimero de minutos

requeridos por cada articulo en el proceso uno.

Escribe en un renglén y celdas diferentes los valores del nimero de minutos

requeridos por cada articulo en el proceso dos.

U
[

Después, en un renglon y celdas diferentes los valores del nimero de unidades
a fabricar por cada articulo.
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~ o

Multiplicamos los valores del renglén del paso tres por el renglon del paso uno
(celda por celda respectivamente se multiplican y después ambos resultados se
suman siendo esta suma el resultado del numero de minutos requeridos en el

proceso uno).

A | B C
7 L
8 \
g =B2*E6
10 1
A | B | C
| i |
8 { N
9 ! 1,000
10 \ \
A | B | | D |
7 j i I ‘
. | _ , |
=l } =c2°Ce[ | |
10 \ ': | \
] c [ b |
7 \ \
8 \ \ \
9 | 2,100 | |
10 | | |
Resultando:
A | B ' C I D
7T ‘ .
8 A .
5 2,100
10 =l
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La suma es:
A [ B | c I
| | |
13 | :
Su célculo es:
A | B | c |
10 | | |
11 [ e
5 | 3,100
13 | |

Multiplicamos los valores del renglén del paso tres por el renglén del paso dos
(celda por celda respectivamente se multiplican y después ambos resultados se
suman siendo esta suma el resultado del nimero de minutos requeridos en el

proceso dos).

D = | F |
5 | ‘
[ i
. | )
E | F
B3 ‘
5 | |
B 1,000
7
F [ G I H

=T =
.”. |
9
=N
+
9]
a3}

|3 | =
H

[

o

o

Sumando los resultados anteriores; se tiene:

115 de 123
Primer semestre



55\ e _ =
A Q” -'.la‘;{}‘{fﬂl ; Informatica
el TR .

=7 SUAYED
D | E | F
10
11
15 [EEe+FE__1

La suma nos da:

D | E | F
10
11
o2 5200
3]

Los valores obtenidos en los pasos cuatro y cinco son el resultado buscado en

la presente practica.

7.6 Caso practico de Determinantes

Supdngase que el importe de una compra de cinco refrescos chicos y cuatro
refrescos grandes es por $90.00, si se realiza una nueva compra por dos
refrescos chicos y uno refresco grande y el importe de esta compra es por

$25.00. ¢ Cuales el precio del refresco chico y grande?
Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel.

Paso 1

Primero colocamos en un renglon y celdas los diferentes valores del nimero de
refrescos chicos en una celda y los grandes en la siguiente y después el valor
del importe de esa compra.

A | B l C | D | E |

—_—

5 4 90
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Paso 2

A continuacién escribe en un segundo renglén los valores de la segunda compra
de la misma manera que el primer renglon, es decir los valores del nUmero de
refrescos chicos en una celda y los grandes en la siguiente y después el valor

del importe de la segunda compra.

25

<N
g
—_

Paso 3

Calculamos la determinante del sistema como sigue, multiplicamos la primera
celda del renglén del paso uno por la segunda celda del renglon del paso dos, a
lo anterior le restamos el producto de la segunda celda del paso uno por la

primera celda del renglon del paso dos, el resultado es la determinante del

sistema.
A 1 B | C |
5
5]
7
A ! B | C ]
=)
(5] | -3!
7

Paso 4

Calculamos la determinante del refresco chico como sigue, multiplicamos la
tercera celda del rengldon del paso uno por la segunda celda del renglén del paso
dos, a lo anterior le restamos el producto de la segunda celda del paso uno por
la tercera celda del renglon del paso dos, el resultado es la determinante del
refresco chico.

A y B | &

O~
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Calculamos la determinante del refresco grande como sigue, multiplicamos la
primera celda del renglon del paso uno por la tercera celda del renglén del paso
dos, a lo anterior le restamos el producto de la tercera celda del paso uno por la
primera celda del renglon del paso dos, el resultado es la determinante del
refresco grande.

A [ B | ¢c
9 |  — Y
10 |=B2"D4-D2*B4|
11 | ]
A . ¢ |
91 | |
10| . 55 |
12 { \

Se divide la determinante del paso cuatro entre la determinante del paso tres

dando como resultado el precio del refresco chico.

A | B I c [ B E
11 [ ! I I
2] | [ [ | |
13| Refresco chico= =B3/E6 ,
14 1 i (
A B | C | Db ] E
1 | | | |
12 | J l L
ey fBAefresp_p_ghjgg_; . 3.33333333!7
14 | ! | :
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Se divide la determinante del paso cinco entre la determinante del paso tres

dando como resultado el precio del refresco grande.

A | B | C iss |
14] Il L I |
(15 L |
1B ‘Refresco grande= =B10/B6
17 | | |

A | B | |
14 | | | |
15 . L. I
16 ‘Refresco grande= | 18.3333333
17 1 i \ \

Los valores obtenidos en los pasos seis y siete son el resultado buscado en la

presente practica

Primer semestre
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RESUMEN

En esta unidad vimos lo que se refiere a las Aplicaciones a través de software
(Excel) de los diversos Temas vistos a lo largo de las Unidades anteriores; a fin
de poder dar solucién de una manera mas rapida a todo tipo de Problemas
Diversos en el campo profesional de la Licenciatura en Informética y su relacion

con las areas Contables-Administrativas.

Excel también te ofrece las funciones de MMULT, para multiplicaciébn de

matrices;

MINVERSE para obtener la inversa de una matriz.
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