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Informatica

INTRODUCCION AL
MATERIAL DE ESTUDIO

Las modalidades abierta y a distancia (SUAYED) son alternativas que
pretenden responder a la demanda creciente de educacion superior,
sobre todo, de quienes no pueden estudiar en un sistema presencial.
Actualmente, “con la incorporacién de las nuevas tecnologias de
informacion y comunicacién a los sistemas abierto y a distancia, se
empieza a fortalecer y consolidar el paradigma educativo de éstas,
centrado en el estudiante y su aprendizaje autbnomo, para que tenga
lugar el didlogo educativo que establece de manera semipresencial
(modalidad abierta) o via Internet (modalidad a distancia) con su asesor y
condiscipulos, apoyandose en materiales preparados ex profeso”™.

Un rasgo fundamental de la educacién abierta y a distancia es que no
exige presencia diaria. El estudiante SUAYED aprende y organiza sus
actividades escolares de acuerdo con su ritmo y necesidades; y suele
hacerlo en momentos adicionales a su jornada laboral, por lo que requiere
flexibilidad de espacios y tiempos. En consecuencia, debe contar con las
habilidades siguientes.

e Saber estudiar, organizando sus metas educativas de manera realista
segun su disponibilidad de tiempo, y estableciendo una secuencia de

objetivos parciales a corto, mediano y largo plazos.

! Sandra Rocha, Documento de Trabajo. Modalidad Abierta y a Distancia en el SUA-FCA, 2006.
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Mantener la motivacion y superar las dificultades inherentes a la
licenciatura.

Asumir su nuevo papel de estudiante y compaginarlo con otros roles
familiares o laborales.

Afrontar los cambios que puedan producirse como consecuencia de las
modificaciones de sus actitudes y valores, en la medida que se adentre
en las situaciones y oportunidades propias de su nueva situacion de
estudiante.

Desarrollar estrategias de aprendizaje independientes para que pueda
controlar sus avances.

Ser autodidacta. Aunque apoyado en asesorias, su aprendizaje es
individual y requiere dedicacion y estudio. Acompafado en todo
momento por su asesor, debe organizar y construir su aprendizaje.
Administrar el tiempo y distribuirlo adecuadamente entre las tareas
cotidianas y el estudio.

Tener disciplina, perseverancia y orden.

Ser capaz de tomar decisiones y establecer metas y objetivos.

Mostrar interés real por la disciplina que se estudia, estar motivado
para alcanzar las metas y mantener una actitud dinamica y critica, pero
abierta y flexible.

Aplicar diversas técnicas de estudio. Atender la retroalimentacion del
asesor; cultivar al maximo el habito de lectura; elaborar resimenes,
mapas conceptuales, cuestionarios, cuadros sinopticos, etcétera;
presentar trabajos escritos de calidad en contenido, analisis y reflexion;
hacer guias de estudio; preparar exdmenes; y aprovechar los diversos
recursos de la modalidad.

Ademas de lo anterior, un estudiante de la modalidad a distancia debe
dominar las herramientas tecnologicas. Conocer sus bases vy

metodologia; tener habilidad en la busqueda de informacién en
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bibliotecas virtuales; y manejar el sistema operativo Windows,
paqueteria, correo electrénico, foros de discusion, chats, blogs, wikis,
etcétera.

También se cuenta con materiales didacticos como éste elaborados para
el SUAYED, que son la base del estudio independiente. En especifico,
este documento electronico ha sido preparado por docentes de la
Facultad para cada una de las asignaturas, con bibliografia adicional que
te permitira consultar las fuentes de informacion originales.

El recurso comprende referencias basicas sobre los temas y subtemas de
cada unidad de la materia, y te introduce en su aprendizaje, de lo concreto
a lo abstracto y de lo sencillo a lo complejo, por medio de ejemplos,
ejercicios y casos, u otras actividades que te posibilitaran aplicarlos y
vincularlos con la realidad laboral. Es decir, te induce al “saber tedrico” y
al “saber hacer” de la asignatura, y te encauza a encontrar respuestas a
preguntas reflexivas que te formules acerca de los contenidos, su relacién
con otras disciplinas, utilidad y aplicacion en el trabajo. Finalmente, el
material te da informacion suficiente para autoevaluarte sobre el
conocimiento basico de la asignatura, motivarte a profundizarlo, ampliarlo
con otras fuentes bibliograficas y prepararte adecuadamente para tus

examenes. Su estructura presenta los siguientes apartados.

1. Informaciébn general de la asignatura. Incluye elementos
introductorios como portada, identificacion del material,
colaboradores, datos oficiales de la asignatura, orientaciones para
el estudio, contenido y programa oficial de la asignatura, esquema
general de contenido, introduccion general a la asignatura y
objetivo general.

2. Desarrollo de cada unidad didactica. Cada unidad esta conformada

por los siguientes elementos.




- Informatica

e Introduccion a la unidad.

e Objetivo particular de la unidad.

e Contenidos.

e Actividades de aprendizaje y/o evaluacion. Tienen como
propdsito contribuir en el proceso ensefianza-aprendizaje
facilitando el afianzamiento de los contenidos esenciales. Una
funcién importante de estas actividades es la retroalimentacion:
el asesor no se limita a valorar el trabajo realizado, sino que
ademas afiade comentarios, explicaciones y orientacion.

e Ejercicios y cuestionarios complementarios o de reforzamiento.
Su finalidad es consolidar el aprendizaje del estudiante.

e Ejercicios de autoevaluacion. Al término de cada unidad hay
ejercicios de autoevaluacion cuya utilidad, al igual que las
actividades de aprendizaje, es afianzar los contenidos
principales. También le permiten al estudiante calificarse él
mismo cotejando su resultado con las respuestas que vienen al
final, y asi podra valorar si ya aprendié lo suficiente para
presentar el examen correspondiente. Para que la
autoevaluacion cumpla su objeto, es importante no adelantarse
a revisar las respuestas antes de realizar la autoevaluacion; y
no reducir su resolucién a una mera actividad mental, sino que
debe registrarse por escrito, labor que facilita aun mas el
aprendizaje. Por ultimo, la diferencia entre las actividades de
autoevaluacion y las de aprendizaje es que éstas, como son
corregidas por el asesor, fomentan la creatividad, reflexion y
valoracion critica, ya que suponen mayor elaboracion y

conllevan respuestas abiertas.

3. Resumen por unidad.

4. Glosario de términos.
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5. Fuentes de consulta basica y complementaria. Mesografia,
bibliografia, hemerografia y sitios web, considerados tanto en el
programa oficial de la asignatura como los sugeridos por los

profesores.

Esperamos que este material cumpla con su cometido, te apoye y oriente

en el avance de tu aprendizaje.

Recomendaciones (orientacion para el

estudio independiente)

e Lee cuidadosamente la introduccion a la asignatura, en ella se
explica la importancia del curso.

e Revisa detenidamente los objetivos de aprendizaje (general y
especifico por unidad), en donde se te indican los conocimientos y
habilidades que deberas adquirir al finalizar el curso.

e Estudia cada tema siguiendo los contenidos y lecturas sugeridos
por tu asesor, y desarrolla las actividades de aprendizaje. Asi
podras aplicar la teoria y ejercitaras tu capacidad critica, reflexiva y
analitica.

e Al iniciar la lectura de los temas, identifica las ideas, conceptos,
argumentos, hechos y conclusiones, esto facilitar4 la comprension
de los contenidos y la realizacion de las actividades de aprendizaje.

e Lee de manera atenta los textos y mantén una actitud activa y de
didlogo respecto a su contenido. Elabora una sintesis que te ayude

a fijar los conceptos esenciales de lo que vas aprendiendo.
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Debido a que la educacion abierta y a distancia esta sustentada en
un principio de autoensefianza (autodisciplina), es recomendable
disefiar desde el inicio un plan de trabajo para puntualizar tiempos,
ritmos, horarios, alcance y avance de cada asignatura, y recursos.
Escribe tus dudas, comentarios u observaciones para aclararlas en
la asesoria presencial o a distancia (foro, chat, correo electrénico,
etcétera).

Consulta al asesor sobre cualquier interrogante por minima que
sea.

Revisa detenidamente el plan de trabajo elaborado por tu asesor y

sigue las indicaciones del mismo.

Otras sugerencias de apoyo

Trata de compartir tus experiencias y comentarios sobre la
asignatura con tus compairieros, a fin de formar grupos de estudio
presenciales o a distancia (comunidades virtuales de aprendizaje, a
través de foros de discusion y correo electronico, etcétera), y
puedan apoyarse entre si.

Programa un horario propicio para estudiar, en el que te encuentres
menos cansado, ello facilitara tu aprendizaje.

Dispén de periodos extensos para al estudio, con tiempos breves
de descanso por lo menos entre cada hora si lo consideras
necesario.

Busca espacios adecuados donde puedas concentrarte vy

aprovechar al maximo el tiempo de estudio.




6.

7.

%
SUAYEDRS™
& LKA %’

Licenciatura: Informatica

TEMARIO OFICIAL

. Sistemas de Ecuaciones Lineales
. Espacios Vectoriales

. Transformaciones Lineales

. Producto interno

. Matrices

Determinantes

Practicas en laboratorio

Horas Sugeridas

(horas 64)

Horas

10

12

64
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INTRODUCCION
A LA ASIGNATURA

Las matematicas constituyen una parte fundamental en la formacion
académica de los estudiantes y profesionales de las Ciencias Sociales y
mas aun para los que se encuentran en aéreas en donde es necesario
resolver problemas relacionados con la produccién, la organizacion, la

toma de decisiones, etc.

El 4lgebra lineal es la rama de las matematicas que estudia conceptos
tales como vectores, matrices, sistemas de ecuaciones lineales y en un
enfoque mas formal, espacios vectoriales, y sus transformaciones

lineales.

Es un area que tiene conexiones con muchas areas dentro y fuera de las
matematicas como analisis funcional, ecuaciones diferenciales,

investigacion de operaciones, graficas por computadora, etc.

La historia del algebra lineal se remonta a los afios de 1843 cuando
William Rowan Hamilton (de quien proviene el uso del término vector)
cre0 los cuaterniones; y en 1844 fue cuando Hermann Grassmann
public6 su libro Die lineale Ausdehnungslehre (La teoria lineal de

extension).

10
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En la actualidad la herramienta fundamental de todo estudiante,
académico y cientifico asi como investigador es la computadora, producto
final (hasta ahora) de las matematicas junto al desarrollo informatico.

11
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OBJETIVO GENERAL

Al término del curso el alumno aplicara la teoria del algebra lineal en el
planteamiento y resolucion de modelos matematicos afines al éarea

informatica.

12
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ESTRUCTURA CONCEPTUAL

“Transformaciones”
Lineales

“Sistemas de”
Ecuaciones Lineales y
Espacios Vectoriales

“Algebra”

Lineal

“Producto”
Interno

“Matrices y Determinantes”

“Aplicaciones”

13
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OBJETIVO ESPECIFICO

El alumno identificara los diferentes elementos que intervienen en el

planteamiento y solucién de ecuaciones lineales.

15
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INTRODUCCION

La importancia del algebra lineal para las aplicaciones se ha elevado en
proporcion directa al aumento del poder de las computadoras, cada nueva
generacion de equipo y programas de computo dispara una demanda de
capacidades aun mayores .Por lo tanto, la ciencia de las computadoras
esta sélidamente ligada al algebra lineal mediante el crecimiento explosivo

de los procesamientos paralelos de datos y los calculos a gran escala

Aplicacién en Programacion lineal. En la actualidad muchas decisiones
administrativas, importantes se toman con base en modelos de
programacion lineal que utilizan cientos de variables. Por ejemplo, la
industria de las aerolineas emplea programas lineales para crear los
itinerarios de las tripulaciones de vuelo, monitorear las ubicaciones de los
aviones, o planear los diversos programas de servicios de apoyo como

mantenimiento, y operaciones en terminal.

Por tanto el algebra lineal es una herramienta muy importante que utilizan
los profesionales egresados de la Licenciatura en Informética. En este
caso, el punto de vista de esta unidad se concreta a que el estudiante en

Informatica debe saber lo siguiente:

a) Tener una nocion fundamental para definir y conceptualizar qué
son los Sistemas de Ecuaciones Lineales.
b) Reconocer las diversas formas y los diferentes tipos de

Sistemas de Ecuaciones Lineales

16
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c) Reconocer los diferentes tipos de solucion de los sistemas de
ecuaciones lineales

d) Utilizar los diferentes métodos para resolver los sistemas de
ecuaciones lineales con la finalidad de utilizarlos en distintas
aplicaciones de los temas subsecuentes que comprenden la
asignatura

17
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LO QUE SE

Dentro de tus estudios de formacion basica de educacion secundaria y de
educacion media superior; se te formula la siguiente pregunta: ¢Qué
aprendiste cuando en la materia de Algebra; te ensefiaron los métodos
basicos para resolver un sistema de Ecuaciones Lineales con dos

incoégnitas; asi como de tres incognitas?.

18
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TEMARIO DETALLADO

(10 horas)

1.1. Sistemas de ecuaciones lineales
1.1.1 Concepto de ecuacion Lineal
1.1.2 Ecuaciones lineales con 2 o mas incognitas
1.1.3 Sistemas de m Ecuaciones en n incognitas
1.1.4 Eliminacién Gaussiana y Gauss-Jordan

1.1.5 Sistemas homogéneos

19
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Sistemas de

Ecuaciones Lineales

Concepto de ecuacion lineal

Una gran cantidad de problemas que se presentan en las ciencias
naturales, en las ciencias sociales asi como en ingenieria y en ciencias
fisicas, tienen que ver con ecuaciones que relacionan dos conjuntos de

variables.

Una ecuacién del tipo ax=b que expresa la variable (variable
independiente) en términos de la variable (variable dependiente), se
denomina ecuacioén lineal. El término lineal expresa que la grafica de la
ecuacion anterior es una linea recta.

Ejemplo:

4x =2y

-3X1 +9 =12x;

2x + 3y =5

Ecuaciones lineales con 2 0 mas incognitas

De manera analoga existen muchas situaciones en las cuales se requiere
relacionar mas de dos variables independientes con los cuales poder
satisfacer infinidad de procesos y de esta manera obtener solucion a

diferentes actividades en algun area especifica de una empresa.

20
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En este caso la representacion de ecuaciones con mas de dos

incognitas es la siguiente:

Forma general de una ecuacién en varias variables
aiXpra o+ ...t anx, = b

Ejemplo:

33Xy + 2%, -6x3 =5 6

5z + 8w- 9k =12

Donde
X1, X2, X3, Y, Z, W, K

Son las incognitas de la ecuacion, las cuales encontramos a través de

métodos algebraicos que estudiaremos mas adelante.
Se sugiere revisar la grafica de sistemas de 2x2.

Sistemas de m Ecuaciones en n incognitas
A un sistema de m ecuaciones con n incognitas lo podemos representar

como.

a1 X1+ @12Xo*F ...+ A1pXn =2Z4...(1)
A21X4q + @Xo*... * X, =Z5...(2)

Am1X1+ @maXo*..F @ pn X n=Z n ..(M)

Dénde:
1, 2, 3,..., m son las ecuaciones
1, 2, 3,..., n El nUmero de variables
a1, a1z, A1, @22 ... Am1, 8mn Son los coeficientes de las variables.

bq, by, b, ... by Son los términos independientes de las ecuaciones

21
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1,2,3,...,n El nUmero de variables y  aii, @iz, @z, @z ... 8mi, 8mn  SON

los coeficientes de las variables.

TIPOS DE SOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

DETERMINADOS

UNA SOLA
COMPATIBLES SOLUCION

SITIENEN
SOLUCION INDETERMINADOS

SISTEMAS DE

ECUACIONES TIENEN INFINIDAD

INCOMPATIBLES DE SOLUCIONES

NO TIENEN
SOLUCION

Eliminacién Gaussiana y Gauss-Jordan
La eliminacibn Gauss-Jordan de un sistema de m ecuaciones y n

incégnitas es una metodologia que permite calcular los valores

X1. X2......Xn. para los cuales existe una solucién del sistema de

ecuaciones.

A un sistema de m ecuaciones con n incognitas lo podemos representar

como

a1 Xq+ aXo* ...+ anXn =Z1...(1)
a21Xq *+ @zXo*... + AnXp =Z5...(2)

22
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X1, X240, X

Donde 1, 2, 3,..., m son las ecuaciones y = " son las variables

de las ecuaciones.

El método Gauss-Jordan

El método de eliminacibn Gauss-Jordan consiste en representar
primeramente el sistema de ecuaciones por medio de una matriz y
obtener la matriz escalonada eliminando las incognitas de una manera
consecutiva, con el proposito de llegar a una matriz escalonada
equivalente para obtener la solucion de la ecuacion, mediante la
aplicacion de tres operaciones principales.

Una matriz escalonada es de la forma.
1 00
D10
oD 01

Recuerda las tres operaciones permitidas para este método

1.- Intercambio de renglones

2.- Multiplicar un renglén por cualquier nimero real, diferente de cero

3.- Multiplicar un renglén por un namero real y luego sumar con otro.

Nota: no es valido multiplicar o sumar entre columnas.

Ejemplo 1:
Determine si el siguiente sistema es consistente:

X, +dx; =8
Zx-l —312 +Xg =1
Sx-l —B.'rz +?J’.'3 =1

23
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Solucién:

Matriz aumentada:

0 1 4 8

2 -3 1 1

5 -8 7 1
Para obtener un pivote con X; en la primera ecuacién, se intercambian las
filasly 2

Para eliminar el término 5 en la tercera ecuacion, se multiplica la primera

fila por -5/2 y se suma con la tercera:

2 -3 1 1

PO e 0 1 4 8
¢ 8|5 R TR 19 3

5 -8 7 1 0 = - -

Se acostumbra indicar con R: renglon, las operaciones realizadas pero

no son obligatorias.

Tomando como pivote el rengldn 2, multiplicarlo por 1/2 y sumar con la

fila tres, para eliminar -1/2:

-3 1
1 4

1
0

IS
[IFN]
bl O

2
Tomando el renglon 2 multiplicar por 3 y sumar con el renglon 1 para

eliminar -3

24
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13 25
4 8
13 5
2 2

e TR e T B

0
1
Q

Multiplicar el renglon 1 por %2 para obtener 1 en lugar de 2:

13 25
T 0 — —
2 2
0 1 4 B
13 5
o 0 — -
2 2

Multiplicamos el regldn tres por -1 y la sumamos al renglén 1

1 0 0 10
0 1 4 8
13 5
o 0 — -
2 2

b
Multiplicamos el reglén tres por 13 y la sumamos al renglén 2

1 0 0 10
84
] 1 0 —
13
13 5
o 0 — -
2 2
Multiplicamos el reglén tres por 13
1 0 0 10
84
1] 1 0 —
13
5
0o 0 1 —
13

25
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Sistemas de ecuaciones homogéneos se representan como:

anXs+ranXa*tanXs+... +ainX, =0
az1X1+anX+agXs+... +anX, =0

amiXi1FamaXo*am:Xs*+. .. FannXn=0

En forma matricial se escribe como Ax=0

Todo sistema homogéneo tiene la solucion trivial:

¥ =Xa=x3--=x, =0
. . - =x3 =Xz =2xnp *+0

Pero puede tener soluciones diferentes a la trivial,
Por ello un sistema homogéneo siempre es homogéneo.
Ejemplo 3:
Obtener la solucion del sistema homogéneo
x+ 2y+ 3z =
=-x+ 3y+ 2z =0
2x+ y = 2z =0

1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0
-1 3 2.0 0 5 5 0 0 5 5 0 0 1 1 0

21 -2 0 21 =2 0 0 -3 -8 0 o 0 -5 0
1 2 3 011 2 3 011 2 0 0771 1 o 0
0 1 1 olflo 1 o o0 1 o0 oo 1 o ofx=0y=0 z=0
L0 0 1 01 Lo 0 1 01 LD 0 1 o1 Lo 0 1 0

26
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RESUMEN

Hoy en dia existen muchas situaciones en las cuales se requieren calcular
valores para diferentes incognitas que conforman los “Sistemas de
Ecuaciones Lineales” a fin de que satisfagan al sistema. Los Sistemas de
Ecuaciones Lineales son generados de acuerdo las condiciones en que
se dan variables experimentales de un problema o proceso en estudio.
Para la obtencién de estos valores existen diversas metodologias que
permiten realizarlo y en esta variedad de metodologias es donde tiene su

mayor importancia del “Algebra Lineal”.

Ademas las empresas requieren hacer uso muy frecuente de estas
metodologias; dado que esta conformada por diversas areas funcionales
en donde se toman de manera constante decisiones que forman parte del
desarrollo y crecimiento a las diversas expectativas que esta persigue a

través de los objetivos que se traza en un momento futuro.

27
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GLOSARIO

Consistente

Indica que un sistema de ecuaciones lineales si tiene solucion.

Compatible

Indica que un sistema de ecuaciones lineales si tiene soluciéon, este

término es equivalente al anterior (consistente).

Incompatible

Indica que un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion.

Coeficiente

Es el valor numérico que acompafia a una literal o letra llamada variable.

28



ACTIVIDADES
DE APRENDIZAJE

ACTIVIDAD 1

Resuelve el siguiente sistema

X-3Y=4
2X+Y =2

Usando el método de:

a) Igualacion
b) Sustitucion
c¢) Eliminacion
d) Grafico

29
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ACTIVIDAD 2
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales utilizando el

método de Gauss Jordan, e indica el tipo de solucion que tienen.

1) X-2y-3z=3
2x-y-4z=7
3x-3y-5z =8

2) X+y=2
2x-y=1
3X+6y=6

3) 2x+y-3z2=12
Sx -4y + 7z =27
10x + 3y —z =40

4) X+ty+z=4
2x-3y+5z=-5
3x+4y+7z=10

5) X1+ 2X,—3x3=1
-X1— 2Xp + 2X3 = 2

Six2=a=-2

30
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6) X1+ 2Xo — 3X3 + 2X4 = -1
“X1-2Xo +2X3—5x4=1
2X1 + 4X5 - BX3 + TX4 = -2

Sixo=a=1;x3=b=(1/3)

7) Xx-2y+3z-2w=0
3X-7y-2z2+4w =0
4x+3y+52+2w =0

8 x+y+z=0
2x-3y+5z=0
3x+4y+7z=0

31
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ACTIVIDAD 3
De los siguientes sistemas de ecuaciones lineales elige 5 y resuelve, indicando
gue tipo de solucién tiene el sistema asi como su grafica.
: 2x +3y =12
2 3IX +2y =13 sol :(3,2)
5 (Sx —y =7
{3)( +2y =12 sol :(2.3)
= 3Ix + y =
3. - {x—Zy:ll sol :(3,-4)
4. — e
ol sor :(1.1)
epayiag
Sy B sol :{l,i)
X+2y =1 K2 4
X
O== J3 ‘: sol:(l,%)
’__ I ae 12 2 3
Vol i
7.— .
1ax By wiiR sof :(4,-3)
[2 ¥ =
3 2(x—y)+ b4 =3x —1 (8 _1)
.= Z sol :|—,—
8x —3
-
9 — 4 sol : (-3.4)
3y =12
2x —
xS v S
10. — S
N 2% — y sol :(2,-1)
3IxX — s
L s
4
y="+3 x
11— = o g
5 2x+7 sol.( 1.3]
| _ e—_— -
L 3 3
.
12. - o sol:(-l___l_)
x 2y _3 23
4 3 -
- I4x+3(y—1)=5
D™ S
13y —1)=2x —7 sol :(2.,0)
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CUESTIONARIO
DE REFORZAMIENTO

. ¢ Como es la ecuacion de una linea recta en el plano xy?

. Escribe la forma general de una ecuacion lineal en varias variables.

. Anota una ecuacion lineal y menciona por qué es lineal.

. ¢, Qué se entiende por solucion de una ecuacion lineal?

¢, Qué significa resolver una ecuacion?

. ¢A qué se le llama sistema de ecuaciones?

. ¢ Cuando un sistema es inconsistente? ¢ Cuando es consistente?

. ¢, Cuantas soluciones puede tener un sistema de ecuaciones?

. ¢Qué significa que un sistema estd en forma triangular o forma

scalonada?
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LO QUE APRENDI

En esta unidad has aprendido el sistema de ecuaciones lineales, una forma de

corroborarlo, es resolviendo los siguientes problemas:

1. La diferencia de dos nimeros A y B es 14; ademas se tiene que un cuarto de su
suma da como resultado 13. Determina los valores de dichos nUmeros.

2. Durante una aventura ecoturistica un bote navega por un rio recorre 15 km en un
tiempo de una hora y media a favor de la corriente en la ida y luego 12 km en 2
horas contra la corriente en la vuelta. Determina la velocidad del bote en agua

tranquila y la velocidad del rio.

3. Se tiene que la suma de tres numeros A, By C es 160. Donde un cuarto de la
suma del mayor y el mediano equivale al menor disminuido en 20, y si a un medio
de la diferencia entre el mayor y el menor se suma el nimero de en medio, el

resultado es 57.

4. Hace 8 afos la edad de J era el triple que la edad de P; y dentro de cuatro afios
la edad de J sera los 5/9 de la edad de P. Determine los valores de las edades

actuales de J y P. Se tiene que la suma de tres numeros A, By C es 160.
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EXAMEN DE AUTOEVALUACION

I.- Elige la respuesta correcta para las siguientes preguntas.

1).Encuentra la solucion del siguiente sistema de ecuaciones lineales por

el método de Gauss-Jordan.

2x+3y=9
4x + 2y = 18
Respuestas:

a) x=45y=1
b) x=45;y=0

c) x=0;y=4
d x=0;y=45
e) Xx=5y=4

2). Al resolver el sistema de 2 ecuaciones con dos incognitas por el
método de Gauss-Jordan, se obtiene:

X1+ 2%, =7

4x, — 2%, =0
Respuestas:
a)xl=1; x2 = 2
by X1 =0;% =1

c) 1=2;% =05
d X1 =-1,%=5
e) ¥=0;x=3.5
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3). Al resolver el sistema de 2 ecuaciones con dos incognitas por el
método de sustitucion, se obtiene:
33Xy + 4%, =12

2X1+ 2Xo =2

Respuestas:
a. X =0; x=10

b. X1 =-10; x;=10
c. X1 =-8; %=9
d. X1 =-9;%=8

e X =8; X=9

4) Resuelva el sistema de ecuaciones, utilizando el método de Gauss y
elige la respuesta correcta:

4X+8y+z2=2
X+7y-3z=-14
2X—3y+22=3
Respuestas:

a) x=3, y=-1, z=-6
b) x=-3, y=1, z=6

c) x=-3, y=-1, z=-6
d) x=-3, y=-1, z=6
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5) Encuentre la solucion general con el método de Gauss para el
siguiente sistema:

2Xx+3y-2=0

—-X+5y+2z=0

Respuestas:

a) €w,—3w,w_

(1W,—3W, wj
b) \3

11 )
“TW,—— W, W
o137 13
E

1 3 j
e) —W,—gW,W

ad
W,——W,—W
13

5

6.- Cruceros Arco lIris cobra 800 délares por adulto y 400 ddlares por nifio
por un boleto de viaje redondo. Los registros muestran que cierto fin de
semana, 1000 personas abordaron el crucero el sdbado y 800 personas
el domingo. Los ingresos totales del sabado fueron de $640,000 vy
$480,000 el domingo. ¢Cuantos adultos vy nifios abordaron el crucero

esos dias?

a) adultos = 1200 ; niflos =800
b) adultos = 1000 ; nifios = 700
c) adultos = 1000 ; nifios =900
d) adultos = 1200 ; niflos =900
e) adultos = 1000 ; nifilos =800
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7.- Para el estreno de teatro se vendieron 1000 boletos. Los asientos de
platea costaron $80, los de orquesta, $60, y los de galeria, $50. El nimero
combinado de boletos vendidos para platea y orquesta excedian por
400 el doble de los boletos vendidos de galeria. El total de ingresos para

esa funcién fue de $62800. ¢ Cuantos boletos se vendieron de cada uno?

a) platea = 200 ; orquesta = 250; galeria=550
b) platea = 210 ; orquesta = 240; galeria=550
c) platea = 210 ; orquesta = 250; galeria=550
d) platea = 200 ; orquesta = 240; galeria=560
e) platea = 200 ; orquesta = 250; galeria=560

8.- Elige la respuesta correcta al siguiente problema
Se tiene 6 |Ib de café 5 Ib de azlcar cuyo coste fue de 2.27 doblares y
posteriormente 5lb de café y 4 de azlcar a los mismos precios costaron

1.88 dolares. Hallar el precio de cada libra de café y cada libra de azucar.

a) café = 0.40; Azucar =0.08
b) café = 0.32; Azucar = 0.07
c) café = 0.35; Azucar = 0.06
d) café = 0.40; Azucar = 0.07
e) café = 0.32; Azucar =0.06
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9.- Una Compaiiia de articulos varios quiere producir 3 tipos de
recuerdos: los tipos A, B y C. Para fabricar un recuerdo tipo A se
necesitan dos minutos en la maquina [, un minuto en la maquina Il y dos
minutos en la maquina lll; un recuerdo o souvenir tipo B, un minuto en la
maquina |, tres minutos en la maquina Il y uno en la Ill; y un recuerdo de
tipo C, un minuto en la maquina | y dos minutos en cada una da las
maquinas 1l y Ill. Hay tres horas disponibles en la maquina I, cinco horas
disponibles en la maquina Il y cuatro horas en la maquina Il para
procesar un pedido. ¢Cuantos recuerdos de cada tipo debe fabricar la

compainiia ahora utilizar todo el tiempo disponible?

a) recuerdo A =35 ; recuerdo B = 49; recuerdo C=60
b) recuerdo A =35 ; recuerdo B =48; recuerdo C=60
c) recuerdo A =36 ;recuerdo B =48; recuerdo C=60
d) recuerdo A =36 ;recuerdo B =49; recuerdo C=60

e) recuerdo A = 36 ; recuerdo B = 49; recuerdo C=80
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OBJETIVO ESPECIFICO

El alumno identificard los elementos y propiedades de los espacios

vectoriales.
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INTRODUCCION

Los fundamentos mateméaticos de la ingenieria de sistemas descansan
sobre los espacios vectoriales y las funciones, en este capitulo se tratara
la teoria de vectores en R" y su relacion con los espacios vectoriales.
Por ejemplo los sistemas de control de una terminal aérea estan basados
en operaciones con vectores 0 matrices, existen muchas otras
aplicaciones de los espacios vectoriales, en el mundo real. Para empezar
el mundo en el que vivimos es un espacio vectorial, si queremos la
posicion de cualquier punto necesitamos coordenadas, o cambiar de base
para obtener unas coordenadas mas sencillas. Cuando te miras a un
espejo estds haciendo una simetria que no es mas que una aplicacion
lineal. Cuando proyectas algo también tienes una aplicacién lineal. Luego
también aplicas cambios de base para diagonalizar matrices cuando
quieres resolver sistemas de ecuaciones diferenciales, y ese seria un
ejemplo aplicable a infinidad de sistemas, ya que las ecuaciones

diferenciales aparecen en todas partes.

En esta unidad, se iniciard con las definiciones basicas de vectores,
distancia entre dos puntos, para después desarrollar el marco general de
los espacios vectoriales conoceras y aplicara teorias de vectores y se
adentrara a los espacios vectoriales, combinacion lineal e independencia

lineal
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LO QUE SE

Retomando tus conocimientos previos, define con tus propias palabras el
término vector y lo que sabes sobre las dimensiones vectoriales, responde

también cual es su utilidad.
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TEMARIO DETALLADO
(8 horas)

2.1 Vectores en el plano

2.2 El productor vectorial y las proyecciones en R?
2.3 Vectores en el espacio

2.4 Subespacio vectorial

2.5 Combinaciones lineales

2.6 Independencia lineal

2.7 Bases y dimension
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2.1 Vectores en el plano

En muchas aplicaciones tratamos con cantidades mensurables, tales
como la presion, la masa, la temperatura y la rapidez, que pueden
describirse por completo mediante su magnitud ( un solo numero),
ejemplo 10 psi, 3Kg, 35°C etc.. Por otro lado existen otras cantidades
mensurables, como la velocidad, la fuerza y la aceleracion, para cuya
descripcion es necesario plantear no solo una magnitud sino también una
direccion (ejemplo un auto recorre 10 Km en direcciébn este) . Estas
cantidades que deben indicar una direccion de denominan vectores. Los
vectores se denotaran con una letra mindscula en negrita, u, v, w, t, z etc.
En el contexto de los vectores, las constantes (es decir los nameros
reales) son conocidas como escalares y se simbolizan con letras

minusculas cursivas a, b, c, k etc.

Para empezar nuestro estudio de espacios vectoriales necesitamos la

definicion de vector, el cual podemos definir como:

El segmento de recta dirigido de un
punto U a otro punto V.

Sea uv el segmento o vector; se conoce a u como punto inicial y a v.como
punto terminal. Cualquier vector en el plano tiene las siguientes

propiedades: magnitud, direccion y sentido.
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La magnitud de cualquier vector v se define de la siguiente manera:

lv|= JJa® +b?
1. La direccion se puede definir como el angulo 6 (respecto al eje x) de tal forma

gue si v= (a, b) y 0<6<2r entonces.

b
tan6=—
a

Sea a = (X, y) el cual representa una matriz de 2 x 1 de modo que :

X
a= [y} , donde x e y son nimeros reales y se denominan componentes del vector.

3.- Los vectores en el plano tienen las siguientes caracteristicas.

X X
Sea a:{ 1} y b:{ 2} a 'y b son iguales si y s6l0 si x1= X, y Y1 = y» Se define la suma de
1 2

vectores como

X
4.- Sia= [y} representa un vector y a. s un escalar, entonces:

-3

Multiplicacion por escalar

Ejemplo

-5
Sia= { 3 representa un vector y 3 es un escalar, entonces
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Magnitud
Ejemplo

Si u= (2,-5), encuentra su magnitud y direccion.
Magnitud: |u] +/(2)2 + (=5)2 = V4 + 25 = V29

Direccion: que corresponde al cuarto cuadrante.

6 =tan™? (T] = —68.19% = 291°
Encuentra la distancia entre los puntos P (3,2) y Q (-1,5), o la longitud del

segmento de recta dirigido "

PG| =(—1-3)+ (5-2)7 =/ (—4)*+ (3)° =25 =5

2.2 El productor vectorial y las

. 2
proyecciones en R

Se define el producto vectorial entre a y b donde a = (X1, y1)y b =

X1Xo + :
= 172 Y1y2, donde es un escalar.

49


http://fcaenlinea.unam.mx/informatica/file.php/5/matematicas_I/unidad02/u01_t02_p01.html

Informatica

Ejemplo:

Sean x y z dos vectores x = (1,2) y z = (3,4); entonces, su producto
vectorial es:
1,2) 3,4)=1(3) +2(4)=3+8=11

Proyeccion de vectores:

. ., 2 . 7
Se define una proyeccion en R-entre a y by, considerandolos como dos
vectores diferentes de cero, entonces la proyeccién de a sobre b es un

vector que se define como:

a-h
B¢

Proyy,a =

Donde se cumple que:

La ' PTOYpa gg paralelaab
La diferencia a- Proy,a esortogonal a b

a=(b-Proypa) + Proypa

Ejemplo:

Calcular la ' P™Yb& considerando los vectores a=(1,2) y b=(2,3)
Calculamos a b=(1,2)(2,3)=1(2)+2(3)=2+6 =8

bl =22 +32=+4+9 =413
Al cuadrado, el término anterior es igual a 13.

Prov,a= %(2,3) = (16 2=
13

1313
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Ejemplo:

Calcular el vector a- PfO¥b@ considerando los vectores a=(1,1) y

b=(2,3)
Calculamos a b= (1,1)(2,3)=1(2)+1(3)=2+3=5

bl = (22 +3%)7 = (4 4+ 9)7 = (13)2

Al cuadrado, el término anterior es igual a 13.
5 10 15

10 15) 3 2

it — Proy,a :(1'1)_<E'1_3) = (—=,——)

13" 13

2.3 Vectores en el espacio

Los vectores en el espacio son todas las ternas ordenadas de numeros

reales, es decir,

R3_
=Xy, 2)
Asi, un vector en el espacio es:

a=(aj, aza) b= (bgby bs)

Y cumple con las siguientes propiedades:
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1. a+besunicoya+ beR?

2. a+ (b+c)=(a+ b)+c

3. 0+ a = a, donde 0 = (0,0,0)

4. =-a + a = 0 donde -a = (-a,,-a;,-33)
5. a+b=>b+a

6. oa es unicoy aa € R3

7. w({a+b) =wa+ ub

8. (o+fi)a = ca + fia

9. a(pa) = (afi)a

10. a=a

Donde la magnitud de cualquier vector sera:

lal = Vai? + az? + az?

Y la distancia entre dos puntos a y b estara representada por:

lab| = \/(@y — by)? + (az — by)? + (ag — by)?

Angulo entre vectores:

2 ., . ,
Como en R, también podemos encontrar en el espacio el angulo entre

dos vectores a:(x1- Y1, 21) Y b=(x2, ¥2, Z2) de la siguiente manera:

a-b
J]| B

_ . — -1 -l
cosf = : B=cos {Iﬂllbl:'
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Vectores en tres dimensiones

Expresando los vectores en funcion de sus coordenadas como

A={(ab.c)

También puede ser expresado como A=al+bj+ ck. donde 1}15 son vectores

unitarios que indican la direccion de los ejes x, y, z respectivamente.
z

C

/

/

—
A

X a

Para calcular el modulo de es
PN ey e
Cosenos Directores
cos” o +cos ff +cost8 =1

o
cosa = E — a = Acosa

b
casfi = 1 — b= Acosf

£
cosd = E — ¢ = Acosd

Donde:
e:es el angule que forma el vetor Aconel gje x
fG:es el angulo qgue forma el vetar Aconel gje v

f:es el angule que forma el vetor Aconel gje z

o= cos ~—
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f = cos™?

8 = cos™?

= T T

Se deja como ejercicio los siguientes vectores

Siui= (4,5,1) y u,= (2, 3,0) Determine:

a)u; + Uy

b) 2u; — u,

El Angulo que forman los Vectores A = (3,0, 1) y B = (6, 0, 0) es igual a:

2.4 Sub-espacio Vectorial

Iniciaremos definiendo qué es un espacio vectorial.

( Vi, Va... Vp

Un espacio vectorial es un conjunto de vectores ) que

cumplen con las siguientes propiedades:

Si x y w son dos vectores de un espacio vectorial V, entonces existen

operaciones x + y tal que:

a) X + W= W+X.

b) x+ (w+t)=(x+w)+t.

c) Existe un Unico elemento 0, tal que x+0=0+x=x.

d) Para cada x existe un w, tal que x+w=w+x=0.

e) Si k es cualquier numero real, entonces k ( x+w)=kx+kw.
f) Si ky d son dos numeros reales, entonces (k+d)x=kx+dx.
g) Si ky d son dos numeros reales, entonces k(dx)=(kd)x.

h) Existe un numero 1, tal que 1 (x)= x.
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Ejemplo:
Sean x=(1,2), w=(1,1), t=(0,1) y niumeros reales k=2 y d=3

1. Xx+w=w+x
(1, 2)+(1,1) =(1+1, 2+1) =(1+1,1+2) = (1,1)+(1, 2)

3. X+0=0+x=x
(1,2)+(0, 0)=(1+0, 2+0) =(1, 2)

5. k ( x+w)=kx+kw

2((1, 2)+(1,1)} =2{(1+1,2+1)} = {2(1)+2(1), 2(2)+2(1)} = {2(1),2(2))+(2(1),2(1)} =
2(1,2)+2(1,1)

7. k(dx)=(kd)x
2{3(1,2)} = 2{3(1),3(2)} = {2(3)(1),2(3)(2)} = {(2)(3}1,2) = {(2)(3)(1), (2)(3)(2)}

Un sub-espacio vectorial de V, si S es un subconjunto de V y en si, es un
espacio vectorial respecto a la adicion y multiplicacion definidas en V.
Ademas, debera cumplir las siguientes condiciones:

YuveS utve S
Voaek,ve S:ave S

Ejemplo:
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Determine los “Sub-espacios Vectoriales” dados los “Espacios

Vectoriales” siguientes:

1. Sea V el Espacio Vectorial R®. Entonces, el conjunto W formado
por los vectores cuya tercera componente es cero, es el siguiente

sub-espacio:
Respuesta:
W={(a,b,0):a,beR}

2.- Sea V el conjunto de todos los polinomios ag + ast + ast 2 + --- + ant "
con coeficientes aj, en un cuerpo K en R; entonces, el conjunto W

formado por los polinomios menor o igual que n estd dado por el sub-

espacio siguiente:
Respuesta:

W = {Polinomios <= n: para un n fijo}

2.5 Combinaciones Lineales

Un vector es una combinacion lineal de los vectores Y V2--- V’-‘y puede

ser expresado de la forma:

W= avit+ayvet...+ agv,
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Donde “"%° ” son escalares.
Ejemplo:

Se tienen dos vectores cualesquiera (2,-1, 0) y (3, 8, 8), y escalares 4 y 6,

respectivamente.

Entonces, la combinacion se representa por la suma de los vectores

multiplicados por sus respectivos escalares.

4(2,-1, 0) + 6(3, 8, 8) = (8,-4, 0) + (18, 48, 48) = (26, 44, 48)
Sea V un espacio vectorial sobre k, y sea

G={vi,V2, ..., Vm}

Un conjunto de vectores de V. Se dice que G es un generador de V si

Ol s O3Sy

e . Om,
para todo vector X € V existen escalares ™ tales que

X = C/.]V] 4= 02V2 + + C/.me
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El espacio generado es el conjunto de combinaciones lineales de

Vi, Vaeo Vi g decir,
{Vi, V2, ... , Vm} = { ViV = ayvi+a,Vvot
Ejemplo.

Sean {(1, 2), (3, 4), (6, 7)} un conjunto de vectores y 2, 3 y 6 tres

escalares, respectivamente.

Entonces, si existe una x tal que

x=2(1,2)+3(3,4)+6(6,7)

Entonces es un generador de V
x=(2,4) + (9, 12) + (36, 42) = (2+9+36, 4+12+42) = (47,58)

Informatica
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2.6 Independencia Lineal

Un conjunto de vectores Vi, V2. Va3 ¥ Vo vectores es un espacio
vectorial V, es linealmente independiente si existen escalares

C1,€2C3Y Cn gue una combinacién lineal de dichos vectores con los

anteriores escalares, respectivamente; si esta Ultima operacion da cero y
los escalares son todos iguales a cero, entonces se trata de una

combinacion lineal, linealmente independiente.

1. Independencia Lineal: Sea S = { vi, V2, V3 .... Vo} un conjunto de “Vectores”,

entonces:

S es linealmente independiente si laigualdad

avi+taovot...tav, =0

So6lo se satisface cona; =a,=...=a,=0

2. Dependencia lineal: Sea S = {vi, V2,..., vy} un conjunto de “Vectores”,

entonces:

S es linealmente dependiente si existen escalares aj;, az, ... , an, ho todos
iguales a cero, tales que:

avitaovo+...+av, =0

Nota:
a) Todo conjunto que contiene al vector O es linealmente dependiente.

b) Si S es un conjunto linealmente independiente entonces cualquier subconjunto

de S es linealmente independiente.
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2.7 Bases y Dimension

Un conjunto de vectores es una base de un espacio vectorial V si:

) GeneraaV

II) Es linealmente independiente

SiB={ Vi, Va... V’?} es una base de V, entonces cualquier otra base de
dicho espacio estd formada por n vectores, es decir, dos bases

cualesquiera de V tienen igual nimero de vectores.

DIMENSION

SiB={ Vi, Va... V”} es una base de V, se dice que V es de dimension n,
es decir, es el nUmero de elementos en una base de V.

Si V es un espacio vectorial de dimension n, cualquier conjunto
linealmente independiente formado por n Vectores de V es una base de
dicho espacio.

Si V es un espacio vectorial de dimension ny S es un sub-espacio de V,

entonces:

Por lo que, si dimS=n, entonces S = V.
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Ejemplo:

Sean a y b dos vectores que generan a Rz, a=(12yb=1(,3),

entonces consideremos a todos los vectores del espacio vectorial como

x=(x, y), y escalares &1 Y bi.
X=a;a+bib=a,(1.2)+b;(1.3)=(a;+ by, 2a:+3by) = (X,y)

by = y-2X
a;= 3x-y

. 2
Como x e y pueden tomar cualquier valor, los vectores a y b generan R y su

dimensién es igual al nUmero de vectores, y como son 2, su dimension es dos.
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RESUMEN

En forma cotidiana podemos definir al “Vector” como una cantidad que
tiene: “Magnitud”, Direccion” y “Sentido”; y esto se debe a partir de
conceptos fisicos cuya descripcion se refiere a algo mas que un namero.
Los conceptos fisicos han encontrado una adecuada representacion
geométrica los cuales pueden ser caracterizados y manejados

analiticamente mediante parejas o ternas ordenadas de numeros.

En muchas ramas de las “Matematicas” se presentan frecuentemente
conjuntos, con elementos de muy distinta naturaleza donde se emplea
con frecuencia el concepto de “Combinacién Lineal”. Estos conjuntos con
las leyes de la adicion y la multiplicacion por un escalar definidas en forma
usual, tienen en comun un gran numero de propiedades algebraicas la
cual se conoce como “Espacio Vectorial”. De manera general, a los
elementos de un “Espacio Vectorial” se les llama “Vectores” y en toda la
unidad es el concepto basico y fundamental para poder desarrollarlo y

aplicarlo.
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o W, e .
GLOSARIO
Mensurable

Una variable con caracteristicas medibles

Escalar

Cantidad numérica o numero real

Vector

Herramienta geométrica utilizada para representar una magnitud fisica del

cual depende Unicamente un médulo y direccion

Espacio Vectorial
Estructura matematica creada a partir de un conjunto no vacio con una

operacion suma interna al conjunto
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ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

ACTIVIDAD 1
Para los siguientes ejercicios determine si es ‘“Linealmente
Independiente” o es “Linealmente Dependiente” de acuerdo a lo que se

pide en cada uno de las siguientes afirmaciones:

1. El Conjunto de Vectores de R® B = {(1, 0, -2), (-4, 2, 0), (0, 2, -4)}
es Linealmente Independiente o Linealmente Dependiente.

2. El Conjunto de Vectores de R® A = {(1, 2, 1), (3, 1, 5)} es
Linealmente Independiente o Linealmente Dependiente.

3. El Conjunto de Vectores de R® B = {(1, 2, 1), (3, 1, 5), (3, -4, 7)}
es Linealmente Independiente o Linealmente Dependiente.

4. El Conjunto de Vectores de R® C = {(0, 0, 0), (1, 1, 1)} es
Linealmente Independiente o Linealmente Dependiente.

ACTIVIDAD 2

Resuelve los siguientes ejercicios:

1. El Conjunto de Vectores de R® B = {(1, -2, -3), (3, 2, 1)}, entonces su
dimension es:
2. El Conjunto de Vectores de R® A = {(0, 1, -2), (1, -1, 1); (1, 2, 1)},

entonces su dimensioén es:
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ACTIVIDAD 3

Responde los siguientes ejercicios:

1. Probar si el conjunto de vectores u =(-2,3,-3), v =(3,-1,9) w =(3,5,10)
es una base de R®,

2) Considérense los Vectores a = (3, 0, -2) y b = (4, 1, -1); entonces, la
Combinacién Lineal de a y b esta dada por el Vector ¢ = -a + 2b; por lo
tanto, es: (5, 2, 0)

3) Considérense los Vectoresa = (3,0)y b =(4, 1), y los Escalares 2 y 4,
respectivamente; entonces, un Generador del conjunto de V es: (22, -4).
4) Considérense los Vectoresa = (3,0, 1) y b = (4, 1, 2), y los Escalares
2 y 4, respectivamente; entonces, un Generador del conjunto de V es:
(22, 4, 10)

5) Considérense los Vectores a = (3, 0, -2) y b = (4, 1, -1), entonces la
Combinacién Lineal de a y b esta dada por el Vector ¢ = a + 2b; por lo
tanto, es: (11, -2, 4)

6) Considérense los Vectores a = (3, 0, -2) y b = (4, 1, -1), entonces la
Combinacién Lineal de a y b esta dada por el Vector ¢ = 2a + 2b; por lo
tanto, es: (14, 2, -6)
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CUESTIONARIO
DE REFORZAMIENTO

1. Explica el concepto de vector.

2. ¢Qué es el producto vectorial?

w

Explica con un ejemplo a qué valor se llega cuando los vectores son
paralelos al aplicar el producto cruz.

¢, Qué es la proyeccion a en direccion b?

¢ En qué consiste la ultima propiedad de los espacios vectoriales?

¢ Qué es la dimension de un espacio vectorial?

¢ Qué es un espacio vectorial?

¢, Qué es un sub-espacio vectorial?

© © N o 0 b

¢, Qué es la independencia lineal?

10.¢,Qué es la dependencia lineal?
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LO QUE APRENDI

Resuelve los siguientes ejercicios:

1). En el siguiente caso: sean los “Vectores” a = (-5, 8) y b = (1, 1); determinar la
Comp. Esc., ay la Comp. Vect. , a:

2). El Angulo entre dos “Vectores” es de 120 0. Si |a|=3y |b|=4. Calcular: a = a; a
*byb=b.

3). En el siguiente caso: sean los “Vectores” a = (1, 2, -3) y b = (0, 0, 1); determinar
la Comp. Esc., ay la Comp. Vect. , a.

4). Un “Vector” ¢ tiene como modulo 52 y es perpendicular comun a los “Vectores” a
=4i + 3jy b = -4i + 6j + k; entonces las componentes de dicho “Vector” son:

5). Usando el “Producto Vectorial” son paralelos los “Vectores”a =3i—j—2ky b = -
9i + 3 + 6k.

6). Determina si el “Conjunto A”; donde A = {(1, y) |y € R} es un “Subespacio” del
“espacio Vectorial” R?.

7). Del siguiente “Conjunto” A ={(1, -3, 2), (2, 4, 1), (3, 1, 3), (1, 1, 1)}; una Base de
R%es

8). Para qué valor de k el “Vector” u = (1, k, 5) de R®. sera una “Combinacién Lineal”
de los “Vectores”v=(1,-3,2)yw=2, -1, 1)

9). Sea S = {ax® + 2ax® + 3bx + b | a, b € R}; un “Espacio Vectorial” sobre el campo
de los “Numeros Reales”. Determinar una Base y la Dimension de dicho “Espacio
Vectorial.

10). Considera a G = {(1, t%, t)}; como una Base del “Espacio Vectorial’ P = {at* + bt +
c |a, b, ¢ e R} definido sobre R. Entonces el “Vector de Coordenadas” de p(t) = 3t?

+ 2 en la Base G es.
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EXAMEN DE AUTOEVALUACION

I. Elige la respuesta correcta para las siguientes preguntas.

Para los siguientes casos determinen la “Magnitud” de los siguientes

“Vectores en el Plano”.

1) Sea el “Vector” A = (1,5); entonces su “Magnitud” es:
Q a) 2V12
O b) V24
O ¢) V26
O d) 2V13
QO e) 26

2) Sea el “Vector” B = (1,-7); entonces su “Magnitud” es:
O a)7V3
Q b) V47
O ¢c) 53
O d) V48
O e)5V2

3) Sean los “Vectores” C = (2,3); D = (6, 7); y E = (7, 5). Los cuales los
lados de un “Triangulo”; entonces la “Magnitud” de cada “vector” es:

O a) C =v29; D =V116; E = V145

O b) C =V28; D =\117; E =145

O ¢) C =V27; D =V119; E =146

O d) C =V30; D =V120; E = V148

O e) C =V31; D =V125; E = V150
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i

4) Determine si los “Vectores” del “Reactivo 3” conforman un “Triangulo
Rectangulo™

O a)si

QO b) no

5) Sea el “Vector” F = (-9, 8); entonces su “Magnitud” es:
Oa)l4
O b) 12
Oc)11
Od) 10
Oe)13

6) El “Angulo” que forman los “Vectores” A = (3,0, 1)y B = ( 6, -2, 0):
es igual a:

~ g 0 =angcos (9/10).
~ p. 6 =angcos (9/11).
~ . 0=angcos (9/12).
~ 4 ©=angcos (9/13).
-6 =ang cos (9/14).

)]
0]

7) Sean los Vectores A = (2, 3, 6) y B = (-4, -2, -3), entonces la
Proyeccion de A sobre B es igual a:

a. -32/\29

b. -31/728

c. -33/429

d. -34/N27

e. -32/\26

DS B B B

69



Informatica

8) Un conjunto no vacio U de un Espacio Vectorial V sobre F es un
Sub-espacio de V si, y soOlo si U es cerrado con respecto a la
multiplicacion escalar y a la adicion vectorial definidas sobre V.

~ a.Si

~ b.No

9) En el Espacio Vectorial V3 ( R ) sobre R, sean U generado por A =
1,2,-1)yB=(2,-3,2) yWgenerado C=(4,1,3)yD=(-3, 1, 2). ¢,Son
Uy W idénticos sub-espacios de V?

~ a. Si

~ b.No

II. Elige la respuesta correcta a las siguientes preguntas.

1) El Conjunto de Vectores de R® A = {(1, -2, 3), (3, -6, 9)}, entonces su

dimension es:
o~ oal
~ b.2
~ C.3
~ d. 4

~ e.b
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2)El Conjunto de Vectores de R® B = {(1, -2, -3), (3, 2, 1)}, entonces su
dimension es:

a.l

b.2

c.3

d.4

e.5

3) Conjunto de Vectores de R® A = {(0, 1, -2), (1, -1, 1); (1, 2, 1)}, entonces su
dimension es:

a.3

b.1

c.2

d. 4

e. 5-
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OBJETIVO ESPECIFICO

El alumno conocerd los elementos, propiedades y la representacion

matricial de las transformaciones lineales
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INTRODUCCION

En la vida actual es muy importante resolver problemas utilizando las

matematicas.

Cuando se trabaja con espacios vectoriales surgen situaciones en
las cuales es de utilidad usar las transformaciones lineales para la
solucion de problemas, una parte importante es la representacion
matricial de una transformacioén lineal. Kolman, (2006) pp. 272 y
521

Aplicaciones de las Transformaciones Lineales

Se aplican en sistemas de ecuaciones lineales, en matrices y en un
sin numero de problemas, gracias a las transformaciones lineales
sabemos el dominio e imagen y teniendo esto saber si es un

espacio vectorial. Poole, D (2007 pag.201
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LO QUE SE

Define sin recurrir a ninguna referencia el término “Transformacion lineal”,
posteriormente consulta textos en los que puedas enriquecer tu
conceptualizacion, puedes usar la bibliografia recomendada para la

materia.
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TEMARIO DETALLADO
(8 horas)

3.1.1 Definicién y ejemplos
3.1.2 Propiedades: imagen y Kernel
3.1.3 Representacion matricial de una transformacion lineal

3.1.4 Isomorfismos
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3.1. Definicion y ejemplos
A continuacion se tiene una simbologia utilizada que se utilizara en las
transformaciones lineales:
Una letra mindscula a, b,...... representa un “Vector”.

Una letra mayuscula A, B... un “Espacio Vectorial” y también “Sub-

espacios Vectoriales”.
“Vectores” entre llaves {a, b...} una “Base Generadora”.

Representa una “Transformacion Lineal” con su dominio y contra dominio
“T: VoW~

Representa la “Dimension” de un “Espacio Vectorial” dim (V).

Transformacion Lineal

Definimos una “Transformacion Lineal” T de un espacio vectorial R
sobre un espacio vectorial S a una funcién que asigna a cada vector
re R un unico vector. Es decir, si R y S son espacios vectoriales una

funcién T: R recive el nombre de transformacién tal que :
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Sean V y W espacios vectoriales. Una transformacion lineal T de

R en S es una funcién que asigna a cada vector u en V un unico

vector T(u) en S tal que :

a) T(u+v) =T(u)+T(v) cualesquieraseanuyvenV.

b) T(ku) =k T(u), para cada u en V y cada escalar K (Kolman,
(2006), p. 502)

Ejemplo 1:

Definamos la funcién T: R = R?definida bajo laregla T(X, Y, 2) = (X, y)
asi se tiene que:

Se sustituye la x por el 8 y la y por el 5.

T(8,5,9)=(8,5)

Ejemplo
seaT: R* = R?definida por:

Del lado de la derecha de la igualdad, primero se sustituye la z por 2 y

enseguida la z multiplicada por 2.

T (X, Y, 2) = (z, 22), entonces cualquier transformacion seria:
(2,1, 4)=(4,8)

Una transformacion es lineal si cumple:

LT (Ve + V) =T(v1) + T(v2)

i (ovy) = e T(vy)
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Propiedades de las transformaciones lineales:

e« SiT:R ™ S es una transformacion lineal, entonces, T(0) = 0
e« Sea T: R = S una transformacion lineal. Si C = <r1, ra... res

una base de R, entonces el conjunto G = 4T(rl), T(r2)... T(rn) res

un generador.

3.2 Propiedades: Imagen y Kernel

Propiedades de las transformaciones lineales: imagen y nucleo.

Consideremos en primer lugar a la transformacion de Rien R? | definida
por:
S (xy,2)=(y, 3y)

La imagen de cualquier vector bajo esta transformacion es una pareja

ordenada cuya segunda coordenada es el triple de la primera.

Al conjunto de todos esos vectores se le conoce como “imagen” de la

transformacioén S.

Una vez definida la imagen de una transformacion, nos introduciremos a

la definicion de nucleo.

Se llama nudcleo de una transformacion al conjunto de vectores cuya

imagen es el vector cero.
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3.3 Representacion matricial de

una transformacion lineal

La representacion matricial de una transformacién lineal nos indica la
relacion existente entre ambas para que una transformacion lineal

encontrar su representacién matricial.

Consideremos la transformacién T: R*a R? definida por:
T(X, Y, 2) = (Xx+2y, 3x-2)

Tratemos de encontrar una matriz A tal que el producto de ésta por
cualquier vector del dominio nos proporcione la imagen de dicho vector

bajo la transformacion T, es decir, una matriz A que cumpla,
Av =T(v)

Como v es un vector de R® y T(v) es un vector de R°la igualdad
anterior sélo podra lograrse mediante una matriz A de 2x3. En

consecuencia, la matriz a tendra la forma Lay, (2004) p.75:

4= 4y @y ﬂﬂ]
By Hzz Ozg

Y satisfacer la igualdad

fyy Gz Oy

o s
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Es decir,

anx+tapytapz=x+2y y  ay xtapytapz=3x-:z
Lo cual es valido para los valores

311=1. 312=2. 313=0
a1=3, =0, ap=-1

Por lo que nuestra matriz A es de la forma:

A esta matriz se le conoce como matriz asociada a la transformacion T.

Una vez calculada nuestra matriz asociada, estudiemos las imagenes de

los vectores de la base canodnica, es decir,

R=14(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)?,

Bajo la transformacion T definida con anterioridad tenemos que:
T(1,0,0)=(1,3)

T(0,1,0)=(2,0)

T(,0,1)=(0,-1)
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Estos elementos no son mas que los vectores columna que integran la
matriz asociada T, por lo cual, podemos concluir que, para obtener la
matriz asociada a una transformacién basta con calcular las imagenes de

los vectores que integran la base candnica del dominio.

Para toda transformacion lineal de Fn &N Rm.existe una matriz a de mxn

que cumple Tx = Ax para toda * € Fon-

Definicion. Sea T: Fn = Fmuna transformacion lineal. Entonces existe una

matriz inica A de mxn tal que Tx = Ax para toda X.

Ejemplos de Aplicaciones de las Transformaciones Lineales
1. Una casa editora publica un libro en tres ediciones
diferentes: cubierta dura, cubierta blanda y cubierta de lujo.
Cada libro requiere cierta cantidad de papel y de material
para la cubierta. Los requisitos estan dados en gramos por

la siguiente matriz:

Cubierta Cubierta Cubierta de
dura blanda Lujo
Papel 300 500 800
Material para la cubierta 40 50 60
Xl
X=|X,
Deja que X3 represente el vector produccion, donde Xxi, X2, X3

representan el niamero de libros con cubierta dura, cubierta blanda y
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cubierta de lujo respectivamente, que se publican. La transformacion
lineal T: R®* — R? definida por
Y1

T(x) = AX nos da el vector (yz) donde y; representa la cantidad total de

papel requerido y y, la cantidad de material para la cubierta. Suponga

1000
x=|700
200
que , entonces,
1000
300 500 800 810,000
T(X) = Ax= | 700 |=
40 50 60 87,000
200

Por lo que se requiere 810,000 gramos en papel y 87,000 gramos en

material para la cubierta.

2. ¢Puede una transformacion lineal cambiar un dibujo por otro? Observa
como la transformacién T; R> —» R? definida por T(x, y) = (X, x+y) cambia
los siguientes dibujos:

A %

I:I_I,.'I}

1 {1,0)
N

X

- -1
oD ED

H.r_':}
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3.4. Isomorfismo

Para introducirnos en el estudio de los isomorfismos debemos tener claras

algunas definiciones que se presentan a continuacion.

Definicion. Sea T: V. = W una transformacion lineal, se dice que T es

uno a uno (notacion 1 - 1) si ocurre:
Tvi=Tv, = vww=v;

Es decir, si todo vector w en la imagen de T es de a lo sumo un vector en
V.

Definicién. Sea T: V. = W una transformacion lineal. Se dice que T es
sobre, si para toda weW existe al menos una veV tal que Tv = w. Es

decir, T es sobre:
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Siy sélo silaimagende T =W.

Para dejar ain mas claros estos conceptos, tomemos en cuenta la

siguiente definicion.

SeaT:V = W una transformacion lineal, supongamos que dimV = dimw

= n, entonces

1. siTesl1l-1, entonces T es sobre

2. si T essobre, entoncesTes1-1.

Se dice que la transformacion lineal T: V = W es un isomorfismo si T es
1 - 1y es sobre dos espacios vectoriales V y W son isomorfos si existe un
isomorfismo T de V sobre W. (notacion V =W).

[#3

T| % | = atbx+cx?.
Ejemplo: Sea T: R = P, definida por \® Supongamos
@
T|% | = 0 = 0+0x+0x2

c

que Entoncesa=b =c =0. Esdecir, ndcleode T =

Oytes1-1.
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RESUMEN

En diversas ramas de las Matematicas, la Fisica y las distintas Ciencias
Sociales; se utilizan con frecuencia modelos que emplean en su
estructura funciones vectoriales de variable vectorial; es decir, funciones
de la forma w = f (v); donde w y v son “Vectores”. A tales funciones se

denomina usualmente “Transformaciones”.

Por consiguiente esta unidad se refiri6 a una clase especial de
“Transformaciones”; llamadas “Transformaciones Lineales”; las cuales son

las mas simples y también las de mayor aplicacion.

En la practica profesional, muchos problemas que involucran
“Transformaciones” de tipo general suelen resolverse aproximando éstas

a las “Transformaciones Lineales”.
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Kernel

Nucleo

Isomorfismo

De la palabra griega iso (lo mismo), y morfos (de la palabra griega forma.

Subespacio

Subconjunto de un espacio vectorial, que debe cumplir ciertas
caracteristicas especificas.

Matriz
Una tabla bidimensional de niumeros consistente en cantidades abstractas

gue pueden sumarse y multiplicarse.
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ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

ACTIVIDAD 1
Resuelve los siguientes ejercicios:

1) En “Geometria Analitica Plana” la conocida rotacion de ejes de un
angulo & es una “Transformacion Lineal” de V,R) en si mismo. Analiza
la siguiente relacion, e indica si es Lineal o No lineal, justifica tu

respuesta.
T:(x,y) = (xcos & —ysen & xsen+ycos @)

2) Sea la siguiente Transformacion T: R, — R; definida por T(x, y) =

(| x|, y). Es “Lineal” o es “No Lineal”:

3) Sea la siguiente Transformacion T: R; — Rj definida por T(x, y, z) =
(2x, y+z, 0). Es “Lineal” o es “No Lineal”:
4) Sea la siguiente Transformacion S: R, — R definida por S(x, y) = (y,

x2). Es “Lineal” o es “No Lineal:

5) Sea la siguiente Transformacion S: R; — R3 definida por S(x, y, z) = (-

X, y, 1). Es “Lineal” o es “No Lineal”:
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ACTIVIDAD 2
Resuelve los siguientes ejercicios.

1) Sea la siguiente Transformacion Lineal T: R® — R® definida por T(x, y,
z) = (2x, y+z, 0). Determinar el “Recorrido” y su “Dimension

Correspondiente”.

2) Sea la siguiente Transformacion Lineal S: R® — R® definida por S(x, y,
z) = (x+2y-z, y+3z, -x-y+4z). Determinar su “Recorrido” y su “Dimension

Correspondiente”.

3) Sea la siguiente “transformacion Lineal” que comprende el siguiente
“Espacio Vectorial” V = {ax® + bx + ¢ |a = b, a, ¢ € R}. Apliquese el
“Operador Derivada” (d/dx) sobre los elementos de V y Determinar el

“Recorrido” y su “Dimension Correspondiente”.

4) Sea la siguiente “Transformacién Lineal” S: R® — R? definida por S(x, y,

z) = (y, 3y). Determinar el “Recorrido” y su “Dimensién Correspondiente”.

5) Sea la siguiente “Transformacién Lineal” T: R® — R? definida por T(x, y,

z) = (X, y). Determinar el “Recorrido” y su “Dimensién Correspondiente”.
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ACTIVIDAD 3

Resuelve los siguientes ejercicios.

1) Considérese a resolver la siguiente “Ecuacién Matricial” 2BAX — 2CX =

D; donde las “Matrices” A, B, C y D son las siguientes:

a-[1 4] []

Entonces la “Matriz X” vale:

2) Sean B = {by, by} y E = {e,, e,} dos Bases de R?; relacionadas por: by =
e1 + 2e,y b, = -e; + e, y sea la “Transformacion Lineal” S: R? — R? tal

que S (e1) = by y S(e2) = b,. Entonces las “Matrices” Mg5(S) y Me2(S) son:

3) Elije la regla de correspondencia asociada a la transformacion

matricial dada la siguiente “Matriz Asociada” y justifica tu respuesta.

—_—-_oo

=

]
ON L=
-_ Ay = e

a) T(x,y,z) ={ x-4y, y+X, 2x-2y+z,y-z}.
b) T(x,y,z) ={ x+4y, y-x, 2x+2y+z,y+z}.
c) T(x,y,z) ={ x+4y, y-X, 2X-2y+z,y-z}.
d) T(x,y,z) ={ x+4y, y+X, 2X-2y+z,y-z}.
e) T(x,y,z) ={ x+4y, y+Xx, 2X-2y+z,y-z}.

4) Indica cudl es el Nucleo y Recorrido que corresponde a la informacion
presentada en la pregunta 3, justifica tu respuesta.
a) Dim T(R®=3; Dim N(T) =1
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b) Dim T(R®)=4; Dim N(T) =2
c) Dim T(R®*)=4; Dim N(T) =1
d) Dim T(R*=3; Dim N(T) =0
e) Dim T(R®=4; Dim N(T) =1

ACTIVIDAD 4
Resuelve los siguientes ejercicios.

1) Sea la siguiente Transformacién T: R> — R? definida por T (1, 0) = (0, -

2). Es “Lineal” o es “No Lineal”:

2) Sea la siguiente Transformacién T: R? — R? definida por T(1, 0) = (0, -

3). Es “Lineal” o es “No Lineal”:

3) De acuerdo a la “Transformaciéon Lineal” T: V — W definida en el
“‘Reactivo 3, si seleccionamos las siguientes “Bases” para Vy W: A =
{4 x, 13y

SR N

Entonces la “Matriz Asociada” a T es:

92



Informatica

ACTIVIDAD 5

Para cada uno de los siguientes casos define si es Falso o Verdadero:
1) El término “Isomorfismo” significa “Etimolégicamente”. “De Igual

Forma”.

2) En general la sustitucion de los elementos de un “Conjunto A” por los
elementos de un “Conjunto B” puede hacerse mediante la funcion f: A «—
B.

3) Cuando la funcién f: A — B es biyectiva entonces los elementos de A

y B se encuentran en relacién uno a uno.

4) Los Grupos (Z, +) y (S, *), donde s 0 {1, -1, i, -i}; entonces la funcion

f(m) = im; constituye un “Isomorfismo”.

5) Un grupo constituido por el conjunto S de “Matrices Simétricas” de
orden dos con elementos en R y el “Conjunto R® de las ternas ordenadas

de nimeros reales; es isomorfo.
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CUESTIONARIO DE
REFORZAMIENTO

. ¢,Cual es el concepto transformacion lineal?
. ¢ Qué es un isomorfismo?
. ¢, Qué es el Kernel de una transformacion lineal?

. ¢,Qué es el nucleo de una transformacion lineal?

g b W N

. Describe un ejemplo de una matriz que represente una transformacion

lineal.
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LO QUE APRENDI

Resuelve los siguientes ejercicios:

1. Considera el “Espacio Vectorial” V sobre R formado por las “Matrices de
Orden 3”. Si se define la “Transformacion” T: V — R donde T (A) = det (A)

para todo A € V. Entonces la “Transformacién” es lineal o no lineal:

2. Para la “Transformacion Lineal” T: V — V donde V = {ax* + bx + ¢ | a, b,
¢ € R}. Ademas se conoce que: T(2x* + 5x) = 3x%; T(x* — 1) = -x* — 1; T(4)

= 4. Entonces la “regla de Asociacion de T es:

3. En el “Espacio C* donde C? = {(x, y) | x, y € C} definido sobre el
campo de los nimeros reales, y la “Transformacién Lineal” T: C> — C?
definida por: T(a + bi, ¢ + di) = (a+ di, ¢ + bi) para todo a, b, ¢, d € R.
Entonces la “Matriz Asociada” a la “Transformacion T referida a la “Base”
B={(2,0),(1-1i,0),(,-2), (1, 2i +4)} es:

4. Para la “Transformacién Lineal” T: P — P donde P = {ax® +bx + ¢ |a, b,
c € R} y definida por: T (f) = f + f para todo f € P. Entonces la

“Transformacion Inversa de T” es:

5. Sea (S, @, ®) un anillo, donde S = {(a, b) | a,beQ}ly(a,b)m(c,d)=(a
+ ¢, b + d) para todo (a, b), (c, d) € S; asi como (a, b) ® (c, d) = (ac, bd). Y
sea (E, +, =) otro anillo donde E = {a + b\2 | a, b € Q}, donde (+) y (=) son
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reales,

la adicion y la multiplicacibn comunes para numeros

respectivamente. Entonces la funcion biyectiva f: S — E definida por f (a,

b) = b + aV2 para todo (a, b) € S es un isomorfismo si o0 no:
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EXAMEN DE AUTOEVALUACION

Para cada uno de los siguientes casos seleccionar la solucion

correspondiente de acuerdo a lo que se pide en cada uno:

1) Considérese la “Transformacién Lineal” T: R* — R? definida por T(x, v,
z) = {x+2y, 3x-z}. Entonces el valor de la “Matriz A” tal que el producto de
esta por cualquier “vector” del dominio proporcione la imagen de dicho

“Vector” bajo la “Transformacion Lineal” {Av =T(v)} es:

1 -2 0
Ob)_SOl_
C 1 2 0
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2) Sea la “Transformacion Lineal” S: R® — R® la cual esta definida por:
S(X, ¥, z) = {3x+y, 6x-z, 2y+z} y considerando las imagenes de la Base

Canodnica. Entonces el valor de la “Matriz Asociada” M(S) correspondiente

es:
3 1 0]

6 0 -1
OalLo 2 1]
3 1 0]

6 1 -1
Ob)_OZ-l_
3 1 0]

6 0 -1
OC)_OZl_
3 1 0]

6 0 -1
Od)_121_
3 1 0]

6 0 -1
oelL1 2 1]

3) Sea el “Espacio Vectorial” V = {ax® + bx + ¢ | a, b, c € R} de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado menor que tres y el “Espacio
Vectorial” definido por:

a b
W = donde a, b, c e R
b c

Entonces la “Transformacién Lineal” T: V — W; esta definida por:

2a+c 3b
Oa) | 4b 2a+20_

Ca+c 3b
Ob) B 4b 2a+20_
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% ©
-a+c 4b 7
QC) B 4b 2a+20_
a+c ap ]
Qd) B 3b 2a+2c_
 a+c 3b |
Oe) B 3b 2a+ZC_

4) De acuerdo a la “Transformacion Lineal” T: V — W definida en el

“Reactivo 3, si seleccionamos las siguientes “Bases” para V 'y W: A = {x?,

X, 1}y

B =

o
w
o

o
w o
o -

= N O
o w
[N o

o
w
o

o
N
o
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fa

5) De acuerdo a la “Matriz Asociada de T” obtenida en el “Reactivo 4” si
se requiere utilizarla para obtener la imagen del “Vector’ V = 3x? — 2x + 4;

entonces esta es:
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UNIDAD 4

PRODUCTO INTERNO

DIGITALES
PLAN 2012
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OBJETIVO ESPECIFICO

El alumno conocera las diferentes aplicaciones del producto interno.
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INTRODUCCION

Hoy en dia, la solucion de problemas utilizando las matematicas se realiza
cada vez con mas frecuencia. Por lo tanto, el uso de los conceptos de
Producto Interno y Ortogonalidad para la solucién de problemas,
comprende una herramienta mas eficiente para la solucién de problemas

reales.
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i

LO QUE SE

Define el término Ortogonalidad y compartelo con tus comparfieros, no

olvides citar las referencias a las que recurras.
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TEMARIO DETALLADO
(10 horas)

4.1 Ortogonalidad
4.2 Aplicaciones del producto interno
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4.1 Ortogonalidad

Empezamos por definir Ortogonalidad, la cual se refiere a vectores
perpendiculares, y Ortonormalidad, que se refiere a vectores

perpendiculares y que tengan norma o longitud igual a uno.
PROCESO DE GRAM-SCHMIDT

Es una metodologia que utiliza gran parte de los conceptos vistos en los
temas 1, 2 y 3 del Algebra Lineal, que permite calcular una nueva base de
vectores a partir de la cual es mas facil realizar calculos sobre estos

vectores.

Nos sirve para obtener un conjunto de vectores que sea una base S de
una base espacio vectorial V, tal que S sea Ortonormal, es decir
Ortogonal y con una norma igual a uno. Sea V un Espacio Vectorial con
Producto Interno y sea G={V4,.¥n? un generador de V. El conjunto

Gy = {wy .. Wy} donde:

Wy = Vy

. — g=1 _lwpwyl L
Wy =y — Ay o —wyparali =1,2,3,....n

LA WAL

es un generador de V.
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Observaciones
e Si G esunabase de V, entonces Go es una base ortogonal de V.

o Para obtener una base Ortonormal a partir de una base Ortogonal

B=iw:. w7, pastara con multiplicar cada uno de los vectores
1

(wiconi=1.n). e B por el escalar i

Una base Ortonormal es un conjunto de vectores que forman una base,

éstos son ortogonales con una norma igual a uno.

Ejemplo:
Obtengamos una base Ortonormal del espacio V generado por:

vi=(1,0,-1)
v, =(-2,1,1)
Va3 = ('1! 1! 0):

Primero obtendremos un generador ortogonal de dicho espacio, para ello

hacemos:
wi=vi= (1.0 -1}

W2 =z Ly = (21, 1)-__;1’ (1.0. 1) =(-2. 1. 1)
Wqky ?
_1
D10 1= (21 1) — (-3/2. 0. 3/2)= (-243/2.1-0.1-3/2)= (-1/2. 1. -1/2)=-
1/2(1.-2.1)
W3=vi- ’1’11 Wiz (-110)- 20 (1.0 1) = (-1 1. 09+1/2(1. 0. -1)=
Wy 2

Wi =V, = (1, 0, -1)
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W2z vz Ly =(2 1 1)- __3 (1.0, -1)={-2. 1. 1)

Wby 2

_1
T 0 1)= (2.1, 1) = (-302, 0. 312)= (-243/2.1-0.1-3/2)= (-1/2, 1, -1/2)=-

1/2(1.-2.1)
Wa=va- '1'11 wi=(-1.1.0)- ‘_1 (1.0, 1) = {-1. 1. 0)+1/2(1. 0, -1)=
Wy 2

(-1, 1,0)+ (1/2, 0,-1/2)= (-1+1/2,1+0, 0-1/2)= (-1/2, 1, -1/2)
Por lo tanto:

Go =1{(1, 0, -1), (% 1, ‘71), (‘71, 1, -%)%

Es un generador “Ortogonal” de V y el conjunto
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4.2 Aplicaciones del

producto interno

Producto interno de dos vectores

Supongase para Rel producto interno entre dos vectores

al b1
a= | a2 b= |52
a3

Es representado como a b y esta dado por:

a.b=a,b, + a;b; + agbg.

Generalizando:

al &1
a2l b2
a= b=
an b a.b= asb; + asb,+ ... +a.b,

El producto interno es llamado también producto punto o producto escalar. Se puede

ver que el producto interno entre dos vectores siempre tendra como resultado un
escalar, es decir, un niamero.

El producto interno frecuentemente se efectla entre un vector renglén y un vector

columna.
Ejemplo:
1
d=|2
c= (1, 2,4) 1 c.d=1(1)+2(2)+4(1) =1+ 4+4=9
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RESUMEN

Como se ha visto a lo largo del curso, los elementos fundamentales que

constituyen un Espacio Vectorial son los siguientes:

a) Un conjunto de Vectores
b) Un conjunto de escalares

c) Dos operaciones que son la adicion y la multiplicacion por un escalar

Por consiguiente, la definicibn del Espacio Vectorial, asi como sus
distintos Teoremas que se refieren a distintas Propiedades Algebraicas
qgue aluden de manera concisa al comportamiento de Vectores y

Escalares con respecto a las operaciones de la Adicion y la Multiplicacion.

También deben considerarse los conceptos métricos que son: la
Magnitud, la Distancia y el Angulo, los cuales pueden ser medidos sin
ningun problema. Ademas de las nociones de Independencia Lineal, la

Base y la Dimension.

Ahora, con respecto al tema principal de la Unidad 4, existen diversas
formas de introducir en un Espacio Vectorial dichos conceptos
mencionados en los parrafos anteriores. Una de ellas consiste en

definirlos a partir de una operacién conocida como Producto Interno
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GLOSARIO

Ortogonalidad
Generalizaciéon de la nocidn geométrica de perpendicularidad.

Ortonormal
Vector con un conjunto ortogonal y la norma de cada uno de sus vectores

esigualal

Producto interno
Operacion definida sobre dos vectores de un espacio euclideo cuyo

resultado es un nimero o escalar.
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ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

ACTIVIDAD 1

Resuelve los siguientes ejercicios.

1) Encuentra el producto interno de los siguientes vectores:
i=(1,2,3)y j=(3,3,3).

2) Encuentra el producto interno de los siguientes vectores:

i=(1,2,1) vyj=(@1,2,3)

3) Encuentra el producto interno de los siguientes vectores:
i=(2,0,3)y j=(3,1,0).

4) Encuentra el producto interno de los siguientes vectores:
i=(2,2,2)y i=@3,1,2).

5) Encuentra el producto interno de los siguientes vectores:
i=(2,0,1)y i=(2,1,1).
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ACTIVIDAD 2

Resuelve los siguientes ejercicios.

1) Comprueba si los siguientes vectores son ortogonales :
a) u=(5,10) y v=(3,6)
b) u=(1,3,4) y v=(4,3,-1)
c) u=((1,1,-2) yv=(3,1,2)

2) Determine todos los valores del escalar k para que los dos vectores

sean ortogonales.

2 k+1
M= v =

31 k-1

3) Proyecte u sobre v siendo:
a) u=(4,2), v=(3,0)
b) u=(@3,2,5) v=(4,2,0)

4) Encuentre la proyeccién de =123 sopre E=[

5) Encuentre el angulo que forman los vectores:
a) u=(4,8 y v=(2,-3)
b) u=(1,32) y v=(24,-4)
c) A=(3,0,1) y B=(6,0,0)
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6) Dados los siguientes puntos A=(21), B=(6,2),C =(35) que forman
un tridngulo, calcule:

a) Los angulos internos del triangulo

b) La longitud de los lados

c) El area del triangulo, usando la proyeccion de vectores

para encontrar la altura del triangulo.

7) Utilice el proceso de Gram-Schmith para transformar la base
5 ={(1.2).(-3.9} de R? en una base ortonormal.
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CUESTIONARIO DE
REFORZAMIENTO

. ¢ Qué significa producto interno?

. ¢,Con qué otro nombre se conoce al producto interno?

. ¢ En qué consiste el proceso de Grand Smith?

. ¢ Qué se obtiene en el proceso de Grand Smith?

. Da un ejemplo de vectores ortogonales de dos dimensiones.

. Da un ejemplo de vectores ortogonales de tres dimensiones.

. Da un ejemplo de vectores ortonormales de dos dimensiones.

. Explica con un ejemplo de vectores ortonormales de tres

© 00 N O O b W N P

. Explica el concepto de ortogonalidad.

10. Define el concepto de ortonormalidad.
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LO QUE APRENDI

Aplicando el “Proceso de Gram-Schmidt” determina si la “Base

Ortonormal” obtenida en cada uno de los casos es o no es:

1. Sean los “Vectores” vi = (1, 0, -1); v = (-2, 1, 1) y v3 = (-1, 1, 0). La
“Base Ortonormal” es:
B ={ (112, 0, -12), (1\6,~2/3, -176 ) }

2. Sean los “Vectores” vy = (1,1, 0); vo = (1, 2, 1 - i).
La “Base Ortonormal” es:
B ={(1~2,iN2, 1), ((1+2i)/18, (2 -i)/18,0}

3. Considérese la Base usual del “Espacio Euclidiano” de Dimensién en
R3:

W={e;=(1,0,0);e2=(0,1,0);e3=(0, 0, 1)}

Entonces una Base Ortonormal es:

W ={ (e, e, e3) de R®}

4. El “Vector Unitario Ortonormal” av; = (1, 1, 2); v» = (0, 1, 3) es:
v={1411, -3A11, 1~711)

5. Sean T1: R? > Ry T2 R - R; definidas por T1(X, ) = X + 2y y Ta(X, Y)
=3x-Y.

Entonces 2T, - 5T, esigual a:

2T, —5T,=-13x + 9y
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EXAMEN DE AUTOEVALUACION

I. Elige la respuesta correcta para las siguientes preguntas.

1. Encuentra el valor de “m” de tal forma que los vectores a=(3,1,2) y
b=(-2,m,1) sean ortogonales.

Qa). 2

O b).5

Oc). 4

Od).6

Qe).7

2. Dos vectores a y b son ortogonales si y solo si
O a)si
O b)no

3. Encuentra el producto interno a - b de los siguientes vectores: a = (2, 1,
1)yb=(3,-1,-2).

Oa)3

O b)5

Oc)4

Od)6

Oe)3
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4. Encuentra el producto interno a - ¢ de los siguientes vectores: a = (2, 1,
1) v c¢=(1,4,5).

Qa)8

Ob)9

Oc)1l1

od)7

Oe)l2

5. Encuentra el producto interno 3a - 2c¢ de los siguientes vectores: a = (2,
1,1)yc=(1,4,5)

O a)-42

O b) -43

Oc)-41

O d) -40

Oe) 42

120



@ { » Licenciatura: Informatica
SUAVE’D:':.'.‘-'.""
- X

MESOGRAFIA

Bibliografia recomendada

Poole, David 1 16-29

Lay, David 5 375-383

Bibliografia basica
1. Kolman Bernard David, Pearson, Algebra Lineal, Prentice Hall, Octava
Edicion, 648pp.
2. David Poole, Algebra Lineal: Una introduccibn moderna, Thomson,
Primera Edicion, 2004, 763pp.

Bibliografia complementaria

1. David C. Lay, Algebra Lineal y sus aplicaciones, Pearson Tercera
Edicion, 2004, 492pp.

2. Grossman, Stanley Y, Algebra Lineal, Mc Graw Hill, 1996, Meéxico,
643pp.

121



%’ - Licenciatura: Informatica
LN SUAV&}’);'::-'-""

Q’ 2
W

{

Sitios electréonicos

http://depa.fquim.unam.mx/~jesusht/cvvalineal.pdf

122


http://depa.fquim.unam.mx/~jesusht/cvvalineal.pdf

% { P Licenciatura: Informatica
SUAVE’DF.:'..’-"' P
8 g =

UNIDAD 5

MATRICES

DIGITALES
PLAN 2012



Q’ - Licenciatura: Informatica
LN SUAVE}};";‘.'-""

@ 2
.

{

OBJETIVO ESPECIFICO

El alumno identificara las propiedades de una matriz y realizara

operaciones con matrices
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INTRODUCCION

Las matrices, aunque parezcan al principio objetos extrafios, son una
herramienta muy importante para expresar y discutir problemas que
surgen en la vida real. En los negocios a menudo es necesario calcular y
combinar ciertos costos y cantidades de productos. Las tablas son una
forma de representar estos datos. Sin embargo, agrupar los datos en un
rectangulo nos muestra una representaciéon mas clara y facil de los datos.

Tal representacion de los datos se denomina matriz.

Otras aplicaciones de las matrices directamente relacionadas con el area
informatica es en el uso del internet, por ejemplo los motores de busqueda
para localizacion y recuperacion de informacion en internet, utilizan
matrices para seguir el rastro de las ubicaciones en donde esta se
encuentra, el tipo de informacion que se haya en cada ubicacion, las
palabras clave que aparecen en ellas, e incluso la manera en que los
sitios web se vinculan entre si con otros, utilizan matrices. En gran
medida, la eficacia de Google, estriba en la manera en que utiliza las
matrices para determinar cuales sitios estan referenciados en otros sitios.
Esto es, en lugar de mantener de manera directa el rastro del contenido
de la informacion de una pagina Web real o de un tema de busqueda
individual, la estructura de la matriz de Google determina las paginas Web
gue coinciden con el tema de buUsqueda, y luego presenta una lista de
tales paginas en un orden de importancia Kolman, (2006) pag. 13. La

teoria de matrices es ampliamente utilizada en la informatica. Las
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bibliotecas graficas como por ejemplo OpenGL se valen de
transformaciones espaciales y de las matrices para representar gréaficos
3D a 2D que luego se traducen a imagen en los monitores.

Las transformaciones en las que intervienen las matrices. Comenzaron
éstas su aplicacion en 1850 y se han aplicado a multitud de campos:
algebra, geometria, célculo, informatica, fisica, etc. Recientemente han
alcanzado un desarrollo sorprendente en aplicaciones de animacion: en
definitiva, transformacion de figuras en espacios de dos vy tres

dimensiones.

Teoria de graficas

La teoria de graficas es una area relativamente nueva de las
matematicas, que se utiliza ampliamente para formular modelos de
muchos problemas informaticos, en los negocios, las ciencias sociales y
las ciencias fisicas, en estas gréficas se involucra el concepto de grafo,
gue es una red de nodos y lineas, los cuales son representados por una

matriz de adyacencia. Lay,David.(2004) Pag. 158

Son muchas las circunstancias, que se puedan describir usando matrices:
suma de matrices, multiplicacién escalar, multiplicacién de una matriz por
un vector, multiplicacion de dos matrices. También podemos aplicar estos
calculos dentro de esta area matematica del algebra lineal en temas
como sistemas de ecuaciones, espacios vectoriales, transformaciones

lineales, etc.
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LO QUE SE

Anota lo que sabes sobre las “Determinantes”, asi como algunas

aplicaciones basicas como antecedentes béasicos para el conocimiento de
las “Matrices”
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TEMARIO DETALLADO

(8 horas)

5.1 Operaciones con Matrices
5.2 Inversa y traspuesta de una matriz cuadrada
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5.1 Operaciones con matrices

Una matriz es un conjunto de renglones o columnas ordenadas de mxn,

donde m es el nimero de renglones y n el nimero de columnas.

Ay Byx v fan
Gy fzz o Oz
B Do o B

Un arreglo horizontal es [ai11 a;2..... @17] Y un arreglo vertical es

£y
oy

I"1.*:'.:[

Dentro de las primeras operaciones tenemos las elementales, las cuales

se llevan a cabo sobre los renglones o columnas de una matriz.

Las operaciones que se pueden ejecutar son las siguientes:

1. Sumay resta
2. Multiplicacién por escalar
3. Multiplicacién de matrices

4. Producto Cartesiano
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1. Suma y Resta

Sean Ay B las siguientes matrices:

Ay Ggz v fam

s oz e oy
A= F

L Bz o By

bll 'b:l: bl?ﬁ
5 = bay  ba: . by,

b:l".l b:“‘l: o b:“‘l?ﬁ

La suma estara representada por

Ay Gyp v fim byy by e by,
- oy e Og b b b,
21 22 in - . .
A+ B = ; ; , i ,‘1 == =n
L] Bz Qpan br::l 'b:-"l.'! b:"“l?ﬁ
ayy T by ay; T by Gy, + byy
Iﬂﬂi bﬂi [ b:: a:?: b:?;
g T 'b:l".l Bz T b:‘ﬂ: Dy T 'b:l"l:r:
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Y la sustraccion se lleva a cabo restando a cada uno de los elementos de

la matriz
A, cada uno de los elementos de la matriz B de su misma posicion, de ambas
matrices, y colocando el resultado en la matriz resultante y en la misma posicion de

los elementos restados.

Sean Ay B las siguientes matrices

A B33 B3 Azn
Dy Bz o Qg
Y
bli bi: bi?ﬁ
B = b:i b:: b:r:
b:'.".i h:‘.“l 2 e bmrz

&
-
[

&
-

ju )

[y

=

(3]
[y
[

o
[y
ko

[~

2 1=
A—F = afi a::; a:? 1 b;l b;: h:f;
1 Bz R b:l.v:l bm: bm?:

Ay — by ap; — by ay, = by,

Ay — by Ay — b az, — by,

L 'b:'.':i Bz — hm: Dz — b:"m
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1 2 3 013

A=l4 5 6 B=|1 2 6

7 8 9 v 7 8 1
1—-0 2—-1 3-—3 1 1 @
A—-—B=|4—-1 5-2 6—6‘=[3 3 Dl
/7—7 8—-8 9-1 0 0 8

2. Multiplicacion por escalar

Y La resta es igual a la Multiplicacién por un escalar. Supéngase que se tiene una
matriz A y un escalar k constante, entonces, la multiplicacion de una matriz por un
escalar se representa con kA. La multiplicacién se lleva a cabo multiplicando cada
uno de los elementos de la matriz por el escalar y el resultado se pone en la

misma posicion de la matriz resultante.

Sean A una matriz y k un escalar, entonces el producto escalar de la matriz seria:

Ay fyp v Gan
- [ . v g
_1 = —
A= ;
rJ':'."'.l amg a?"'?'
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Y k el escalar

La multiplicacion por un escalar se realiza de la siguiente manera:

kay, kay, .o kag,
kA = ka:'li kﬂI:: 'Em_?n
ka:".i 'E{ﬂ:l"ll kﬂmn

Ejemplo sea la matriz A

>

Il
R oW e
e
N e

Y el escalar 4.
40) 4Q0) 4Q) 4 4 4
AA=|4(3) 4() 4(2)|=|12 4 8
41) 4Q) 4@ 4 4 4

3. Multiplicacion de Matrices

Supdngase que se tienen dos matrices A y B. Para poder realizar la
multiplicacion de estas dos matrices primero se debe comprobar que el
namero de columnas de la matriz A sea igual al nUmero de renglones de

la matriz B.

Suponiendo que se tiene una matriz A con n renglones y m columnas,
entonces la matriz B debera tener m renglones y el nimero de columnas
puede variar digamos k, entonces la matriz resultante sera una matriz con

n renglones y k columnas Poole, David. (2004) Pag.137-139.
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Sean A una matrizde n x my B una matrizde m x k

fyy  Gqn By
a - a
1 22 =
A= :
rJ‘:"".l Cj':"1: a?"'?'
by  byx o by
B = by by o by
b:"’.l bi“‘l: b:l"k

La multiplicacion de A por B se realiza de la siguiente manera:

Gy Ggp o Ban byy  bys
fi- fian e Bg b b
o1 2z In - a2
AxE =] | : ) Tlx A ==
iy sz e O 'b;l':l b:'"l:

ayy (byy) + a2 (b)) + 0 +ag, (by)
Az (byq) + 5.‘:: (byy) + + a::"'.I(b:"'.lj

1 (blij T Oy (bllj I am".(b:l".lj

oty (byp) +ag; (b ) + -
v Blag (b:ll::l + aa [Ib:kj _

el (Byy) + @ (b ) + o

_ﬂ:l:"'. ('b:l".kj
Tl ('b:l".kj

Ty (hr’.kj
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Ejemplo del célculo de la multiplicacion de las matrices A y B que se muestran a
continuacion:

111
A=13 1 2
1

La multiplicacion se realiza de la siguiente manera:

11 172 1 2] [12)+12+10) 1) +1D)+1Q) 1(2)+1(2) +1(1)
AB=3 1 2[X2 1 2|=[32)+12)+20) 310 +1D)+2@1) 3(2)+1(2)+2()
11 1)[0 1 1] [12+1(2)+10) 1O)+1D+11) 12)+12)+1(1)

[2+2+0 1+1+1 2+2+1]| [4 3 5
AXB=|16+2+0 3+1+2 6+2+2|(=(8 6 10
_2+2+O 1+1+1 2+2+1 4 3 5

4. Producto Cartesiano

El producto cartesiano de dos conjuntos A x B es el conjunto de todos los
pares ordenados que se pueden formar con un elemento perteneciente al

conjunto A y un elemento del conjunto B.
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A tiene m elemerntos
B tiene n elementoz = Ax B tiene mx n elementos

Los elementos de A x B son pares ordenados. Cada par que se forma con
un elemento del conjunto A y uno del conjunto B, en ese orden y recibe el
nombre de par ordenado. Sus elementos se colocan entre paréntesis,

separados por coma.

(x,¥) =0y, %)

Ejemplo n° 1:

A={1 21} 2 elemertos
E={x,v, 2} 3elementos

AxB= {01200, T (2, (290, (2,20 )
E elementos

Ejemplo n® 2:
SiA={1,2}yB={-1,0, 1} entonces Ax B ={(1, -1), (1, 0), (1, 1), (2, -1),
(2, 0), (2, 1)}. Atiene 2 elementos, B tiene 3,y AxBtiene2x3 =6

Ejemplo 3:
Para los conjuntos A = {2, 5, 9} y B = {p, q}, el producto Cartesiano de

estos dos conjuntos contendra los siguientes elementos:
AxB={(2,p). (2, q), (5 p) (5,9, (9 p) (9 q)}
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Es muy importante darse cuenta de que, en general, el producto
Cartesiano no es conmutativo. Algunas veces lo es, pero otras no. En el
ejemplo mostrado, el producto Cartesiano B X A de los dos conjuntos

citados sera:
BxA={(p, 2), (p,5), (p. 9), (g, 2), (9, 5), (4, 9)}

Esta definicion de producto Cartesiano se puede extender facilmente al
producto Cartesiano de mas de dos conjuntos, tales como los productos

CartesianosAXB X CyRxIxQ
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5.2 Inversay traspuesta de una

matriz cuadrada

La matriz inversa es de suma importancia en el Algebra Lineal y su

aplicacion en el &rea administrativa.
El calculo de la inversa se hara utilizando el método de Gauss-Jordan.

Este método requiere de los siguientes procesos para su obtencién:

e Encontrar en el extremo izquierdo de la matriz, la columna que no
esté integrada de Unicamente ceros.

e De ser necesario, se intercambiara el rengléon superior con otro
cualquiera, con el proposito de que el elemento localizado cumpla
con la condicion del paso anterior.

e Si el elemento diferente de cero, encontrado en el proceso 1, es un
valor cualquiera a, entonces se debera multiplicar todo ese renglén
por 1/a a efecto de que el primer elemento tome un valor de uno.

e A continuaciéon se suma o resta, multiplos apropiados del primer
renglén a los demas renglones de tal manera que la columna
encontrada en el proceso 1, todos los elementos por abajo del
primer uno tengan un valor de cero.

e Descartar por el momento al primer renglon, y volver a aplicar el
proceso inicial a la submatriz obtenida, iniciando con el proceso 1,

hasta obtener una matriz unitaria.

138



Informatica

e Empezando por el dltimo renglén, se avanza hacia arriba, sumando
multiplos apropiados de cada renglén a los renglones que estan arriba
de ella, de tal manera que se cumpla la condicion estipulada en el

proceso 4, hasta obtener la forma reducida escalonada 2

Ejemplo de la obtencion de la inversa de una matriz A:
111

A=13 1 2
110

Inicio del calculo,

111 (1 00
2 1 0] (0 10
1 01| (0 0 1

e Como el valor del renglén uno columna uno es 1, se cumple con

esa parte.

e El siguiente paso seria hacer cero el tres del segundo renglon vy el

uno del 3er rengldén, ambos de la primera columna.

e Para hacer cero el tres, multiplicamos por -2 el primer renglén de la
matriz del lado derecho anterior y lo sumamos al segundo renglon

de la misma matriz

e Para hacer cero el uno, multiplicamos por -1 el primer renglén de la
matriz del lado derecho anterior y lo sumamos al tercer renglon de

la misma matriz

2Véase, O. Pineda, (1998), Algebra Lineal: Un Enfoque Econémico y Administrativo,

México, IPN
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e Todos los célculos realizados anteriormente se aplican a la matriz
del lado izquierdo anterior.

Quedando asi:

1 1 1
0 -1 -2
0 -1 0

Como el valor del renglén dos y columna dos es -1 y debe ser 1 se
multiplica por -1.

Quedando como sigue:

1 1 1 0 O
1 2 2 -1 0
-10 -1 0 1

e Como el valor del renglén dos y columna dos es uno, enseguida
hay que hacer el uno del renglén uno y columna dos y -1 del

renglon tres y columna dos.

e El siguiente paso seria hacer cero el uno del primer renglén de la
columna dos, para ello al renglon uno se le resta el renglon dos de

la matriz anterior.

e Para hacer cero el -1 del renglén tres y columna dos, sumamos

renglon uno y el tres de la matriz anterior.

Todos los calculos realizados anteriormente se aplican a la matriz del lado
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izquierdo anterior.

10 -1 (-2 1 0
01 2 2 -10
0 0 2 1 -11

Como el valor del renglén tres columna tres es dos, hay que hacerlo
primero uno, para ello multiplicamos ese renglon por 1 6 2.
Todos los calculos realizados anteriormente se aplican a la matriz del lado

izquierdo anterior.

Quedando asi:

1 0 -1 |-2 1 0
01 2 2 -1 0
00 1 1/2 -1/2 1/2

e Como el valor del renglon tres de la columna tres es uno, se cumple

con esa parte.

e El siguiente paso seria hacer cero el uno negativo del renglén uno y
columna tres y el dos del renglén dos y columna tres de la matriz

derecha anterior.

e Para hacer cero el -1, al renglén uno le restamos el renglén tres de

la matriz anterior.

e Para hacer cero el dos, multiplicamos por -2 el tercer renglon de la
matriz del lado derecho anterior y lo sumamos al primer renglén de

la misma matriz.
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e Todos los calculos realizados anteriormente se aplican a la matriz

del lado izquierdo anterior.

Dénde:
1 0 0||-15 5 5
010 1 0o -1
0 01 5 -5 5

Donde la matriz inversa es:

-15 5 5
1 0 -1
& =D D

Matriz Transpuesta

La matriz transpuesta esta dada por una matriz en la cual se intercambian

los renglones por columnas, dando como resultado la matriz transpuesta.

a
iy iy in
(L (Lnn PP
21 22 =F
A= - .
By Oyz w G

o
ﬂii ﬂ:i mil
S| Hqz s oz
a |0
gy iz Qoo
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Ejemplo:

Obtencion de la matriz transpuesta de A.

La transpuesta es:

>,

Il
S
N P W
N
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RESUMEN

En este tema se trataron los conceptos fundamentales y las operaciones
mas importantes de aplicacion directa, como son: suma de matrices,
multiplicacion escalar, multiplicacion de una matriz por un vector,

multiplicacion de dos matrices, producto cartesiano
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GLOSARIO

Forma escalonada
Se dice que una matriz estd en forma escalonada reducida por filas si
satisface las propiedades siguientes: la primer entrada es diferente de

cero, Todas las filas cero, si las hay aparecen como al final.

Para cada fila diferente de cero, el lider aparece a la derecha y debajo de
cualquier 1 lider, en las filas que le preceden, si una columna tiene un

lider las demas entradas de esa columna son cero.

Matriz
Una matriz A de mxn es un arreglo rectangular de mn entradas

acomodadas en m filas y n columnas.

Submatriz

Una matriz obtenida a partir de una matriz A eliminando filas y columnas.
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ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

ACTIVIDAD 1
Resuelve los siguientes ejercicios.

1) Realiza las operaciones indicadas, refiérase a las siguientes matrices:

- - - _ 2 3 0
A= 6 3 B = 6 0 C= ) R
] —| | a2 B 3 4 3
-2 9] -2 2] 12 3 7]
D= [8 1 37 E:_i -2 37
- . 10 =3t
0 4 3] 1 3]
a) A+B=
b) C+D=
ACTIVIDAD 2

1) Resuelve los siguientes ejercicios.

Sean las Matrices.

2 HE
]

146



- Informatica

2) Determina A + B.
3) Determina 3A — 4B.
4) Determina AC

5) Obtén el 3AD

6) Determina BD

ACTIVIDAD 3

1) Resuelve los siguientes ejercicios:

Sean las Matrices:

1 0252 1 2 .3
A= 2 -1 3 B= 2 10
2- 1 1 "3 2'
c= o 2 1 D=
-2 3-
E=
1 3

Para cada uno de las siguientes Matrices Cuadradas determina su
Inversa:

2) Determina A™.

3) Determina B™.

4) Determina C™*.

5) Determina D™,

6) Determina E™.
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ACTIVIDAD 4

1) Resuelve los siguientes ejercicios: Indica si las siguientes

aseveraciones son verdaderas (V) o falsas (F).

Sean las Matrices:

[ 1 2] R R
A=) 2 -1 3 B=1 2 1 o
| 4 1 8 | | 4 2 5
EEEd Fig 5
c=l 0 2 1 |p-=
| 5 2 3 | g 5
-, -
E=
12 4
AT=] 0 -1 1
a) 2 3 8

~ a. Verdadero

~ b. Falso
1 2 3
B' =] 2 1 o
b) 3 0 5

~ a. Verdadero

~ b. Falso
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“ a. Verdadero

~ b. Falso

.
DT=
d) -2 5

~ a. Verdadero

~ b. Falso

[ 2
. -3
e) La Matriz

~ a. Verdadero

~ b. Falso

es la Transpuesta de E.
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ACTIVIDAD 5

Encuentra la solucion correspondiente a los siguientes Sistemas de
Ecuaciones Lineales Compatibles Indeterminados, por el Método de
Gauss-Jordan.

1.3X +3Xo — Xz + Xq4 + 4X5 = 4
X1+ Xo+ Xz —2X4— X5 =1
-2X1 — 2Xp +3X3 — 3X4 — 5X5 = -3

Sixo=a=3;x4=b=4,x5s=c=-1

2.X1+ 2% —3X3 + 2X4 =-1
-X1-2Xo + 2X3— 5%, =1
2X1 + 4% - BXg + 7X4 = -2
Sixo=a=1;x3=b=(1/3)

3. X1 +2X—3x3=1
X1 —2X2 + 2X3 =2

Six,=a=-2

4, -2X1 - 2Xo—5Bxz3=-1
4X1 + 4Xo + (X3 =2

ix;=a=(1/2)

5. 2x-y-kz=0
X—y-2z=1
-X+2y—-0z =k
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CUESTIONARIO DE
REFORZAMIENTO

. ¢, Qué es una matriz?

. ¢ Qué se entiende por entrada de una matriz?

. ¢ Qué indican los numeros my n?

. ¢,Donde se ubica la entrada a58?

. ¢ Qué caracteristica tiene una matriz cuadrada?

. ¢ Cudles son los elementos de la diagonal de una matriz cuadrada?
. ¢,COmo se realiza la suma de matrices?

. Escribe una matriz cero de 3X2.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10. Define el producto de un escalar por una matriz.

. ¢, Qué es un escalar?

11. ¢/ Qué significa que la suma de matrices sea conmutativa?

12. Si A es una matriz rxt y B es una matriz txq, entonces la matriz C que
resulta del producto AB, ¢ qué dimensién tiene?

13. ¢ Es la multiplicacion de matrices conmutativa? ¢ Por qué?

14. ¢(Qué condiciones debe cumplir una matriz para ser llamada matriz
identidad?

15. ¢ Qué es una matriz transpuesta?

16. Da un ejemplo de una matriz transpuesta de 4x4.

17. (Cémo se lleva a cabo la multiplicacién de dos matrices?

18. ¢Cuales son las caracteristicas que deben tener las matrices a

multiplicar?
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19. ¢ Cuantos renglones y columnas tiene el resultado de multiplicar dos
matrices?
20. ¢ Qué es la matriz inversa?

21. ¢ A que es igual el producto de una matriz A por su inversa A™*?
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EXAMEN DE AUTOEVALUACION

I. Elige la respuesta correcta para las siguientes preguntas.

Sean las matrices:

-, 4" 2 1 1
A= E=

2 0 1 0 21-

"0 1 o 0 0 0]
B = D=

13 1 0 0 0 |

Encuentre la solucion correspondiente a los siguientes “Operaciones entre Matrices”

de acuerdo a lo que se pide:

1. Determine A+ B:
T 1 3 3] 1 3 3 1 3 3
QO a) | -1 3 2 _ o) b) 1 3 2 Q C) 1 3 2

-1 -3 3
odL?t 3 2 O e) 13 2
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2. Determine A+ (B+C):
-1 -4 2 -
Oa)[-l -4 2:| Ob)[ ] OC)[l 4 2]
1 5 3 -1 -5 3
1 5 3
-1 -4 2 -1 -4 -2
Ood L1 5 3 O e) -1 -5 3

3. Determine A + O:

Qa)A? QOb)o O c) -A Od-A*T OQeA

Sean las “Matrices”:

4. Obtener el 4 X A:
4 -8 4 8] 4 8
O a) 16 8 Ob)L 16 -8 O ¢) 16 -8

4 8 C 4 8]
O d) -16 -8 O e) _'16 -8
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5. Determinar (1/2) A + 3B:

[ (19/2) 11 ] [ (19/2) 11 ] (19/2) -11
oal 23 2 opL 238 2 oL 2 -2
" (19/2) -11 ] (19/2) 11 ]
odL 23 2_ oe L 28 2
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MESOGRAFIA

Bibliografia recomendada

Kolman, Bernard 1 12-46
Poole, David 3 131-178
Lay,David 2 105-134

Bibliografia basica

1. Kolman Bernard David, Pearson, Algebra Lineal, Prentice Hall, Octava

Edicion, 648pp.

2. David Poole, Algebra Lineal: Una introduccion moderna, Thomson,

Primera Edicion, 2004, 763pp.
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Bibliografia complementaria

1. David C. Lay, Algebra Lineal y sus aplicaciones, Pearson Tercera
Edicion, 2004, 492pp.

2. Grossman, Stanley Y, Algebra Lineal, Mc Graw Hill, 1996, México,
643pp.

Sitios electréonicos

http://www.promocion.org/que-es-y-como-funciona-google.htm
http:/www.google.com/technology/index.html
www.readwriteweb.es/tecnologias/como-funciona-google/
WWWw.recursosmatematicos.com/descarga.htm
http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd99/ed99-0289-02/ed99-0289-02.html
Aplicaciones del producto cartesiano
http://matematicas-de-la-simetria.blogspot.com/2007/11/el-producto-de-

dos-grupos.html
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OBJETIVO ESPECIFICO

El alumno conocera las propiedades y aplicaciones de las determinantes
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INTRODUCCION

La idea del Determinante proviene de mucho tiempo mas atras que la del
concepto de Matriz. ElI Determinante fue descubierto por Kramer durante
sus trabajos orientados a la resolucién de problemas que se formulaban a

través de los Sistemas de Ecuaciones Lineales.

La Teoria de los Determinantes fue expuesta por primera vez en el afio de
1750, es decir cien afios antes de Sylvester y Cayley empezaran a hablar
de las Matrices.

Hoy en dia, el concepto del Determinante tiende a ser referido como la
consecuencia de la Teoria de Matrices y, por consecuencia, es

considerado como el Proceso de Axiomatizacion de las Matrices.

En esta unidad veremos lo que se refiere a la definicion del Determinante,
asi como las propiedades que lo caracterizan e identifican como tal;
posteriormente, veremos como se define y aplica la Regla de Kramer, y
finalmente, como se definen y obtienen los Eingevalores y los
Eingevectores, a fin de poder vincularlos en el campo profesional de la
Licenciatura en Informatica.

Hoy en dia la tecnologia avanza rapidamente, por este motivo se
requieren modelos mas complejos para la solucion de problemas,

utilizando las matematicas y en particular los Determinantes.
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LO QUE SE

Investiga el concepto, propiedades bésicas y las reglas mas importantes

referentes a los Determinantes, asi como algunas aplicaciones basicas.
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TEMARIO DETALLADO

(8 horas)

6.1 Definiciones y propiedades
6.2 Regla de Cramer

6.3 Eigenvalores, eigenvectores
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6.1 Definiciones y propiedades

Un determinante es un numero que se asigna de cierto modo a una
formacion cuadrada de numeros. Esta idea fue considerada en 1683 por
el matematico Japones Seki Takakasu y de manera independiente, en
1693 por el matematico Aleman Gottfried Leibniz, unos 160 afios antes de

gue se desarrollara una teoria de matrices por separado.

En la actualidad se han definido dos métodos importantes para obtener el

determinante de un arreglo de nimeros o matriz.

a) Regla de Sarrus

b) Método de cofactores

a) Regla de Sarrus

Sea A una matriz cuadrada, la determinante de una matriz cuadrada es un

valor constante que se calcula con todos los elementos de la matriz.
Determinante de una matriz de 2x2

[
c d

Sea la matriz A= entonces el determinante de A es:

|A| = ad — cb.
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El célculo se realiza haciendo una multiplicacion cruzada de los
elementos “ a” y “d” menos los elementos “c” y “b”.
Ejemplo:
-2 1
A=y

4| = (-2)(3) - 5(1) = -6 -5=-11

Determinante de una matriz de 3x3

flzq flzz 23|

3y Mgz O3y

entonces el determinante de A

ffyq1 4z fly3
Sea la matriz A =

es:

1.-Escribir las dos primeras columnas de la matriz a la derecha de la

matriz A.

2.- Localizar los elementos de las tres diagonales primarias y las tres

diagonales secundarias

3.- Multiplicar los elementos de la diagonal primaria (roja) y de cada

diagonal secundaria (verde).

4.- El determinante resultante es igual a la suma de los productos de las
tres diagonales primarias menos los productos de las tres diagonales
secundarias 6 restar la suma de los productos de las diagonales

secundarias.

‘\x& _ _ _ _
Qo Sy das| T ) 1% 95 5 + 13 9% 5 + Oy ) oy s — 3 1By qth 3 — 1 oy 5 — 8y Oy 55
e

e < — e e
Qi 1 "85 47 Oy

[ EIR\EZ

1,1 1,2\ 1,3
Qy 17y g "y
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Ejemplo:
1 2 3
A=(1 1 -1
2 0 5
1 2 3
1 1 -1
|Al=12 0 5
1 2 3
1 1 -1

=(@@1-1-5+@MO)-3+2)2)(-1))—-((1-2-5)
+(DOD+2-1-3)=G+0-1)—(10+0+6)
= —15

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Las propiedades de los determinantes nos auxilian en la manipulacion de
una matriz de nameros para encontrar el valor de su determinante,
directamente o diagonal izando la matriz, este método es muy

conveniente para determinantes muy grandes de mas de 5x5.

En todos los casos sea A una matriz cuadrada

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

I) Si todos los elementos de un renglon o columna de la matriz A son ceros,
entonces
|A|=0.

I) Cuando dos renglones o columnas de la matriz a son idénticos, entonces |A =0.
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1) Cuando la matriz A es triangular superior o inferior entonces |A| es igual al

producto de los elementos de la diagonal principal.

IV) Si A es una matriz identidad, entonces su determinante es igual a uno.

V) Si B es la matriz que se obtiene de A intercambiando dos renglones o columnas,
entonces: |A =—B|
VI) Si la matriz B se obtiene de la matriz A al multiplicar por un renglén o columna
por
un escalar “k” entonces: B =k|A
VII) El determinante del producto de matrices cuadradas es el producto de su

determinante, o sea \AB\ = \AHB\

VIII) Si A es una matriz nxn, entonces det A" = det A.

1
IX) A = mAdj A

1

A

X) Si A es invertible entonces ‘A’l‘ =

Ver la siguiente direccion electronica
http://www.vadenumeros.es/segundo/propiedades-de-los-

determinantes.htm
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Ejemplo:

Matriz nula

0 0
El determminante de una matrnz nula es cero. det (O) =E g‘= 0 0|=0
0 0
Matriz unidad o identidad
1 0 0
El determinante de la matnz unidad esuno. det {I}= 1 D‘= 0 1 Q=1
0o 1 0 1
Matriz diagonal
El determinante de una matriz diagonal esigual al 200
. . det{A)=10 3 0|=2.3.1=6
producto deloselermentos dela diagonal principal . 00 1
Matriz triangular
. . : : 2 1 3
El determinante de una matriz triangular esigual al detM)=[0 1 5|=8
producto de los elementos de la diagonal principal. 0 0 4

Desarrollo de un determinante

El determinante de una matriz cuadrada de orden 71 esigual a la suma
de los productos de los elementos de una linea o columna cualquiera por
sus adjuntos respectivos. Simbdlicamente, el determinante calculado por
columnas: Lay, David. (2004) p.187-190

det (A) = a; - Aj + i - Aig + .o+ Qin - Ay
Y, si no lo queremos hacer por columnas, dicho determinante calculado

por filas:

dEf(A]l = IZI-LJ".r‘l]j+H-Qj'Agj+...+ﬂ-nj'Anj
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Ejemplo: Obtén el determinante de A

1
A=| 4
7

[0 o B ]
[ I e I

Utilizando el renglén 1

|A|=1|§53 o-2% o +3} g|=1(—3)—2(—6)+3(—3)=—3+12—9=0

Se recomienda que hagas el célculo con el método de Sarrus para

comprobar el resultado.
MATRIZ ADJUNTA

La matriz adjunta obtenida por determinantes se aplica para obtener la

matriz inversa de una matriz A.

A= AdjA
detA

Los menores complementarios de la matriz

1 2 3
A= 4 5 6
7T 8 9
Son
5 6 16 45
R Mz g 9‘2_6 i A
2 3 1 3 1 2
P— — _f . — — = P — _f
=g g 6 oz ‘7 9‘ 12 =7 g 6
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Q31 = 56“‘3 a”_‘a, 6‘__6
Matriz adjunta
Para una matriz cuadrada de orden % A= (aii ) ?

del elemento %y

I y
producto (=1) - Qij |

1 243
Ajj=(=1)" -y

nciatura: Informatica

lo representamos

es decir:

se llama adjunto

La matriz cuyos elementos son los adjuntos de los elementos de una

matriz cuadrada A
por Adij (4)
Ejemplo

Los adjuntos de la matriz A

Ay = =3 Ay
Ay = 6 Agg
Ay = -3 Asp

La matriz adjuntade A es

3 6 -3
Adj(A) = 6 —12 6
3 6 -3

se llama matriz adjunta de

del ejemplo anterior son:

= 6 Ay
Y Ay
6 Ay

Ay se denota
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6.2 Regla de Cramer

La Regla de Cramer es un proceso que nos permite calcular la solucion

de un sistema con n ecuaciones y n incégnitas. AX=B

fq1  G1z Bin ]y by
oy Oaz Qop | 22| _ b:

3| | by
By Lz Qnn s b;_.

La Regla de Cramer consiste en encontrar las soluciones para cada una

de las variables:

e Las Determinantes se calculan con la regla de Sarrus, vista en el
punto 5.1
Ejemplo:
1 2 1| x1 2
2 1 1fx2|=|4
1 1 1 %3 &

Primero calculamos la Determinante del sistema.

Regla de Cramer

La regla de Cramer da una solucibn para sistemas compatibles
determinados en términos de determinantes y adjuntos dada por:
Lay,David.(2004) p.201; Kolman, (2006) p. 205

d.Et-(AJ')

Tj = 57—

I det(A)

170



Informatica

A

J es la matriz resultante de remplazar la j-ésima columna de A

Donde

por el vector columna b. Para un sistema de dos ecuaciones y dos

incégnitas:
axr + by = €
cr +dy = f
La regla de Cramer da la siguiente solucion:

e b a e
T_fd_t“-d—bf r_”f_af—ec
T la bl ad—be’ e b ad—be

c d c d

Nota: Cuando en la determinante original det(A) el resultado es O, el

sistema indica multiples o sin coincidencia.

. Las Determinantes se calculan con la regla de Sarrus, vista en el

punto 5,1

Ejemplos de resolucion de sistemas de ecuaciones por Cramer

Veremos a continuacion algunos ejemplos de resolucion de sistemas de
ecuaciones aplicando la regla de Cramer. Comenzaremos con los de 2
incégnitas para pasar enseguida a los de 3 incognitas. Lay, David (2004);
p. 202

Sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas:
En el siguiente sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas que vamos a

resolver, procedemos primero a marcar en rojo la columna de los términos

independientes para no perderla de vista en ningn momento:
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20+ 3y =15

rT—y=>5

Obviamente la matriz de coeficientes es la siguiente:

=(03)

Calculamos x e y usando la Regla de Cramer:

15 3 2 15
hoo—1 1 5

T = =06 v = =1
2 3 2 3
1 —1 1 -1

Sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas

rT+y+z=15
rT—y+2z2=10
3r+y—2z=25

1 1 1

A=11 -1 2

3 1 -1

La matriz de coeficientes

Y usando la Regla de Cramer obtenemos los valores de las incognitas:

15 1 1 1 15 1
10 =1 1 10 2
25 1 =1 3 25 —1
T = - =8 Y= —- =4
1 1 1 1 1
1 —1 2 1 -1 2
1 -1 3 1 -1
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6.3 Eigenvalores, eigenvectores

Eingevalores
Los eingevalores son valores que se restan a la diagonal de una matriz

para que su valor sea igual a cero.

Si tenemos una matriz A:

P
tyq tqs 1=
- (Lnn A
21 s =ie
A = X .
Bpy Gy Qe

Entonces, su determinante sera:

PP
(La (Lan PP
21 22 ="
det(4) = |2 ,
Bpy  Qpz A

Para obtener los eingevalores ki, ka,...., k, hacemos lo siguiente:

ayy = Ky @2 w B
faq a;; — k; e Oy -0
oy sz am:_kl

Donde kg, ks,...., k, son los eingevalores.
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Ejemplo:

Calcular los eingevalores de la siguiente matriz A.

Y la determinante nos da

=(1-k)(2-k)-1=0
=1-2k+kp-1=-2k+ko=k(k-2)=0

De aqui obtenemos dos eingevalores: cero y dos

Eingevectores

Un eingevector es un vector asociado a una matriz, el cual se obtiene con
la ayuda de los eingevalores. Es decir que para su célculo, primero hay
que considerar los eingevalores de la matriz. Poole,(2004) David, pp.247-
249

Para la obtencién de los eingevectores se tienen que encontrar los

valores para el siguiente vector:

gy — K Qy: Gin &y iy
oy H-n — k Bap s _ iy

' X =
0, - i, —K a, a,,
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fa

Donde [@1 a: " ©:]son valores constantes cualesquiera.

Ejemplo:

Calcular los eingevectores de la matriz A.
11

A=
1 2

Primero obtenemos los eingevalores

Y la determinante nos da.
=(1-k)(2-k)-1=0
=1-2k+k2-1=-2k+k,=k(k-2)=0

De aqui obtenemos dos eingevalores: cero y dos.

Para obtener los eingevectores.
llk zik]x[?] - [21]

Tenemos gue para k=0

[1 z]x [a;] - [:11 + Za,] - [a]

Esto implica que a; +a, = a, implicaquea.=a, —a;, =0 .05ea. a, =0

« Sustituyendo en a; +2a, = a-.nNosdaa, - 2(0)= 0y por lotanto,
a, =0

e Y tenemos un vector (0,0) o solucion trivial.

175



’":..‘.‘;# . Fa'8
. GACEE Licenciatura: Informatica
\1'. ?’y s ~ SUAY z_’:)’.:... .

B

Tenemos que para k=2
I P e RO Y

« Esto implica que —a, + a. = a,. implica qUue a. = a; ~a; = 2a, 0
Seda. = 2ay

« Sustiluyendo en a, = a,

« Para que ambas| se cumplan a, = 2a, ¥ a, = a, la soluddn debe

ser la trivial
e Por lo tanto, la Unica solucion que tiene es la trivial: el eigenvector

(0,0).
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RESUMEN

De acuerdo a la pregunta que se te formulé al principio de ésta unidad; se
presupone que tu respuesta con respecto a que sabes de los
“‘Determinantes”; seguramente habras contestado que si has tenido

contacto con ellos; especificamente con los de segundo y tercer orden.

La idea del “Determinante” proviene de mucho tiempo mas atras que la
del concepto de “Matriz”’. El “Determinante” fue descubierto por Cramer
durante sus trabajos orientados a la resoluciébn de problemas que se

formulaban a través de los “Sistemas de Ecuaciones Lineales”.

La “Teoria de los Determinantes” fue expuesta por primera vez en el afio
de 1750; es decir cien afios antes de que Sylvester y Cayley empezaran

a hablar de las “Matrices”.

Hoy en dia en concepto del “Determinante” tiende a ser referido como la
consecuencia de la “Teoria de Matrices” y por consecuencia es
considerado como el “Proceso de Axiomatizacion de las “Matrices”.

En esta unidad vimos lo que se refiere a la definicion del “Determinante”;
asi como sus propiedades que lo caracterizan e identifican como tal;
también abordamos como se define y aplica la “Regla de Kramer” y
finalmente como se definen y obtienen los “Eingevalores y los
Eingevectores” a fin de poder vincularlos en el campo profesional de la

“Licenciatura en Informatica”.
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GLOSARIO

Determinante

Es una matriz A de nxn, el determinante de A denotado mediante de (A)
es un escalar que se calcula como la suma de todos los posibles
productos de n entradas de A. cada uno con un signo apropiado , con
exactamente una entrada de cada fila y exactamente una entrada de cada

columna.

Matriz
Una matriz A de mxn es un arreglo rectangular de mn entradas

acomodadas en m filas y n columnas.

Submatriz

Una matriz obtenida a partir de una matriz A eliminado filas y columnas.
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ACTIVIDADES DE
APRENDIZAJE

ACTIVIDAD 1

Resuelve los siguientes ejercicios.
1. Determina A por la Regla de Sarrus.

14 6 4
4 512
21 9 6

2. Determina | A| si...

-
N o
o N QL

3. Por la Regla de Sarrus.

103 01
2 50
3 1 -2
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ACTIVIDAD 2

Resuelve los siguientes ejercicios.

Encuentra la solucion correspondiente a los siguientes Determinantes

por la Regla de Sarrus.
1. Sea A:
| a l)|
2 6
2. Sea B:
i
2a 6

1 2]
3.SeaC: 12a 6

ACTIVIDAD 3

Resuelve los siguientes ejercicios.

Encuentra la solucién correspondiente a los siguientes Sistemas de
Ecuaciones Lineales Compatibles Determinados, aplicando la Regla de

Kramer

1. 2x+y-3z =12
5x-4y+7z=27
10x+3y-z =40
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2. x+y+z=4
2x-3y+5z=-5
3Xx+4y+7z=10

3. X+4y-z2=6
2X+5y-7z=-9
3X—-2y+z2=2

ACTIVIDAD 4
Encuentra la solucién correspondiente a los siguientes Determinantes

por el Método de calculo que se te pide:

1. Por la Cofactores

1 0 -3
-4 5 2
1 -2 0

2. Por Cofactores o Condensacion.

1 :1 -5 -2 3
3 2 0 -1
-1

[y
=N e

1
! s |
3

3. Por Cofactores.

2 51 =5 2
4 6 0
0 2 1
-1 6 -7

[~ =Y
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CUESTIONARIO DE
REFORZAMIENTO

. ¢, Qué significado tiene la palabra ‘determinante?

. ¢, Cuales son las propiedades de una determinante?

. Desarrolla un ejemplo de una determinante igual a cero.

. Desarrolla un ejemplo de una determinante mayor a cero.

. Desarrolla un ejemplo de una determinante menor a cero.

O O~ W DN -

. Explica cdmo se lleva el célculo de una determinante por el método de
Sarrus.

7. Da un ejemplo de una eingevalor a partir de una matriz de 2x2.

8. Da un ejemplo de una eingevalor a partir de una matriz de 3x3.

9. Da un ejemplo de una eingevector a partir de una matriz de 2x2.

10. Da un ejemplo de una eingevector a partir de una matriz de 3x3.
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EXAMEN DE AUTOEVALUACION

I. Elige la respuesta correcta para las siguientes preguntas.

Encuentra la solucion correspondiente a los siguientes “Determinantes” de

cada “Matriz”.

1. SeaA:

Qa)-2 Ob)3 Oc)-3 Od4 Oe)3

2. Sea B:

O a) -4 O b)-3 Q) -2 0d) 1 Oe)3

3. Dada la “Matriz A”; cuyo “determinante” es igual a 12, entonces el valor de k es:

2 3
A=

4 Kk

Oa)-12 0Ob)13 0O¢12 0Od1l Oe)-10
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4. El “Determinante” de D es:
-1 -5
-2 0
O a)-11 O b)-10 Oc)-12 Od) -9 Oe)-13
5. El “Determinante” de E es:
-1 -5
2 6

Oa)-5 Ob)6 Qc)-7 Od)4 Oe)-4
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Il. Relaciona las columnas anotando en el paréntesis la letra que corresponda

correctamente.
1. Método que se aplica solamente a “Determinantes” de
Segundo y Tercer Orden.

2. El factor que multiplica al elemento en el desarrollo del
“‘Determinante” por el “Método de Cofactores” se

denomina:

3. Para calcular el valor de un “Determinante” empleando
el método de Sarrus cuando se efectla el producto de los
elementos de la diagonal principal y a este se resta el
producto de los elementos de la diagonal secundaria,

entonces se dice que el “Determinante” es de:

4. El método que en los “Determinantes” se utiliza para

resolver los “Sistemas de Ecuaciones Lineales” se llama:

5. Son valores que se restan a la diagonal de una matriz,

para que su valor sea igual a cero.

6. Para calcular el valor de un “Determinante empleando
el método de Sarrus en donde se efectla el producto de
los elementos de la diagonal principal y de las dos
diagonales paralelas a ella; a la suma de dichos productos
se restan los productos de los elementos de la diagonal
secundaria y de las dos paralelas a ella, entonces se dice

que el “Determinante” es de:

7. Los diferentes arreglos que se pueden hacer de un
conjunto finito de elementos se llaman:

8. Son vectores asociados a matrices los cuales se
obtienen con la ayuda de los “Eigenvalores”.

a) Eingevalores
b) Segundo Orden
c¢) Tercer Orden

d) Permutaciones
e) Sarrus

f) Eingevectores
g) Cofactor

h) Cramer
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186



)
H
i

‘,fixj
= ‘i)
.
oy
1
o

)\ FA

Informatica

) A%
0o ., ’.
S

1

Bibliografia complementaria

1. David C. Lay, Algebra Lineal y sus aplicaciones, Pearson Tercera
Edicion, 2004, 492pp.
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OBJETIVO ESPECIFICO

El alumno resolvera problemas de algebra lineal utilizando software
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INTRODUCCION

En el desarrollo de este tema se muestran todos los conocimientos
adquiridos durante el semestre y algunos otros de otras materias que, en
su conjunto, hacen que seas capaz de resolver problemas,
combinandolos con el uso de la computadora.

De acuerdo a la pregunta que se te formulé al principio de ésta unidad; se
presupone que tu respuesta con respecto a que sabes de software;
seguramente habras contestado que si has tenido contacto con ellos;

especificamente con el Excel.

La idea del Software Para La Resolucion De Problemas Mateméaticos
Diversos proviene del Siglo XX en donde el hombre se preocupé por
entender y comprender el desarrollo tecnologico con que este iba

evolucionando de una forma acelerada hasta nuestros dias.

La Resolucion de Problemas Matematicos Por Medio Del Uso De
Software se ha hecho mas presente hoy en dia (2009) ante el constante
cambio que el hombre ha tenido en su relacion con el medio en el cual se
desenvuelve dentro de este Planeta llamado Tierra en donde su
desarrollo comprende muchas areas que el mismo ha descrito y definido

con el fin de tener un mejor bienestar y seguir sobreviviendo.
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En esta unidad veremos lo que se refiere a las Aplicaciones a través de
software (Excel) de los diversos Temas vistos a los largo de las Unidades
anteriores; a fin de poder dar solucién de una manera mas rapida a todo
tipo de Problemas Diversos en el campo profesional de la Licenciatura en

Informatica y su relacion con las areas Contables-Administrativas.
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LO QUE SE

Dentro de tu formacién académica en el area de la Informatica ¢te
ensefiaron el manejo, aplicacion y programacion de distintos tipos de

Software enfocados a las areas econdmicas administrativas?
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TEMARIO DETALLADO

(12 horas)

7.1 Caso practico Sistema de Ecuaciones Lineales
7.2 Caso practico de Vectores

7.3 Caso practico de Transformaciones lineales
7.4 Caso practico de Producto Interno

7.5 Caso practico de Matices

7.6 Caso practico de Determinantes
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7.1 Caso Practico: Sistema de

Ecuaciones Lineales

Supongase que el importe de una compra de cuatro refrescos chicos y
cinco refrescos grandes es por $94.00, si se realiza una nueva compra
por dos refrescos chicos y uno refresco grande y el importe de esta

compre es por $26.00. ¢ Cual es el precio del refresco chico y grande?
Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel
Escribamos en un renglon y celdas diferentes los valores del numero de

refrescos chicos en una celda y los grandes en la siguiente y después el

valor del importe de esa compra.

A | B | ¢ [ o | E |

En un segundo rengldn los valores de la segunda compra de la misma
manera que el primer renglén, es decir los valores del nimero de
refrescos chicos en una celda y los grandes en la siguiente y después el
valor del importe de la segunda compra.
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Transformamos el primer renglon multiplicandolo por el numero de

refrescos chicos adquiridos en la segunda compra.

A | B | C |
£ ‘
6 |
| =B4*B2 |
8 . . -
A | B N D |
o)
B =Ba7ca] |
7
A | E | ¢ [ b | E ]
5
B [EeaD2_1]
7
Resultando:
A B | ¢ [ b | E |
o)
B | g | 10 188 |
A

Transformamos el segundo renglén multiplicandolo por el niumero de

refrescos chicos adquiridos en la primera compra.

@ foo|~
| I
m
(SN}
#+
o ‘
o
—
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A | B | C | D | E |
7
8 [FE2Da ]
9
Resultando
A | B | C I D [ E |
Ed | |
8 | 8 4 104
9

De los dos renglones resultantes de los pasos 3 y 4, al renglén obtenido
en el paso 3 se le resta el renglén obtenido en el paso 4. Aqui da como
resultado en la celda correspondiente a los refrescos chicos el valor de

cero y en las otras celdas no necesariamente un valor igual a cero.

A | B | C |
: |
10 =B6-B4

L ]

11

A I B | c | D |
5 ‘
10 A [=ce-cs ‘I
11

A B [ c [ E

=Bl
1l
)
o
]
i}
L 1

Resultando:
A E [ ¢ | b [EEE

84 |

ol
'
o
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Del resultado obtenido en la diferencia del importe de las compras
(obtenido en el paso 5), este se divide entre valor obtenido
correspondiente a los refrescos grandes, este cociente representa el
precio del refresco grande.

A [ B ] C ]

—
-—

12] [=o1oicio
BER
Resultando:
A B | ¢ |
i
12 [ 14]
L ]
13

Para obtener el precio del refresco chico se multiplicara la celda que
contiene el precio del refresco grande (celda paso 6) por el nUmero de
refrescos comprados en la primera compra (celda del paso 1), el producto
anterior se le resta al importe de la primera compra (celda paso 1) y la
resultante de esta diferencia se divide entre el numero de refrescos chicos

comprados en la primera compre (celda paso 1).

A | B | C |
13] |
14| [EBizca 1
15
Resultando:
A | B | C |
13| _
14| | 70
15

A la compra total se le resta el valor anterior
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A | E | C [
15
16 [=D2:B14 _I
17

Lo dividimos entre el nimero de refrescos chicos comprados la primera

vez
Resultando:
A | B I c_ |
e
18 6
BE]

Finalmente los valores obtenidos en los pasos seis y siete son el resultado

buscado en el ejemplo mostrado

7.2 Caso practico de Vectores

Supodngase que el importe del ingreso de tres diferentes productos es de
$4, 000, $5, 000 y $3, 000 respectivamente y el importe del costo variable
es de $1,000, $2,000 y $ 1,000 ¢ calcular la utilidad por articulo?

Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel, y ademas
consideraremos que los importes de los ingresos, costos y utilidad

representan un vector cada uno de ellos.
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Pon en un renglén y celdas diferentes los valores del importe de cada uno

de los ingresos de cada de los productos.

(.AJll\J -

En un renglon y celdas diferentes los valores del importe de cada uno de

los costo de cada uno de los productos.

Realiza la resta de los ingresos y costos obteniendo de esta manera la

utilidad de cada uno de los productos (se resta la celda del renglon del

paso uno menos la del renglén del paso 2 y asi sucesivamente).

A B ] ¢ |
5 |
B =B2-B4] 1
7 |
A B & D
51 ‘
B | [ =C2-C4|
7 |
A B C e
] ,
6| | =D2-D4
7 |
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Resultado

A | B 1 C | D I E I

5

B 3,000 3,000 20001

7

El vector anterior es la respuesta solicitada que nos muestra las utilidades

de cada producto.

7.3 Caso practico de

Transformacion Lineal

Supdngase que una empresa tiene su centro de distribucion de uno de
sus articulos en el estado de México y para distribuirlo a toda la republica
tiene cuatro bodegas distribuidas para la mejor eficiencia, la empresa
divide en cuatro zonas diferentes zona sureste, suroeste, noreste y
noroeste, si el porcentaje de acuerdo a la demanda de cada zona es la
siguiente 11%, 26%, 35% y 28% respectivamente. ¢Cual es la cantidad
gque se debera enviar a cada zona si la planta produce 100,000 unidades

mensuales de dicho articulo?

Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel, y ademas
consideraremos que los porcentajes de cada una de las zonas forman

una matriz.
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Paso 1

Primero escribe en un renglén y una celda la cantidad de unidades que
produce la empresa en un mes, en este caso 100,000 unidades.

A | B | C

100,000 1
|

wir|—

En un renglon y celdas diferentes los valores de los porcentajes de la

zona sur-este y sur-oeste respectivamente.

En un renglon y celdas diferentes los valores de los porcentajes de la

zona noreste y noroeste respectivamente.

A | B C [ D
i
|
|

En un renglén y celdas diferentes los valores de los porcentajes de la
Zona sur-este y sur-oeste respectivamente son multiplicados por la celda

del paso nimero uno.
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A | B | & |

- |

8 =584 |

g
A | B | D

7 ' |

g Eezca |

9

En conjunto tenemos

A EEEN ¢ | D

-

I 11 :UEIEI !

26,000

Colocamos en otro renglon y celdas diferentes los valores de los

porcentajes de la zona noreste y noroeste, respectivamente, multiplicados

por la celda del paso niumero uno.

En conjunto tenemos

A _[B ] ¢ ]
: |
o] [EBzEe 1]
11

A | B |WWwcEEE| D
9
10
11 | |

A

| B

| C | D

10|
11

35,000

28,000

Los renglones resultantes de de los pasos cuatro y cinco forman la matriz

resultante de la transformacion lineal
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A | B | ¢ | B |
8 11000 26,000
E
10 35000 28,000
1

La matriz anterior es la respuesta solicitada que nos muestra las
cantidades demandadas por zona.

7.4 Caso practico de Producto

Interno

Supdngase que una empresa requiere para la fabricacion de uno de sus
articulos tres diferentes metales (cobre, plata, oro), si las cantidades
requeridas son las siguientes: 2.4 kg, 1.8 kg y 0.20 kg respectivamente y
el precio por kg de cada uno de los metales es de $18.00, $160.00, $9.80.
¢, Calcular la utilidad por articulo?

Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel, y ademas
consideraremos que las cantidades requeridas de fabricacion y de precios

de materiales representan un vector cada uno de ellos.

Paso 1
Primero escribe en un renglon y celdas diferentes las cantidades en kg de

los diferentes metales se requieren para la fabricacién de dicho articulo.

24 1.8 0.2

B~

203



ﬁ { - Licenciatura: Informatica
SUAVE'D§.="‘
e <

En un rengléon y celdas diferentes los valores del precio por kg de cada

uno de los metales.

160 95800 |

07 [ | L0
\
—
0

Realiza la multiplicacion de cada cantidad de metal por su precio y se
coloca en un nuevo renglon (se multiplica cada celda del renglon del paso

uno por la celda del renglon del paso 2 y asi sucesivamente).

A e I C
5|
ol =B2*B4
| L
A | B N o |
51 | !
BN | =C2*C4| |
7 \ \ 1
A B C | b ] E
5| | |
66| | 1960
7 | |
Lo anterior nos da el siguiente vector:
A | B | C D E
5 | | |
b | 432 288 1960|
7 | | | |
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Paso 4

Cada una de las celdas del renglon del paso tres se le suma, dando como

resultado el costo total del mencionado articulo.

A |EEE $C¢ |

|=BB+CE‘> +D6 ‘|

0|~

Por lo tanto el resultado es:

A |8 | ¢ |
7
8 | PPE
5

El valor del paso cuatro es la respuesta solicitada que nos muestra el

costo total del articulo en cuestion.

7.5 Caso practico de Matrices

Supodngase que una empresa desea saber el requerimiento minimo de
dos procesos deferentes que son indispensables para la fabricaciéon de
dos articulos diferentes. Considerando que el articulo nimero uno
requiere de un minuto en cada proceso y el articulo dos de uno y dos
minutos respectivamente, si se requieren fabricar 1,000 unidades del
articulo uno y 2,100 del dos. ¢,Cuales son los requerimientos en minutos

para cada proceso?
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Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel.

Anota en un renglén y celdas diferentes los valores del ndmero de

minutos requeridos por cada articulo en el proceso uno.

A B C | D
|
|
|

Escribe en un renglon y celdas diferentes los valores del nimero de

minutos requeridos por cada articulo en el proceso dos.

]
ol
N

Después, en un renglén y celdas diferentes los valores del niumero de

unidades a fabricar por cada articulo.

~|o |
=
o
o
o
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Multiplicamos los valores del renglon del paso tres por el renglon del paso
uno (celda por celda respectivamente se multiplican y después ambos
resultados se suman siendo esta suma el resultado del numero de

minutos requeridos en el proceso uno).

A | B [ C
7 , ﬁ
8 J A !
g =B2B6 | |
10 | ; !
A | B | ¢
| |
g | . |
9 | 1.000 | !
10 \ |
A | B IR o |
7 \ ‘
g \ \
9] | ] |
10 | [ |
B | i [ D |
7 |
8 | } |
9 | 2,100 |
10 \ \ \
Resultando:
A B 1 ¢ [ D ]
7 [ } | ' !
8 | ] .
e ._1.%!, 2,100
10 [l

L ]
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La suma es:
A | B | C |
0] | |
1] |
12] [zEs+ca 1
13 , .
Su calculo es:
A [ B | C |
10
11 1 e 4
12 ‘ 3,100
13] | |

Multiplicamos los valores del renglon del paso tres por el renglon del paso
dos (celda por celda respectivamente se multiplican y después ambos
resultados se suman siendo esta suma el resultado del numero de

minutos requeridos en el proceso dos).

[l
m
=
+ P
m ;
o

| = ‘ ' -

ERIE
i
5 |
6] 1000
7
F_ 6 | H |
4 ﬁ
5
B .
7
F |l & | H
4 + +
5 i
t?a [——aa0]
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Sumando los resultados anteriores; se tiene:

D [ E [ F
10
11
12 [=EB+FE l
13

La suma nos da:
D | E | F

5,200

— |-
WinN—=0

Los valores obtenidos en los pasos cuatro y cinco son el resultado

buscado en la presente practica.

7.6 Caso practico de

Determinantes

Supdngase que el importe de una compra de cinco refrescos chicos y
cuatro refrescos grandes es por $90.00, si se realiza una nueva compra
por dos refrescos chicos y uno refresco grande y el importe de esta

compra es por $25.00. ¢ Cuales el precio del refresco chico y grande?
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Para solucionar este ejercicio utilizaremos la hoja Excel.

Primero colocamos en un renglon y celdas los diferentes valores del
namero de refrescos chicos en una celda y los grandes en la siguiente y
después el valor del importe de esa compra.
A | B | e | o eSS

\

|

|

l _| -
2 | 5| 4 90
| \ \ |

A continuacién escribe en un segundo renglén los valores de la segunda
compra de la misma manera que el primer renglén, es decir los valores
del numero de refrescos chicos en una celda y los grandes en la siguiente

y después el valor del importe de la segunda compra.

Calculamos la determinante del sistema como sigue, multiplicamos la
primera celda del renglén del paso uno por la segunda celda del renglén
del paso dos, a lo anterior le restamos el producto de la segunda celda del
paso uno por la primera celda del renglon del paso dos, el resultado es la

determinante del sistema.

A | c

|=52*04-02*q4]j

~i| |

L ]
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Paso 4

Calculamos la determinante del refresco chico como sigue, multiplicamos
la tercera celda del rengldn del paso uno por la segunda celda del renglén
del paso dos, a lo anterior le restamos el producto de la segunda celda del
paso uno por la tercera celda del rengldn del paso dos, el resultado es la

determinante del refresco chico.

A | B | C
7
B |=02*ca-02*q4|
9
A B | C |
7
8 -10
— L}
9]
Paso 5

Calculamos la determinante del refresco grande como sigue,
multiplicamos la primera celda del renglon del paso uno por la tercera
celda del renglén del paso dos, a lo anterior le restamos el producto de la
tercera celda del paso uno por la primera celda del renglon del paso dos,

el resultado es la determinante del refresco grande.

A | E | C |
9
10 [=B2"D4-02°B4|
11

A | B | C |
9|
10 55
i —1
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Se divide la determinante del paso cuatro entre la determinante del paso

tres dando como resultado el precio del refresco chico.

A | B | c [E==p==|
11| | | | i
12| | | I
E ‘Refresco chico= |=BBIBE 1
14 | | | |

A | B | c D
1"y | | |
12 | | !
13 %Bgfregcp chico= 3333333331
14 , } 3

Se divide la determinante del paso cinco entre la determinante del paso

tres dando como resultado el precio del refresco grande.

A B c s} |

14 , , |

15 | L |

16 Refresco grande= =B10/B6 |

17 r \ \ \ }
A | B | ¢ [T

14 | 1 | |

15| | [ L I——

16 Refresco grande= | 18.3333333

17 1 | 1 \

Los valores obtenidos en los pasos seis y siete son el resultado buscado

en la presente practica
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RESUMEN

En esta unidad vimos lo que se refiere a las Aplicaciones a través de
software (Excel) de los diversos Temas vistos a lo largo de las Unidades
anteriores; a fin de poder dar solucién de una manera mas rapida a todo
tipo de Problemas Diversos en el campo profesional de la Licenciatura en
Informatica y su relacién con las areas Contables-Administrativas.

Excel también te ofrece las funciones de MMULT, para multiplicacion de
matrices;

MINVERSE para obtener la inversa de una matriz.
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GLOSARIO

Determinante

Es una matriz A de nxn , el determinante de A denotado mediante det (A)
es un escalar que se calcula como la suma de todos los posibles
productos de n entradas de A. Cada uno con un signo apropiado, con
exactamente una entrada de cada fila y exactamente una entrada de cada

columna.

Imatriz
Una matriz A de mxn es un arreglo rectangular de mn entradas

acomodadas en m filas y n columnas

Submatriz

Una matriz obtenida a partir de una matriz A eliminando filas y columnas
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ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

ACTIVIDAD 1

Utilizando como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes
casos practicos que a continuacion se te exponen utilizando los pasos

vistos en el tema ecuaciones lineales.

1. Un inversor obtuvo el primer afio de su negocio una utilidad igual a la
mitad de su capital invertido en dicho negocio y tuvo egresos por $
6,000.00 por gastos diversos. Durante el segundo afio obtuvo una utilidad
igual a la mitad de lo que tenia, asi como tuvo gastos por $ 6,000.00.
Posteriormente en el transcurso del tercer afio tuvo una utilidad igual a la
mitad de lo que tenia, asi como gastos por $ 6,000.00. Si el monto que
tiene hasta ese momento es de $ 32, 250.00. ¢,Cudl fue la Inversion Inicial

con la que empez6 el negocio?

2. Un comerciante empleo una Inversién Inicial de $ 1,910.00; para
comprar su mercancia consistente en la adquisicibn de 50 trajes con
costos unitarios de $ 40.00 y $ 35.00 cada uno. Determina la cantidad de

trajes que adquirié con respecto a cada uno de los costos unitarios.

3. Un padre de familia le compra tres juguetes a su hijo consistente en un
Potro, un Coche y un Perro. El Perro le costdo $ 20.00; mientras que el

Caballo y el Perro le costaron el triple que el Coche; el Perro y el Coche
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costaron (3/5) partes de lo que costo el Caballo. Determina el costo del

Caballo y el Coche.

4. Se tiene un terreno en forma rectangular con un perimetro de 58
metros. Si el largo aumenta en 2 metros y el ancho disminuye en 2
metros. Ademas se sabe que el Area del mismo disminuye en 46 metros

cuadrados. Determina las dimensiones del terreno rectangular.

5. Dos apostadores tenian inicialmente $ 54.00 y $ 32.00 cada uno
respectivamente. Posteriormente ambos ganaron una misma cantidad de
dinero; cuya suma de lo que ahora tienen ambos excede en $ 66.00 al
cuadruple de lo que gané cada uno. Determina la cantidad que gano cada
uno de los apostadores.

ACTIVIDAD 2

Utilizando como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes
casos practicos que a continuacién se te exponen utilizando los pasos

vistos en el tema Vectores.

1. Supdngase que se tienen dos productos diferentes que ofrece un
fabricante con las siguientes condiciones: Del Producto 1 se producen
1,000 unidades a un precio de venta de $ 3.80 cada uno, con un costo
unitario de $ 1.30. Del Producto 2 se producen 1,200 unidades a un precio
de venta de $ 3.20 cada uno con un costo unitario de $ 1.20. Por lo tanto
la utilidad total de cada uno ellos es:

2. Un comerciante empleo una Inversion Inicial con el fin de comprar 34

trajes un costo unitario de $ 40.00 y 16 trajes con u costo unitario de $
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35.00; sabiendo que estos los vende a un 25 % y 10 % arriba de su costo.

Determina la utilidad que le genera cada uno de los trajes.

3. Determina la Utilidad Total que obtendria el fabricante por la venta de
sus dos productos; de acuerdo a la informacion proporcionada en el
Reactivo 1.

4. Determina la Utilidad Total que obtendria el comerciante por la venta de
todos los trajes; de acuerdo a la informacion proporcionada en el Reactivo
2.

5. Dos apostadores tenian inicialmente $ 54.00 y $ 32.00 cada uno
respectivamente. Posteriormente ambos ganaron una misma cantidad de
dinero; cuya suma de lo que ahora tienen ambos excede en $ 66.00 al
cuadruple de lo que gand cada uno. Determina la cantidad que gané cada
uno de los apostadores.

ACTIVIDAD 3

Utilizando como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes
casos practicos que a continuacién se te exponen utilizando los pasos

vistos en el tema Transformacion lineal.

1. Se requieren para una dieta cuando menos 16 unidades de
carbohidratos y 20 de proteina. El alimento 1 provee dos unidades de
carbohidratos y cuatro de proteinas y el alimento 2 provee dos unidades
de carbohidratos y una de proteina. Si el alimento 1 tiene un costo de $
1.20 los 100 gramos y el alimento 2 cuesta $ 0.80 los 100 gramos. ¢ Cual

es la cantidad de cada tipo de alimento que reduce el costo al minimo?
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Supdngase que el precio de los Productos A, B y C estan dados por la

Matriz de Precios:

2. Si se aumentaran los precios en 10 %; y p; vale 10, p, vale 8 y p3 vale
11; se puede obtener la Matriz de los nuevos precios multiplicando P ¢ por

qué escalar? y ¢cuales son esos precios?

3. Una empresa produce dos tipos de articulos A y B, en dos maquinas
distintas que son 1y 2. Para el articulo A la Maquina 1 requiere 2 horas y
la Maquina 2 requiere 4 horas y la Utilidad es de $ 4.00. Mientras que para
el articulo B la Maquina 1 requiere 4 horas y la Maquina 2 requiere 4 horas
y la Utilidad es de $ 6.00. Si las maquinas pueden funcionar durante 24

horas. ¢ Cual es la utilidad maxima?

4. Una fabrica produce un producto de Café mezclando tres tipos de
granos. El peso por libra y las libras disponibles de cada grano son las
siguientes: Para el Grano 1 el costo por libra son $ 0.50 con 500 libras
disponibles. Para el grano 2 el costo por libra es de $ 0.70 con 600 libras
disponibles; mientras que para el Grano 3 el costo por libra es de $0.45y
400 libras disponibles. Se utilizan pruebas de los productos de Café con
los consumidores para obtener evaluaciones en un escala de 0 a 100, en
donde las calificaciones altas son sefial de mayor calidad. Los estandares
de calidad para los productos mezclados exigen una calificacion del
aroma, por parte de los consumidores, de cuando menos 75, y una
calificacion de los consumidores para el sabor, de cuando menos 80. Las
calificaciones individuales para el aroma y para el sabor del Café que se
fabrica con el 100 % de cada grano son las siguientes: Para el Grano 1 la
calificacién de aroma es de 75 y la calificacion de sabor 86. Para el Grano

2 es de 85 y 88 respectivamente. Para el Grano 3 es de 60 y 75
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respectivamente. Puede suponerse que los atributos de aroma y de sabor
de la mezcla de Café son un promedio ponderado de los atributos de los
granos que se utilizan en la mezcla. Determina ¢cual es la mezcla de
costo minimo que satisface los estandares de calidad y produce mil libras
del producto de Café mezclado?

5. De acuerdo a la informacion proporcionada en el problema del Reactivo
4. Determina el costo por libra de la mezcla de Cafeé.

ACTIVIDAD 4

Utilizando como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes
casos practicos que a continuacién se te exponen y elige la respuesta

correcta:

1. Supdéngase que una Empresa desea colocar tres productos, de un total
de 500 unidades; las cuales se distribuyen de la siguiente manera: 200
unidades corresponden al Producto 1; 150 unidades al Producto 2 y el
resto al Producto 3. La Utilidad Esperada de cada uno de los productos es
la siguiente: Para el Producto 1 se espera una utilidad de $ 2.00; mientras
gue para el Producto 2 se espera una utilidad de $ $ 1.50 y finalmente
para el Producto 3 se espera una utilidad de $ 0.50. Determine la Utilidad

Total esperada.

2. Una Empresa desea comprar dos Elementos Basicos de la Materia
Prima de un Producto Alimenticio; el elemento basico 1 cuesta $ 0.75 por
libra y se requieren 1000 libras; mientras que el Elemento Basico 2 cuesta
$ 1.20 por libra y se requieren 2000 libras. Determine el Costo Total de los

dos Elementos Basicos requeridos para el Producto Alimenticio.
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3. Una Casa de Bolsa; realiza la colocacion de una cartera contemplada
por tres instrumentos de inversion cuyo rendimiento por titulo operado es
el siguiente: Para el Instrumento 1 se obtuvo un rendimiento de $ 0.2456
por titulo; mientras que para el Instrumento 2 se obtuvo un rendimiento de
$ 0.3456 por titulo y finalmente para el Instrumento 3 se obtuvo un
rendimiento de $ 0.5452 por titulo; si participaron en la colocacion 5,000
titulos para el Instrumento 1 mientras que para el Instrumento 2 se
colocaron 8,000 titulos y finalmente para el Instrumento 3 se colocaron
10,000 titulos. Determine el Rendimiento Total generado en la operacion
considerando que todos los titulos empezaron en la misma fecha y

vencieron en la misma fecha.

4. Una Empresa decide colocar dos Productos de Cereal entre su
mercado de consumo referido a mujeres; de un total de 100,000 unidades
de Producto Terminado decide colocar el 45 % para el Producto 1 y el
resto para el Producto 2; la Utilidad Esperada para el Producto 1 es de $
2.34; mientras que para el Producto 2 es de $ 2.56. Determine la Utilidad

Total obtenida por la Empresa.

5. Un Almacén distribuye dos Productos de la siguiente forma: 4,000
unidades corresponden al Producto 1 y 6,000 unidades corresponden al
Producto 2. El Producto 1 tiene un Costo Unitario de $ 5,556.80; mientras
que el Producto 2 tiene un Costo Unitario de $ 6,880.90; el Producto 1 se
vende a $ 8,543.90 cada uno; mientras que el Producto 2 se vende a $
10,456.90 cada uno; los gastos administrativos del producto 1 son de $
150.00; mientras que los del Producto 2 son de $ 300.00. Determine la
Utilidad Operativa Total del Almacén.
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ACTIVIDAD 5

Utilizando como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes

casos practicos que a continuacion se te exponen.

1) Considérese una Economia Hipotética y Simplificada que tiene tres
industrias que son del carbon, la electricidad y el acero
respectivamente; y tres consumidores 1, 2 y 3 respectivamente.
Ademas supongase que cada consumidor puede tomar parte de la
produccién de cada industria y a su vez cada industria puede tomar
parte de la produccién de cada una de las otras. La informacion
previamente explicada se muestra en las siguientes matrices como

sigue:
0=[3 2 5]o=[o 1 4]
D.=[ 0 17 1 Joe=[20 0 8]
=L 4 6 2]0.=[30 5 o]

Determine:
a) La Demanda Total de los bienes por parte de los consumidores
b) La Demanda Industrial Total y

c) La Demanda Total General.

2) Supodngase que el precio de los Productos A, B y C estan dados por

la Matriz de Precios:

"=[|>| p: pe]

Si se aumentaran los precios en 10 %; y p; vale 10, p, vale 8 y p3 vale 11;
se puede obtener la Matriz de los nuevos precios multiplicando P ¢ por qué

escalar? y ¢,cuales son esos precios?
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3) Supongase que un contratista de construccion ha aceptado pedidos
de cinco casas de estilo ranchero, siete casas de estilo campero y
12 casas de estilo colonial; cuya informacion se muestra e la Matriz

Q como sigue:

Ademas supdngase que las materias primas y laborales que se utilizan en
cada uno de los tipos de edificacion son: acero, madera, vidrio, pintura y
mano de obra. Estos elementos se muestran en la Matriz R como sigue:

Mmno

Acero  Madera  Vidlo  Finlura  de Cbra

Ranchsro 5 20 16 7 17
R= Campero T 12 12 9 21
Colonlal e 25 8 5 13

Determine la cantidad de cada una de las materias que necesita para

cumplir los contratos.

4) Considerando la informacion proporcionada en el Problema 3; al
contratista también le interesan los costos en los que habra de
incurrir al comprar esos elementos. La informacién de dichos costos

se muestra en la Matriz C como sigue:

1500
800
C= 500
100
1000

Determine el costo de cada tipo de casa.
De acuerdo a la informacion de los Problemas 4 y 5 determine el Costo

Total de Construccion.
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W
CUESTIONARIO DE
REFORZAMIENTO
1. ;Qué es un Sistema de Ecuaciones Lineales? y ¢ para qué se utilizan?
2. ¢ Qué es un “Vector’? y ¢ para qué se utilizan?
3. ¢, Qué es un “Transformacion Lineal” ¢ y ¢ para qué se utilizan?
4. ;Qué es el “producto Interno? Y ¢ para qué se utilizan?
5. ¢ Qué es una “Matriz’? y ¢ para que se usan?
6. ¢ Qué son los “Determinantes™? y ¢ para qué se usan?
7. ¢ Qué ventajas tienen los softwares para la resolucién de “Problemas

Diversos™?

8. ¢Cudl es la importancia de los softwares en la resolucion de
“Problemas Diversos” en el desarrollo de las “Empresas”™?

9. ;Crees que existe mucha vinculacion entre los “Conceptos

Matematicos” y las distintas areas “Contables-Administrativas?.
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LO QUE APRENDI

Utilizando como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes

casos practicos que a continuacion se te exponen.

Dada la “Matriz Insumo-Produccién” que aparece enseguida:

Industria Demanda
A B Final
Industria A 200 500 ' 500
Industria B - ﬁlo_ - EO_II 900
Otros 600 800 e

Determine la “Matriz de Produccion” si la demanda final cambia a 600
para Ay a 805 para B

1) De la Informacion proporcionada del “Problema 1”. Determine el valor
total de los otros “Costos de Produccion” que ello implica

2) Dada la “Matriz Insumo-Produccion” que aparece enseguida:
Industria Demanda
A B o Final
IndustriaA | 18 30 45 i 15
Industria B 27 30 60 | 3
Industria C 54 40 60 ] 26

Otros 9 20 1 ——
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Determine la “matriz de Produccién si la “Demanda Final” cambia a 50

para A, 40 para B y 30 para C.

3) Considerando la informacioén del “Problema 3”. Determine la “Matriz de
Produccion” si la Demanda Final cambia a 10 para A, 10 para B y 24 para
C.

4) Dos apostadores tenian inicialmente $ 54.00 y $ 32.00 cada uno
respectivamente. Posteriormente ambos ganaron una misma cantidad de
dinero; cuya suma de lo que ahora tienen ambos excede en $ 66.00 al
cuadruple de lo que gané cada uno. Determine la cantidad que gané cada

uno de los apostadores.
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EXAMEN DE AUTOEVALUACION

I. Elige la opcion que conteste correctamente cada pregunta. Utilizando
como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes casos

practicos que a continuacion se te exponen y elige la respuesta correcta:

1.- Una persona después de haber gastado la mitad de lo que tenia y
posteriormente prestar la mitad de lo que le quedo; le sobraron $ 21.00.
Determine la cantidad que originalmente tenia.

O a) $85.50

O b) $82.50

O c) $88.00

O d) $89.00

O e) $84.00

2.- Un comerciante adquiere su mercancia consistente en la adquisicion
de trajes y sombreros. Para esto cuenta con una inversion de $ 4,180.00
para 5 trajes y 3 sombreros; ademas cuenta con una inversion de $
6,940.00; para 8 trajes y 9 sombreros. Determine el precio al que adquirié
cada traje y cada sombrero:

O a) Sombrero = $ 810.00; Traje = $ 65.00

O b) Sombrero = $ 820.00; Traje = $ 70.00

O c¢) Sombrero = $ 790.00; Traje = $ 80.00

O d) Sombrero = $ 800.00; Traje = $ 60.00

O e) Sombrero = $ 785.00; Traje = $ 75.00
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3.- Se tienen entre tres personas $ 140.00. Ademas la tercera persona
tiene la mitad de lo que tiene la primera; mientras que la primera tiene $
10.00 méas que la segunda. Determina la cantidad de dinero que tiene

cada persona:

O a) 1°" persona = $ 60.00; 2% persona = $ 50.00; 3°" persona = $
30.00
O b) 1°" persona = $ 65.00; 2% persona = $ 55.00; 3°" persona = $
35.00
O c) 1°" persona = $ 70.00; 2% persona = $ 60.00; 3°" persona = $
40.00
O d) 1°" persona = $ 50.00; 2% persona = $ 40.00; 3°" persona = $
25.00
O e) 1°" persona = $ 75.00; 2% persona = $ 50.00; 3°" persona = $
35.00

4) La suma de los tres angulos de un tridngulo es de 180°. El mayor
excede al menor en 35° y el menor excede en 20° a la diferencia entre el

mayor y el mediano. Determine el valor de los angulos:

O a) 1°" angulo = 90°; 2% angulo = 55°; 3°" angulo = 35°
O b) 1. angulo = 85°; 2%°- angulo = 50°; 3°" angulo = 45°
O c) 1°" angulo = 80°; 2% angulo = 55°; 3°" angulo = 45°
O d) 1°" angulo = 78°; 2% angulo = 57°; 3er. angulo = 45°
O e) 1*" angulo = 88°; 2%°- angulo = 57°; 3*" angulo = 35°

5) Un padre de familia comprd cierto numero de libros. Si hubiera
comprado cinco libros mas por el mismo dinero; cada libro le habria
costado dos pesos menos; y si hubiera comprado cinco libros menos

con el mismo dinero le habrian costado cada libro cuatro pesos mas.

227



Informatica

Determine la cantidad de libros que compr6 y cuanto pagé por cada

uno:

O a) Libros = 12; Precio = $ 6.00
O b) Libros = 15; Precio = $ 8.00
O c) Libros = 14; Precio = $ 7.00
O d) Libros = 19; Precio = $ 5.00
O e) Libros = 13; Ancho = $ 9.00

II. Elige la opcibn que conteste correctamente cada pregunta,

considerando los pasos utilizando en el tema Vectores.

Utilizando como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes
casos practicos que a continuacion se te exponen y elige la respuesta
correcta:

1. Calcular el &rea del triangulo cuyos vértices son los puntos A = (1, -1,
2):B=(4,5,-7)yC=(1,2,1).

O a) 15.3456 unidades cuadradas
O b) 20.5645 unidades cuadradas
O ¢) 19.6723 unidades cuadradas
Q d) 17.5645 unidades cuadradas
O e) 18.1865 unidades cuadradas
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2. Dados los puntos A=(1,-1,2);B=(0,2,-3);C=(1,1,1)yD = (-1, 3,
3) si tres de las aristas de un paralepipedo son AB, AC y AD. Determine

su volumen.

O a) 6 unidades cubicas
O b) 4 unidades cubicas
O ¢) 7 unidades cubicas
O d) 3 unidades cubicas

O e) 5 unidades cubicas

3. Calcular el volumen del prisma triangular, en tres de cuyas aristas
concurrentes se arrojan los “Vectores”a=2i+j;b=3i-2]+kyc=2i+ 3]
—4k:

O a) 10 unidades cubicas
O b) 13 unidades cubicas
O c¢) 11 unidades cubicas
O d) 12 unidades cubicas
O e) 15 unidades cubicas

4. Calcular el volumen de tetraedro de vértices A = (1, 1, 0); B = (3, 2, -1);
C=(-2,1,1)yb=(2,-1,0):

O a) 0.1466 unidades cubicas
O b) 0.1765 unidades cubicas
O c¢) 0.1666 unidades cubicas
O d) 0.1876 unidades cubicas
O e) 0.1356 unidades cubicas
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5. Demostrar que los puntos A=(2,1,3);B=(3,-5,-1);C=(-6,7,9)yD

= (-2, 4, -3) son coplanares:

O a) Si son coplanares

O b) No son coplanares

lll. Elige la opcibn que conteste correctamente cada pregunta,

considerando los pasos utilizando en el tema Transformacion lineal..

Utilizando como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes
casos practicos que a continuacién se te exponen y elige la respuesta

correcta:

1. Se fabrica un producto en tres plantas y se envian a tres almacenes. El
producto total enviado es de 70,000 unidades. La Planta 1 envia el 35 %;
mientras que la Planta 2 envia el 37 % y la Planta 3 el resto. Ademas los
Almacenes reciben de la siguiente forma: ElI Almacén 1 recibe el 75 % de
la Planta 1 y el 10 % de la Planta 2; mientras que el Almacén 2 recibe el
25 % de la Planta 1 y 50 % de la Planta 3 y finalmente el Almacén 3
recibe el 90 % de la Planta 2 y el 50 % de la Planta 3. Determine las
cantidades de disposicién de cada Planta y las de recibimiento de cada

Almacén

O a) Planta 1 = 24,500; Planta 2 = 25,900; Planta 3 = 19,600; Almacén
1 =20,965; Almacén 2 = 15,925; Almacén 3 = 33,110
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O b) Planta 1 = 25,500; Planta 2 = 24,900; Planta 3 = 19,600; Almacén
1 =21,965; Almacén 2 = 16,925; Almacén 3 = 33,110

O c¢) Planta 1 = 24,500; Planta 2 = 26,900; Planta 3 = 18,600; Almacén
1 = 20,965; Almaceén 2 = 16,925; Almacén 3 = 32,110

O d) Planta 1 = 25,500; Planta 2 = 25,900; Planta 3 = 18,600; Almaceén
1 =21,965; Almacén 2 = 15,925; Almacén 3 = 32,110

O e) Planta 1 = 23,500; Planta 2 = 26,900; Planta 3 = 19,600; Almaceén
1 =20,465; Almacén 2 = 16,425; Almacén 3 = 34,110

2. Un fabricante produce tres productos con distribucién a tres destinos;
para esto lo hace enviando los productos desde dos plantas; de la
siguiente forma: La Planta 1 envia el 30 % del Producto 1; el 40 % del
Producto 2 y el resto del Producto 3. La Planta 2 envia el 40 % del
Producto 1, el 30 % del producto 2 y el resto del Producto 3. El Destino 1
recibe el Producto 1; el Destino 2 recibe el Producto 2 mientras que el
Destino 3 recibe el Producto 3. Determine la cantidad de unidades
enviadas por cada Planta; sabiendo que el Total de Unidades producidas

es de 100,000. Cabe indicar que la Planta tiene una capacidad del 55 %.

O a) Planta 1 = 56,000; Planta 2 = 44,000; Destino 1
Destino 2 = 35,500; Destino 3 = 30,000

O b) Planta 1 = 55,000; Planta 2 = 46,000; Destino 1 = 33,500;
Destino 2 = 35,500; Destino 3 = 30,000

34,500;

O c¢) Planta 1 = 55,000; Planta 2 = 45,000; Destino 1 = 35,500;
Destino 2 = 34,500; Destino 3 = 30,000

O d) Planta 1 = 55,000; Planta 2 = 45,000; Destino 1 = 33,500;
Destino 2 = 35,500; Destino 3 = 31,000

O e) Planta 1 = 55,000; Planta 2 = 45,000; Destino 1 = 34,500;

Destino 2 = 35,500; Destino 3 = 30,000
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3. Una empresa envia 100,000 unidades a tres lugares en las siguientes
proporciones: el 27 % al Lugar 1; el 38 % al Lugar 2 y el resto al Lugar 3.
Determine la cantidad de unidades enviadas a cada uno de los lugares:

O a) Lugar 1 = 28,000; Lugar 2 = 38,000; Lugar 3 = 36,000
O b) Lugar 1 = 28,000; Lugar 2 = 37,000; Lugar 3 = 35,000
O c) Lugar 1 = 27,000; Lugar 2 = 38,000; Lugar 3 = 35,000
O d) Lugar 1 = 29,000; Lugar 2 = 36,000; Lugar 3 = 35,000
O e) Lugar 1 = 25,000; Lugar 2 = 38,000; Lugar 3 = 37,000

4. Un comerciante compré 50,000 unidades de la siguiente forma: de un
Almacén adquirié el 20 % del total comprado; de otro adquirié el 45 % vy el

resto de otro. Determine la cantidad adquirida de cada Almaceén:

11,000; Almacén 2 = 22,500; Almacén 3 =

O a) Almacén 1
17,500
O b) Almacén 1
16,500
O c¢) Almacén 1
16,500
O d) Almacén 1
15,500
O e) Almacén 1
17,500

10,000; Almacén 2 = 22,500; Almacén 3 =

12,000; Almacén 2 20,500; Almacén 3 =

10,000; Almacén 2 = 23,500; Almacén 3 =

10,000; Almacén 2 = 21,500; Almacén 3 =
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5. Un empresario vende 20,000 muebles a 4 Tiendas; de la siguiente
forma: 25 % a la Tienda 1; 35 % a la Tienda 2; 30 % a la Tienda 3 y el
resto a la Tienda 4. Determine la cantidad de unidades entregadas a cada

Tienda:

O a) Tienda 1 = 4,000; Tienda 2 = 8,000; Tienda 3 = 5,000; Tienda

4 = 3,000

O b) Tienda 1 = 4,000; Tienda 2 = 7,000; Tienda 3 = 7,000; Tienda
4 = 2,000

O ¢) Tienda 1 = 5,000; Tienda 2 = 8,000; Tienda 3 = 6,000; Tienda
4 =1,000

O d) Tienda 1 = 5,000; Tienda 2 = 7,000; Tienda 3 = 6,000; Tienda
4 = 2,000

O e) Tienda 1 = 6,000; Tienda 2 = 6,000; Tienda 3 = 6,000; Tienda
4 = 2,000

IV. Elige la opcibn que conteste correctamente cada pregunta,

considerando los pasos utilizando en el tema Producto interno.

Utilizando como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes
casos practicos que a continuacion se te exponen y elige la respuesta

correcta:

1) Supdngase que una “Empresa” desea colocar tres productos, de un
total de 500 unidades; las cuales se distribuyen de la siguiente manera:
200 unidades corresponden al “Producto 1”; 150 unidades al “Producto 2”
y el resto al “Producto 3”. La “Utilidad Esperada” de cada uno de los
productos es la siguiente: Para el “Producto 1” se espera una utilidad de $
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4.00; mientras que para el “Producto 2” se espera una utilidad de $ $ 6.50
y finalmente para el “Producto 3” se espera una utilidad de $ 2.50.
Determine la “Utilidad Total” esperada

O a)$2,170.00

O b) $2,130.00

O ¢) $2,120.00

O d) $2,145.00

O e) $2,150.00

2) Una “Empresa” desea comprar dos “Elementos Basicos” de la “Materia
Prima” de un “Producto Alimenticio”; el elemento basico 1 cuesta $ 0.75
por libra y se requieren 30,000 libras; mientras que el “Elemento Basico 2”
cuesta $ 1.20 por libra y se requieren 50,000 libras. Determine el “Costo
Total” de los dos “Elementos Basicos” requeridos para el “Producto

Alimenticio”

O a) $ 82,700.00
O b) $ 82,800.00
O ¢) $ 82,600.00
O d) $ 82,500.00
O e) $ 82,900.00

3) Una “Casa de Bolsa”; realiza la colocacién de una cartera contemplada
por tres instrumentos de inversion cuyo rendimiento por titulo operado es
el siguiente: Para el “Instrumento 1” se obtuvo un rendimiento de $ 1.2456
por titulo; mientras que para el “Instrumento 2” se obtuvo un rendimiento
de $ 2.3456 por titulo y finalmente para el “Instrumento 3” se obtuvo un
rendimiento de $ 3.5452 por titulo; si participaron en la colocaciéon 5,000
titulos para el “Instrumento 1” mientras que para el “Instrumento 2” se

colocaron 8,000 titulos y finalmente para el “Instrumento 3” se colocaron

234



.
\\
\u

-
o

Informatica

10,000 titulos. Determine el “Rendimiento Total” generado en la operacion
considerando que todos los titulos empezaron en la misma fecha y
vencieron en la misma fecha:

O a) $ 60, 428.89

O b) $ 60, 432.67

O ) $60,441.80

O d) $ 60, 434.56

O e) $60, 444.23

4) Una “Empresa” decide colocar dos “Productos de Cereal” entre su
mercado de consumo referido a mujeres; de un total de 250,000 unidades
de “Producto Terminado” decide colocar el 65 % para el “Producto 1” y el
resto para el “Producto 2”; la “Utilidad Esperada” para el “Producto 1” es
de $ 2.34; mientras que para el “Producto 2” es de $ 2.56. Determine la

“Utilidad Total” obtenida por la “Empresa”:

O a) $ 604, 200.00
O b) $ 604, 250.00
O ¢) $ 604, 150.00
O d) $ 604, 100.00
O e) $ 604, 350.00

5) Un “Almacén” distribuye dos “Productos” de la siguiente forma: 14,000
unidades corresponden al “Producto 1” y 16,000 unidades corresponden
al “Producto 2”. El “Producto 1” tiene un “Costo Unitario” de $ 5,556.80;
mientras que el “Producto 2” tiene un “Costo Unitario” de $ 6,880,90; el
“Producto 1” se vende a $ 8,543.90 cada uno; mientras que el “Producto

2” se vende a $ 10,456.90 cada uno; los gastos administrativos del
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“producto 1” son de $ 150.00; mientras que los del “Producto 2” son de $
300.00. Determine la “Utilidad Operativa Total” del “Almacén”:

O a) $ 196,135, 400.00

O b) $ 196,133, 700.00

O c) $ 196,137, 400.00

O d) $ 196,135, 200.00

O e) $ 196,136, 400.00

V. Elige la opcién que conteste correctamente cada pregunta,
considerando los pasos utilizando en el tema Matices.

Utilizando como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes
casos practicos que a continuacion se te exponen y elige la respuesta

correcta:

1. Si P representa el precio de un articulo y Q la cantidad ofrecida o
demandada de este articulo. Ademas la Ecuacion de la Oferta del articulo
es: Q = -230 + 450P; mientras que la Ecuacion de la Demanda es Q =

4770 — 175P. Entonces el Punto de equilibrio es:

O a) Pe = 6, Qe = 3,380
O b) Pe = 7, Qe = 3,350
O ¢) Pe = 8, Qe = 3,370
O d) Pe = 9, Qe = 3,360
O e) Pe = 10, Qe = 3,375

2. Si X representa las cantidades de unidades producidas y vendidas de

un articulo fabricado por una empresa; cuya Ecuacion de Ingresos es | =
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0.76 X; mientras que la Ecuacion de los Costos es C = 0.48 X + 310,

entonces el Punto de Equilibrio es:

O a) Xe =1108.14; C. = $ 841.43
O b) Xe =1106.14; C. = $ 844.43
O ¢) Xe =1105.14; C. = $ 849.43
O d) Xe =1107.14; C. = $ 841.43
O e) Xe =1109.14; C. = $ 847.43

3. Sea una empresa que produce relojes de pulsera y relojes de pared, y
dispone de 1,200 unidades de capital y de 400 horas-hombre de trabajo.
Los requisitos de produccién son los siguientes: Para un reloj de pulsera
se requieren 40 unidades de capital y 20 horas-hombre de trabajo.
Mientras que para un reloj de pared se requieren 100 unidades de capital
y 30 horas-hombre de trabajo. ¢Cuantos relojes de pulsera y de pared

debe producir la empresa para utilizar sus capacidades al maximo?:

O a) R. Pulsera =6, R. Pared = 12
O b) R. Pulsera=7, R. Pared = 11
O c¢) R. Pulsera = 8, R. Pared = 10
O d) R. Pulsera=5, R. Pared = 12
O e) R. Pulsera =6, R. Pared = 11

4. Supdngase que un contratista de construccion ha aceptado pedidos de
siete casas de estilo ranchero, tres casas de estilo campero y cinco casas

de estilo colonial.

Ademas supongase que las materias primas y laborales que se utilizan en
cada uno de los tipos de edificacién son: acero, madera, vidrio, pintura y

mano de obra. Estos elementos se muestran en la “Matriz” R como sigue:
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Mano
Acero Madera Vidrio Pintura de Obra

Ranchero 5 20 16 7 17
R = Campero 7 18 12 9 21
Colonial 6 25 8 5 13

Mientras que los costos estan dados por:

1500
800
C= 500
100
1000

Determina el costo Total de materiales y obra:

O a) $ 735,200.00.
O b) $ 735,300.00
O ¢) $ 735,500.00
O d) $ 735,600.00
O e) $ 735,500.00

5. Los apostadores tenian inicialmente $ 54.00 y $ 32.00 cada uno
respectivamente. Posteriormente ambos ganaron una misma cantidad de
dinero; cuya suma de lo que ahora tienen ambos excede en $ 66.00 al
cuadruple de lo que gand cada uno. Determine la cantidad que gan6 cada

uno de los apostadores:

O a) $10.00
O b) $12.00
O ¢)$9.00

O d) $11.00
O e) $ 15.00
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VI. Elige la opcion que conteste correctamente cada pregunta,
considerando los pasos utilizando en el tema Determinantes. Utilizando
como herramienta de trabajo al Excel, resuelve los siguientes casos

practicos que a continuacién se te exponen y elige la respuesta correcta:

1. Supongase que una “Empresa” fabricante de productos quimicos desea
surtir un pedido de 500 litros de una solucién acida al 25 % (esto
significa que 25 % del volumen es &cido). Si se tienen disponibles en el
almacén soluciones al 30 % y al 18 %. ¢ Cuantos litros de cada una de
ellas se deben mezclar para cumplir con el requisito del pedido?

QO a)x=295.661;y=204.33 |
O b) x=293.66 I; y = 206.33 |
O c)x=292.661;y=207.33 I
O d) x=290.66 I; y =209.33 |
QO e)x=291.661;y=208.33 |

2. Determinar la cantidad de punto de equilibrio para una “Empresa” dada
la siguiente informacion: los costos fijos totales son de $ 1,200.00,
mientras que los costos variables por unidad son de $ 2.00; a su vez

los ingresos totales por la venta de q unidades, yrr = 100Vq.

O a) g, = 400; g. = 800
O b) g; =500; g» = 900
O ¢) g1 = 450; g2 = 850
O d) g1 =400; g2 =900
O e) g1 = 300; g» = 950
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3. Una “Casa de Bolsa”; realiza la colocacion de una cartera contemplada
por tres instrumentos de inversion cuyo rendimiento por titulo operado es
el siguiente: Para el “Instrumento 1” se obtuvo un rendimiento de $ 1.2456
por titulo; mientras que para el “Instrumento 2” se obtuvo un rendimiento
de $ 2.3456 por titulo y finalmente para el “Instrumento 3” se obtuvo un
rendimiento de $ 3.5452 por titulo; si participaron en la colocacion 15,000
titulos para el “Instrumento 1” mientras que para el “Instrumento 2" se
colocaron 28,000 titulos y finalmente para el “Instrumento 3” se colocaron
30,000 titulos. Determine el “Rendimiento Total” generado en la operacién
considerando que todos los titulos empezaron en la misma fecha y

vencieron en la misma fecha:

O a) $ 190, 708.89
O b) $ 190, 718.67
O c) $ 190, 716.80
O d) $ 190, 714.56
O d) $ 190, 712.23

4. Una “Empresa” decide colocar dos “Productos de Cereal” entre su
mercado de consumo referido a mujeres; de un total de 1,250,000
unidades de “Producto Terminado” decide colocar el 65 % para el
“Producto 1” y el resto para el “Producto 2”; la “Utilidad Esperada” para el
“Producto 1” es de $ 2.54; mientras que para el “Producto 2” es de $ 4.56.

Determine la “Utilidad Total” obtenida por la “Empresa’cada fase:

O a) $ 4, 058, 750.00
O b) $ 4, 058, 752.00
O c) $ 4, 058, 748.00
O d) $ 4, 058, 743.00
Oe) $ 4, 058, 753.00
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5. Un “Almacén” distribuye dos “Productos” de la siguiente forma: El
“Producto 1” tiene un “Costo Unitario” de $ 5,556.80; mientras que el
“Producto 2” tiene un “Costo Unitario” de $ 6,880.90; el “Producto 1” se
vende a $ 8,543.90 cada uno; mientras que el “Producto 2” se vende a $
10,456.90 cada uno; los gastos administrativos del “producto 1” son de $
150.00; mientras que los del “Producto 2” son de $ 300.00. Determine la

“Utilidad Operativa Unitaria Total” del “Almacén”:

Qa)$ 6,113.90
Ob)$ 6,113.10
Oc)$ 6,114.00
Qd)$ 6,112.90
Qe)$ 6,113.50

6. Una “Casa de Bolsa”; realiza la colocacién de dos instrumentos cuyo
rendimiento preestablecido es de 8.15 % nominal y 7.90 nominal
respectivamente por cada peso invertido. Sabiendo que las dos
colocaciones vencen en la misma fecha. Determine el rendimiento

anual total generado por cada peso invertido

O a)$0.1789
O b) $0.1605
O ¢) $0.1656
O d) $0.1589
O e) $0.1423

7. Una “Empresa” fabrica calculadoras vy tiene plantas en dos ciudades.
En la planta de la ciudad 1 los costos fijos son de $ 7,000.00 al mes y

el costo de fabricar cada calculadora es de $ 7.50. En la planta de la
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ciudad 2 los costos fijos son de $ 8,000.00 mensuales y se requieren $
6.00 para fabricar cada unidad. El siguiente mes la compafia debera
fabricar 1,500 calculadoras. Determine la cantidad de calculadoras a
fabricar en cada planta para que sean iguales los costos totales en

cada una.

O a) 800 en la planta de la ciudad 1 y 700 en la planta de la ciudad 2
O b) 900 en la planta de la ciudad 1 y 600 en la planta de la ciudad 2
O ¢) 700 en la planta de la ciudad 1 y 600 en la planta de la ciudad 2
QO d) 700 en la planta de la ciudad 1 y 800 en la planta de la ciudad 2
O e) 600 en la planta de la ciudad 1 y 900 en la planta de la ciudad 2

8. Un fabricante de productos quimicos desea surtir un pedido de 700
galones de una solucion acida al 24 %. Se tienen disponibles soluciones
al 20 % y al 30 %. ¢ Cuantos galones de cada solucién se deben mezclar

para surtir el pedido?

O a) 410 galones de la solucién al 20% y 270 galones de la solucién
al 30 %
O b) 430 galones de la solucién al 20% y 290 galones de la solucion
al 30 %
O ¢) 420 galones de la solucién al 20% y 280 galones de la solucién
al 30 %
O d) 450 galones de la solucion al 20% y 300 galones de la solucion
al 30 %
O e) 440 galones de la solucién al 20% y 290 galones de la solucién
al 30 %

9. Una “Empresa” tiene dos plantas y decide solicitar su materia prima a
tres distribuidores de la siguiente forma: El “Distribuidor 1" envia 3,000
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toneladas a un costo de $ 260.00 por tonelada y el “Distribuidor 3” envia
4,000 toneladas a un costo de $ 256.00 ala “Planta 1”. Mientras que el
“Distribuidor 2” envia 7,000 toneladas a un costo de $ 276.00 por tonelada
a la “Planta 2”. Determine y colocar dos “Productos de Cereal” entre su
mercado de consumo referido a mujeres; de un total de 250,000 unidades

de “Producto Terminado:

O a) $ 1, 823, 335.00
O b) $ 1, 823, 290.00
O c) $ 1, 823, 300.00
O d) $ 1, 823, 320.00
O e) $ 1, 823, 340.00

10. Una “Compafiia”; paga a sus vendedores con base en cierto
porcentaje de los primeros $ 100,00.00 de ventas, mas otro porcentaje
sobre el excedente de los $ 100,000.00 de ventas. Si un vendedor gan6 $
8,500.00 en ventas de $ 175,000.00 y otro vendedor gano $ 14,800.00 en

ventas de $ 280,000.00, Determine el valor de los dos porcentajes:

O a) 6 % sobre los primeros $ 100,000.00 y 4 % sobre el
excedente
O b) 7 % sobre los primeros $ 100,000.00 y 4 % sobre el
excedente
O ¢) 4 % sobre los primeros $ 100,000.00 y 7 % sobre el
excedente
O d) 6 % sobre los primeros $ 100,000.00 y 5 % sobre el
excedente
O e) 4 % sobre los primeros $ 100,000.00 y 6 % sobre el

excedente
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RESPUESTAS A LOS EXAMENES
DE AUTOEVALUACION

UNIDAD 1 | UNIDAD 2

E1 El E2
1. b) 1. ¢) 1. ¢
2. a) 2. e) 2. ¢
3 C) 3. a) 3. a
4. b) 4. no
5. ¢ 5. b)

6. e) 6. a)
7. d) 7. ¢
8. b) 8. Sl
9. ¢ 9. NO

UNIDAD 3 UNIDAD 4 UNIDAD 5

E1 El E1
1. a) i <) 1. a)

. S 2 d
g. 3 3. e 3 e;
: 4. d) 4' b
4. b) 5. e) . b)
5. d) 5. d)

246



s

SUAYEDRS™

L

nciatura: Informatica

E1l E2

1. a) 1. e)

2. e) 2. g

3. ¢ 3. b)

4. b) i- h;

. a

5. d) 6 0

7. d)

8. f)

DAD

E1l E2 E3 E4 ES E6
1. e) 1. e) 1. a) 1. e) 1. ¢ 1. e)
2. d) 2. d) 2. e) 2. d) 2. d) 2. d)
3. a) 3. d) 3. ¢ 3. ¢ 3. e) 3. b)
4. c) 4. ) 4. b) 4. b) 4. b) 4. d)
5. b) 5. a) 5. d) 5. a) 5. a) 5. ¢)
6. a)
7. b)
8. a)
9. b)
10. e)
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